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Zeriegang  der  Gleichung  «*-^/^*=dbI  in  Faktoren*)* 

Herrn  Professor  Dr.  JRHnig 


Setzt  mao  die  Gleicban^ 
l^eicb  dem  Produkte  der  4  Faktoren:  -  ' »  ' 

9  • 

a—bVf-cVgirdVfg—B, 

8o  lassen  sich  zur  ßerecbnang  der  Zahleowerthe  tod  a,  b,  c,  d 
nW^emmne  Formeln  aufünden»  die  bier  nebst  kurzer  Angabe  ibrer 
Ableitung  folgen  mögen. 

ZoBiciist  ist: 

[C.l>=  ~  


l. 


ü.  J 

KB.Dzs.  •  •  •  /  •  •  .  .  .  .  . 

lU. 


«  ■ 


•)  AMSg       «isMi  .fo^.mvr 
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S  itdmiß:  l^rUginSg  äir  6tM^ni 

und  wenn  mwi 

setzt: 

II  =m'* =  1  V  (A) 

.    AI  =sjii*«--^it*«=l  ) 

Da  die  m  (and  fi)  iaus  diesen  Gleicbungen  'gefunden  werden  k5tt< 
nen»  so  bat  man  die  Unbekannten      6»     d  nun  durch  sie 
ivdrOcken»  woför  ich  awei  AnflOsnngeii  gefunden  babe*). 


§.  2.  , 

Er«te  AuflSsiing. 

Setzt  man  4)  a^-^ß^ -^gc^-\  fgd^=:2  und  nimmt  die  m  vor- 
läufig positiy  an,  ee  erh&kt  um  dfirqb  ^  Veübindvine  .d^  44ei<^Hl|^ 
geu  1)  bia  4): 

4a*    =    iw -t:,aw' -f- in*' +  2, 

'    4/^<2*=   OT— m'--OT*'  +  s==4ii^— 2(m'  +  m''^;'  ' 
bat  alae  nur  nneb  z  so  beattmnieD. 


*  r 


*)  D«(  lfr.af,  C.  Q^h  ^^«o|ri,  der  ntr  sbige  Zor%i^  mittbeilt«, 
wnstdite  ans  den  i31eb;bnligea 

Ür  4»  tft  wofAr  er  dtemsls  aHgouieine  Formeln  «iobt  Irannte,  eiaigo 
Wortbs  durch  Vsrmben  berechnet  s«  erhalten.  Biscbdeni  Ick  Him  m 
WMmtdkmg  «lüs«  fW«iflln"gsaslft  bsHs,  inuoe<«ua*sleb'>%m 
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EtktwiAeiiuwiA.B.C.Dssl,  femr  z\  m\  m'^  m'*, «o  ist t 
d.h. 

Entwickelt  man  auch  (A.B.C.JÜ^^^l,  nm'mfzp  m*»'^ 
mhn**\  m'*m''^g  ao  wird  audi: 

d«  h. 

.  2mm'mrz — (tii'm'«  -f  m +  m' V*)   1 = l^fy.  abcd.  . 
Dvrch  Glelchaetzong  beidar  WeHbe  ergiabt  aM: 

=jiim'iw'±/ä/Ji«'»", 

alae; 

«.8. 

Zweite  Aafloaung. 

Daaqalb«iB«aidtat  erbSK  taa»  durcli  «Ine  onglaieh  dnfiwliera 
RechiMing  auf  folgende  Weise.  £a  iai  ^ 

also: 

9 

oder^  da  ^ 

J^^A.CxA.DxA.B,  B»siB.D>cB.CxA.B,  . 
C«=^.CxJ».CxC.i>,  lPs;zA.DxB.DxC.Di 

lßa^^A.(XA.BxAM^ß.C><CMHBM(/i.BxB.Ci:AM><C.D) 

«itwickell  haben,  ^enn  er  schrieb  tnir:  „Meine  Formeln  ontertcheiden 
•ich  Ton  den  lt>r!gen  dad^^h^  ^dait  6t  c,  ä  auch  Halbe  and  bisweilea 
Viertel  werden/'  Die  «ciaig^a  geben  iiuiiior  ganx^  Zahlen;  die  «einigen 
Iwmie  ich  nicht. 
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,     Hub  iftt  «i(«r  .,.v  ,  . 

A.B-^C.  l>=::i:2iiV/i0f»db2  V(M^  1} ; 
also:  .s. 

• A.3mm,±V<^  -^1).  CMssxm  ^V(m*  —1); 
eben  so: 

welche  Werthe  in  16a*  sobstitaiH  obigen  Äaedruck  för  4a*  geben. 
b,  c,  d  am  b<If|IWQiiten  aus  (B)  §.  2»    .  < 


Die  gefandenen  Ausdrücke  für  ia^  u.  s.  w.  lassen  sieb  UQ^h 
unter  eine  bequemere  Form  bringen*  Da  nämlicb: 

1.  «.     i  u  m+l.iii'+l.m''+l  .  m— l.m'— 1.»*— 1 
m+fli'+m^-f  «m'm'=— :  g —  h  j  r— » 

— ifi+m'— «r+mm'm'=s  — :  ;  +  g  $ 

— m— m'+»*+fiiiii'm''Ä  — —  — ^H-  ■  v   ■ . — » 


2  2  -  . 


a««  w  V + (» — I)  (»' — 1>       1)  db2  VenV  (e-  J)  (e' — I)  1). 

*    —  .  •   *   w    •  a;  i.  •' 

'  Da  die  negativen  Werdie  nur  die  Zeichen  von  A,  C,  i> 
indem,  so  kunntn  dl^  .negativen.  Zeichen  von  den  ernten  oder 
Eweiten  Gliedern  fortbleiliep.  Zwei  positive  und  awel  negative 
wurden  die  Faktoren  nur  vertauschen «  oder,  wenn  a  unter  den 
negativen,  vertauschen  und  zugleich  die  Zeichen  ändern.  Drei 
positive  nnd  eine  negative  oder  umgekehrt  können  nicht  zusam-  ^ 
mengehöreo»  indem  dadurch  die  absoluten  Werth e  der  n  geändert 
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wifrden,  wfihrend  die  der  ifi^  ftif  ji^e. Verbindung  der  Zetefcen  von 
9,h,efd  sich  gleich  hleibaii«  was  gegen  die  PeJTschen  Gleicliiiii^ 
gM  (A)  streitet  Will  md  aUo  kiwB  die  kleinem  Werthe  von 
a,  b,  d  haben,  so  kapo  man  .auch  vor  eioero  dar  Glieder  diMI^ 
poiitiva  Zeichen  fortlassen,  wo  dann  die  sich  et^^a  ergebenden 
nagaliven  Zahlen  positiv  zu  nehmen  atnd«  Em  iai  alao: 


«ssVotV— V(e-"1)  (t^'— 1) 

e(e'  - 1)  »•     4  /  jt'—l)  e  (»»—l^ 


.j^  r(r'-l)t^  _^  (t>'-l)r( 


......  i  :      ,j  i.V'^}  ^  •.- 


•der  Mcbi  da 

14: 

Aomerku ng.  L  Der  Auadmck  fiic  a  Idal  auch  die  Aafgabe: 

■  i' 
Drei  Zahten  so  anchen«  ao  daaa  sowohl  ihr  Produkt,  wie 

.   ,  '  «och  das  de^  om  1  kleinern,  (oder  grussereo)  vollständige  ' 

Quadrate  werden»  X.  B,:  / 

'     2.3.10=10«,  2.8.64=32«,  4.-11.—  9il=»66«, 

1.4.  «=r  6^,  1.7.e3=21«   3.^12.— 100=60». 

Diese  Zahlen  und  die  um  1  kleineren  (oder  griis^eren)  haben 
auch,  wie  die  letzten  Ausdrucke  für  h.  c,  ä  zeigen,  die  Eigen^cliaff, 
dass  das  Produkt  je  aweier  durch  die  dritte  ein  vollständiges  Qua- 
drat ist  * 
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6 


•  %•  Die  Auädffdni  filr  6,  d  der  €M«lmgen  (C)  Kteeft  ttd 
Anfgalies 

Drei  Zahlen  zu  suchen,  die  so  beschaffen  sind,  dass  ihr  Pro- 
dukt und  auch  das  der  Zahlen,  die  man  erhält,  wenn  mau  die  eine 
derselben  um  1  verkleinert  (oder  vergrössert),  die  beiden  andern 
um  1  vergrHssert  (»der  verkleinert),  gleich,  und  zwar  gegebene 
Vielfache  von  Quadraten  werden. 

3.4.  9s3.e*,  1.5.  9^5. 99=33.12^ 
1.5.10=2.6^   2.4.l0=s5.42.  3.-11.-100=33.10*. 

Die  Zelejiett  der  m  mlaDgeDd,  sieht  man,  dass,  de 

* 

positiv  sein  muss»  also  mm'm**  wegen 

sasmiii V  J:  V(iii«—  1)  (m^—lXm'«-- 1) 

nur  positiv  sein  kann,  die  m  alle  positiv  sein  mfiseen,  odei 
dae  eloe  positiv,  die  beiden  andern  negativ.  * 

Um  die  kleinsten  Werthe  zu  erhalten,  beginne  man  die  Rech- 
nung nach  den  Formeln  (C)  am  bequemsten  mit  den  positiven  titj 


ond  sehe  lo,  falb  a  irralioiial  wird,  e|b  — t^,  oder   »  eder 

"J^      ▼ollstftndigee  Qnadrat  bt»  wo  dann  Im  ersten  Falle  6, 

im  zweiten  c,  im  dritten  d  ratioital  gefunden  ^^Ird,  und  im  ersten 
Falle  m  und  m'^  im  zweiten  m  und  m\  im  dritten  ni^  und  mf*  ne« 
gativ  zu  nehmen  sind  (vergl.  (B)).  Dass  aber  Immer  rationale 
Werthe  vorhanden  sind,  zeigt  entschieden  die  rationale  Form,  vrelchf 
die  aili^emeinen  Ausdrücke  annehmen,  wenn  man  im  Kettenbrucb« 
bis  ans  Ende  der  zweiten  Periode  geht,  d.  h.  wenn  man  —  I 
2m'a— J.  2ot"*— l  für  m,  m',  m",  also  m'^  für  o, 
setzt  und  noch  fgn\  fn*\  g»**^  ffir  m»— 1,  m*^- 1.  m*^  —  1  schreibt 
Dadorch  entsteht,  wenn  nao  die  entsprechenden  Buchstaben  mll 
Accenten  versiebt  t 


6'=5iiiiii"ji"— ^mW, 

Iii 
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welche  FoTineiB^jede  nvr«t«ttbafte  Zefcebeurerbinduwg  dieselben 
ibsolaten  Werthe  für  a',  h*,  e\  d'  und  immer  eine  Aufluftiing  In 
üiilbMdflii  gMtt«hi  Zblrtto  t^beti. 


Nach  (C)  mii  (ü)  ist  TaH  I.  berechnet. 


'.t 


Nimmt  man  in  (C)  nur  eine  Wurzel  positiv,  die  andere  negativ, 
dum  iel  fiHr  dieseltoi  iii:ii'>4i,  A'>^,  c'>v,  tf>ä.  Nämlich: 

a'  =5  rnrnfm**  —  fgnn*n*' 
=2=  a«  +  /6«  +flrc«  +  /isrc^*  >  a.  (§.  2.) 

Quadrirt  man  den  Ausdruek  Rlr  «'  and  eetit  flir  die  ««dia 
Werthe  durch  die  m  aus  den  Gleichungen  (Ä),  eo  erliHlt  man  s 


=s4(«6+src<0«, 

i||ll|tii<>  i^-hgttO>*> 

QdicIi  «Uecelbe  Recbaung  findet  man; 

ff 

Aus  dleeer  Relation  zwischen  den  aus  denselben  m  erhaltenen 
gestrichenen  und  ungestrichenen  Buchstaben  folgt  auch,  dass,  wenn 
man  die  sicfa  aus  ü',  b',  c*,  d  ergebenden»  deh  Fakteren  A,  Bt 
C,  D  entsprechenden  Faktoren  mit  A',  B*,  O,  beie&ciiaet» 
äf  tsä^.  ^ssM^,  a^O,  JDI'::^JP  ist  NimKcki  v 
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d.h.  ,  ^ 

Für  /=2,  ^=3  ist  a=6»:4=l»  c=Oi  o'=9,  6'=2,  c'=»4* 
drz=:%  und  io  der  Tbat  ist:' 

'  *' 

(l+V2+Vö)''=:9-«-2V2  +  4v3+2V6.  : 

Bei  der  Zeriegnog  der  GieichuDg 

in  Faktoren  von  derselben  Form  erhält  mao  nach  der  ersten  Auf- 
lueuDg  .  , 

woraus 

und  dann  dieselbeo  Fonnela  (B)  §.2.  •  - 

Da  2  positiv  sein  muss,  so  däif  die  WorxelgrSsse  nleht  ne* 

gativ  genommen  werden.  Dieses  ist  weniger  einleuchtend  ncaeh 
der  zweiteu  Lu^ung    3.,  die  übrigens  dasselbe  4a*  u.  s*  w.  giebt 

Die  den  Wertbeii  fiir  a,  6,  c,  d  des  §.  4.  analogeo  Aosdrücite 
erecheioen  hier  unter  imaginärer  Form.  Es  Jst  nämilciij  wenn 
V— l=t  gesetzt  wird: 

iii+m'+fii"-mmW=-7-^  f^p- —  g  • 

"            ,          (mfO(m^-t)(m^^4i')  (m~»)(m^-hi)(m^^>») 
T-M+in'— a»"-;nwm"=—  j-^^-  §  ' 

,i^m'^-^mm*M**=^"^  2  5      /'  "  » 
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abo,  wtnm  mßk- 


aetst:  .»  >  • 


— 

I 

\  4 

lies  Hi  ^  '     fT^y  r  .1i  .i»Vi  ,v'^'v»i 


«»der  fllr*A  jr»  ft^die  Werthe  durch  die  n  gevetift: 

'ril  j  '^mv.uv -v.\- 1  .v---  ^.Si- 
as (VwV'-V^Prr«7C»'--<)'(»"-rOU» 


Dft  a'  .iatipnal  bfy^  so  infissen  veVf  and  |(0^r-O(«'~-  >7(f  'fr'^ 
eoDjngirC«  imagiflSre  Ausdrücke  setD;  whklicli  ist: 


Hier  sind  die  Zeichen  der  m  nlchf  dadurch  bedingt,  dass 
mmfitt**  positiv  werben  muss,  wie  das  hei  der  Gleichung  :r2^ — foy^^^ 
der  Fall  war,  vielmehr  können  sämmtiiche  Zeichen  Verbindungen 
Stattfinden.   Wie  viele  derselben  nun  g^btn-  rationale  Werthe  I 

Ist  Ittr  eine  Zeichenmbindang  der  nt,  s.B»  wenn  alle  positiv 
■Ind: 

ia^z=zfyim*n" + (m + m'  +  mf'-^maifm'') , 
so  ist  IIBr  die  eotgegengesetsten  m  (der  don  a  enlepfeeiiende 
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worau«: 

* 

«   a  und     sind  «Iso  zugleich  rational  <»der  irrational. 

gebe  imn  etwa  —m,  -f-nt',  -f  m^'  ein  vollslfiildlgea  Quadrat 
für  4a*  (al0O  aach  m,  -»m^^— m'^  ein  Mistfi|idigee  Quadrat  für 
4a^),  80  iat  s.  B.  flir  — m»  -f  ai'>  -^m^,  d*  fa.  iHnBin  «ar  ein  ai« 
hier  mf',  daa  Zeicliee  indert,  vad  die  eattfpfecheädeo  Wertfce  mit 
A  y»  d  iieae&eiiA'et  wetdto  r 


4«^       ai  -l-ai'  4  a»''  -l-  mmW-f  IT, 

4««  =—m-fai'— II»"— M 
4flfy« = 4«^  -  2(— m  +  ifiO 

*sai— «'  *-  ai'*— anpi W  -fr  |P 


folglicli 


nur  rational  für  </  gleich  einem  Quadrate  gegen  die  dritte  def 
Peil  scbeo  Gleichungen  (A)  (wenn  man  rechts  — 1  setzt). 

Aeoderte  niaa  da«  Zdclien  vea  m'  oder  m",  ao  mflaate  resp. 
f  oder  fg  ein  QuWmt  «ein.  Aatodera  swei  m  tfaa  SeielMli^  a.  8. 

im'  and  m**,  so  iat  s 

► 

4i^=— m— ai"  +  aiai'ar+  W, 

SS -Tin  4    4- m'' 4  aMi'ai"  + 
a»4a^,  .    .    .         n  . 


also: 


SonieBaiaBdai''edar  m  oad  ai'diaZHilil»iii«et%  aöiaiaaM 
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II 


resp.  f  oder      Quadrate'  sein.   Siod  also  fibeiiiaopt  ratiooak» 

Werthe  (lir  a»  b,  e»  d  vdrhaiiden,  so  kdnnen  onr  swel  von  den 
8  ZeicliaRXixMiMiwiSM  A«.  «.».«ilclia  gdwa  ».  .md .  awac  mnd.jdi«. 


I 


i;     »a»       ss^l,  i=x-»-2:a'=J,  6;=»i,  «'=^0,  .d's=i* 

I  Dass  übrigens  für  a,  6,  c,  d  nicht  lauter  ganze  Zahlen  ber- 
•|j|riuraMnen  können,  folgt  aus  den  Glei(^hui^en  2{ad — bc)^% 
G.  9.  ^  ({•  da  id  diesem  Falle  nur  aagerade  in  die  Pel rechen 
^jHekfep^gen  .lösen,  a  und  b  oder  a  und  c  werd^Bti  gai^ye  Zahlen, 
Mp.  g  Oller  /*  gerade  Zahlen  sind;  d  dag^jgeli  kan^  nidit 
gUi  i^ittlen*  ;  pieeee^  folgt  aos  den  Relationen  ^  t 


gnn'n" 


4 

0  Ii 


*  V 


fnn^n" 


3 


3 


wenn  man  für  z  den  Werth  au«    7.  aetst 


♦ 


III 


^  1 
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König:  Z^iieguk^  Gi^el^ 


/f 

1 

6 

4 

1  ^ 

1  ^ 

1  ^ 

a 

1  6 

1 

 ■  -TT 

2 

3 

1 

l 

0 

1  1 

5 

10 

]  1 

\  \ 

1  1 

*  7 

5 

4 

3 

1 1 

IC 

1  6 

9 

:  ö 

2 

4 

13 

A  * 
4 

6 

2 

1 

2 

14 

will 

o* 

^^^'^ 

15 

17 

M 

„«■ 

4 

1 

1 

1 

17 

4f)l 

1  iR 

VT"* 

Oll 

.»] 

:  Ml 

.  7 

18 

9 

1. 

1  II. 

♦  i 

\ 

38 

■  19 

•1/ 

■  .i'y. 

7 

n 

5 

4 

! 

19 

218 

Ol 

50 

14 

53 

37 

20 

14 

'  6 

7 

0 

•7 

Ii 

4 

1 

10 

13 

7 
• 

3 

3 

8 

1 

X 

1 

11 

.  41 

29 

12 

9 

10 

Kßtß 

18 

ft 

13 

40 

25 

11 

1  11 

7 

6 

2 

15 

12 

2 

1 

2 

1 
1 

12 

M. 

1 

1 

0 

17 

7 

<  \:'Ä 

2 

1 

1 

17 

7 

19 

279 

231 

64 

63 

20 

33 

18 

6 

5 

13 

30 

11 

9 

3 

3 

5 

1 

2 

2 

0 

14 

93 

Kß\J 

20 

10 

31 

18 

14 

8 

15 

20 

9 

1 

2 

d 

1 

2 

1 

0 

17 

n 

'X 

%3 

2 

17 

10 

7 

4 

18 

31 

7 

• 

4 

3 

7 

12 

6 

5 

9  ; 

19 

'  w 

407  ; 

282 

114 

- 

10 

23 

A 

6 

2  ! 

7 

8 

1 

0  1 

3 

1 

II 

7 

2 

2 

24 

7 

3 

13 

22 

7 

4 

6 

2 

mm 

10 

276 

141  i 

J 

118 

33 

14 

2  1 

1 

1 

0 

11 

6 

4 

5 

0 

26 

15 

7 

4  ' 

360 

30 

24 

41 

15 

377 

196 

88 

56 

12 

12 

5 

3 

I 

17 

43 

38 

16 

6 

13 

1431 

804 

590 

150 

18 

7 

10 

4 

1 

14 

120 

25 

18 

12 

19 

414 

218 

95 

50 

15 

52 

12 

8 

5 

5 

d 

15 

4 

2 

2 

17 

87 

56 

36 

8 

r 

9 

6 

4 

2 

18 

21 

7 

4 

2 

s 

6 

9 

7 

1  l 

19 

12108 

4797  i 

27901 

1050 

Digitized  by  Google 


U 


17 
26 

37 


5 

3 

2 

2 

9 

13 

2 

6 

17 

5 

2 

2 

13 

3 

1 

3 

1 

2 

7 

1 

2 

3 
2 

1 


1 

2 

1 

2 

7 
2 

1 

2 

1 

2 
53 

37 
2 

1 

,2 
1 

19 

10 

1 

2 
1 
2 
1 

2 

1 

2 

1 


10 


50 

53 

58 

65 

73 

85 

89 

13- 

29 


13  26 
37 

41 
65 

i::  37 


4 


30 

505 
2 

11 

5 

:n 

935 

2" 
155 

2 

739 
2 

5 

6 
15 
13 


1001 
'l 

115 
2 
65 

— u 

2 

2 
25 


25 

231 

2 


3 
^  2 
A\l 
2 

60 
2 

333 
2 
5 

2 
5 
2 

7 
2 


221 
2 

9 

% 

31 
2 

5 


79 
10 

71 

2 

3 
2 
1 

2 

2 

17 

2 

79 

2 
1 

4 

131 

2 

5 
2 

21 
1 

21 
2 
3 


19 

iö 

31 

2 

1 

49 
2 

37 
10 
35 

1 

2 

1 

2 

1 

i  ä 

73 

5  ' 

Iii), inj-. 

ti6 
1 
2 

1 


2     ^  »tv  ^Avmct 


Digitized  by  Googl 


14  VHfer4in§f*i  Dag  ipkäriM»  OreiMCä 


I 

%  • 

■ 

Das  9phärifl€he  Dreieck  dargestelU  in  seinen  Beseie* 

hungen  zuai  Kreis.    (Fortsetzung  der  Abhandlung  in 

ThLXXlX.  S.4790 

Herrn  Franz  Unferdiuger, 

Lehrer  d«r  Mütbenintik  in   der  k.  k.  ötterrf ichiachen  KHegt-ilariiie, 
eingeschifft  uuf  Sr.  Muj.  I'ropeller- Fregatte  Donau. 


*  ■ 

m 

Einleitung. 

Der  Inhalt  dieser  Abhantüinii^  schliefet  ^icli  an  die  oben  ci' 
tirte  an  und  ist  als  ein  weiterer  Verfolg  der  dort  gepflogenen  Un- 
ter8UGhun<Ten  nur  in  Verhiiidiirig  mit  dieser  verständlich,  da  der- 
selbe in  ^Uen  seinen  Thellen  sirh  auf  dort  gefundene  Relational! 
und  Sätze  stutzt,  was  ich  hier  am  Eingange  ausdrücklich  bemerke^ 
um  dein  l^eser  den  Standpunkt  zu  bezeichnen,  welchen  er  eln- 
iiebmen  muss,  die  hier  und  dort  gewonnenen  Resultate  mit  Ver^ 
etftndnlss  und  im  Zusammenhange  zu  aberbllcken,  Resultate^  Welche 
mm  groeseren  Thelie  in  der  karzeo  und  ausdrficlKevo^n  mafliB* 
mAtüecleif  Zeicheneprache  gegeben  worden  sind  und  auch  hier  in 
diieer  jgegebeu  werden ,  und  welche,  aobeld  mn  die  «larkli  die 
eiWaltenea  Pormeln  definirten  allgemeineo  geemelriacheii  E^efi* 
ediaftcp'dee  fiiriiftrlacben  Preiecka  in  die  gevr&bnilcbe  WertaSQiele 
fiberae^,.  elpet  Rei|ie  toq  liebraStaen  ergeben»  weiche  Ten  einer 
kenftig  in  bearbdtenden  apbiriacl^en  Geometrie  einen  Theil  nun* 
machen.  Ich  bin  keineawega  der  Anaicbt»  daaa  ndt  dam  hier  Ge- 
botenen die  Bealebungen  dea  aphirlachen  Dralecka  aum  Kreln 
oder  wohl  gar  die  aNgemelnen  Eigenachaften  dea  aphftrlaeben 
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(largmttitt  in  seinen  Beziehungen  zum  Kreit.         -  15 


Dreieckes  überhaupt  erschupft  seien,  sonHerii  meine  Untersuchungen 
haben  mich  frühzeitig  von  dem  Reichthuni  des  hier  betretenen 
(jebietes  überzeugt  und  «vir  wollen  daher  den  in  diese  Richtung 
einschlagenden  Studien  mit  Eifer  obliegen  und  das  bereits  (Gewon- 
nene weniger  a)s  eVne  wirkliche  Vermehrung  unserer  Kenntnisse 
der  Gesetze  dieser  Raumgestalten,  denn  als  ein  Fornifidepot  zur 
Erleichterung  künftiger  Forschungen  betrachten.. 


Fällt  man  vom  Mittel|^nkt  des  einem  sphärischen  Dreieck  ein- 
geschriebenen ( Kreises  auf^  die  drei  Seiten^  Perpendikel,  so  werden 
die  Seiten  desselben  in  Abschnitte  getbMit,  welche  paarweise  ein- 
ander  gleich  sind.    Bezeichnet  man  die  an  den  Winkeln       B,  C' 
liegenden  Segmente  de«- Reil>«  nach  mit  u,  v,  w,  so  ist  uacb  §.3.: 

(67)   u=l(6  +  <?— fl),  e=Ua  +  c— w  =  K<t  +  6--c). 

M  +  c  +  «>  =  i(a  +  *  +  c)- 

Verbindet  man  den  Mittelpunkt  des  einem  sphfirisrhen  Dreieck 
noischri ebenen  Kreises  mit  den  drei  Ecken,  so  werden  die  Dreiecks- 
tn'nkel  A,  B,  C  je  In  zwei  Tbeile  getheilt,  von  welchen  sechs 
Winkeln  wieder  zwei  und  zwei  einander  gleich  sind.  Sind  i/,,  wi 
die  drei  an  den  Seiten  a,  6,  c  liegenden  Winkelsegmente,  so  Ist, 
wenn  der  Mittelpunkt  des  umschriebenen  Kreises  Innerhalb  des 
Dreieckes  liegt,  nach  §.  19.: 

Liegt  der  Mittelpunkt  des  umschriebenen  Kreises  ausser  dem 
Dreieck,  und  dem  W^inkel  A  gegenüber,  so  ist     ,  , 

(69) 

t/|^-Ui5  +  e-^),  üi  =  i(^  +  c-/?),  «>i=4M  +  Ä-c), 

-H+^i  +«^1  =     +  i5  +  -'^ 

80  dass  also  — M|  ati  die  Stelle  von  Ui  tritt.  ) . 

Da  die  Sinus,  Cosinus  und  Tangenten  dieser  acht  Grossen  in 
unseren  Untersuchtingen  eine  wichtige  Rolle  spielen  und  häufig 
vorkommen,  so  wollen  wir  uns  mit  der  Berechnung  derselben  be- 
sonders beschäftigen. 


•   - '  '   '      ' '  jj* 

17' 


\Sfci4(a+6^c)==2gj„j^CoBUCo84iJ' 

und  mit  Hilfe  der  in  $.  16.  aafgestellten  Relationen  erhält 
bierau»  durch  den  Uebergang  auf  das  PolardreieclK;  . 

// 


>  ;  I,' 


H 


Wmii  man  bedenkt»  daee  oadi  {•  16.  aneh: 

ao  erhält  man  aus  dem  »System  (71)  mit  Leichtigkeit: 

4  t 


C72)<  ^  //^ 

jCos  46  Sin  4oSin4c--    ^i^^  C.Cea4(44-C-4$).' 

setst  man  der  Kürze  halber 
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äarß€9teiU  in  selntnB^ziehunfftn  zum  Areit,  17 
^'  —  Cos  |a  Cos  iö  Cos  ic,       =  Co«  i  o  Sio  i6  Sin  Je, 


  »>U»  |U  I^U»       V/OS  zt    =  \ 


so  ist  bekanntlich: 

w  < 

Co«  i(a + 6  -  c)  =3 -di ' + zf"  +  ^ — ^ ; 

»        •  • 

«d  mam  fiodtt  daher  dnreb  Anwendmng  der  Cüeiclniiign  (79)s 

(73) 

4 


t  1  1  f 

j  1  

•   L  L  _^__L^]. 

dmdl  den;  Uebergang  auf  das  Polardreieck,  mit  Anweodimg 
dw  Relationall  des  {.16^: 


Digitized 


(74) 

Sin C— =  Si|iaSfiii6äin e  \  Sl» 4(a+Hc)  -  U«-H^-*) 

'  1    1  I 

8iii  4(a+  6^)""  Si«  i(6+c-«J  * 

 )  i_  ^  

Sin +  C-B) «  SSSsiSSSio e  \ Sin 4(a+6+c)  ^  Sin 4(6+c-a) 

1   L  L 

+Sin4(ii+6-c)  Sin4(«+«-^)> 

Sin4M+B-C)  =:§j^g.^^§i^^  j  Sin4(a+6+c)  *  Sin  4c6+c-«) 

+ Sin4(a4-c-^)  "  Sin  Ha-jr^^) » 

Die«e  (ileichungen  hStto  man  auch  aas  dem  Syatoip  (70)  ««^ 
ähnliche  Art  liuaen  können,  wie  die  Gleiuhungeii  (73)  au«  «J« 
Syj^tem  (71)  abgeleitet  wurden.  Werden  die  Gleichongeii  (73)  de» 
Reihe  nach  durch  jene  (70)  und  die  Gleichungen  (74)  der  BcA« 
nach  durch  jene  (71)  dividirt,  so  folgt: 

(75) 

jfft  I 
ctg»(«+H«)=«-4Co«  UCosiZ^CosiC  ^  (SSTp+Fflf) 

J5P  ,  L  

cte4(6+«— «)  = — 4 Co« 4^1  Sin li?Sin 46'  *  CobHA^B^C) 

 L  L_ 

^  CoAi(B^a-A)    CosiiA-^C—B).   Cos 4(4 6')» 

.   1    _      1  1  i, 

c^gK«+^«)  =^4CM4CSin4^Sfn4i^ « 4(  J  -Mi^fC) 

1  1  L^\; 

+  CÖ»4(S+S^    Co8,(i^+C-^)  CoöU^-fO-Ä)^ 
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m 

* iM+^+p) = 4 Sin  4a Sin  46 Sin  ic  ^  Sid  i(6+c-a) 
J) = 46(;oa4c  ^  SioÄöi+6+c) 


1 


Sini(a+c— 6)^  Sin4(o+6— c)     Sin4(6+c— a)t' 

;.ifü4t^>?»-     .  _  1  +  1-  -J  

.  Äiin  4(Ä+c-a)  ^  SiD  4(a+6-c)    Sin  4(a+c-6)  5 ' 


4Sin  4c  Cos  4<i Cos 46  ^  Sin  4(a+ *+c)  .  - 


?;Sip  Ubfc--^  ^  Siaifßi-^^  ^ip  4tef 6-«)  i  * 

* 

. »  \ 

•  ■ 

t 

Die  GMchangoi  (47)  de«  j.  20.  gebe«:  ,  ^ 

(47) 

Da  fmer 

(31) 

t     ,  :  . 

(48)  ip^V^rlgfi^rstgf],; 
•0  ist  «neb 

SiB^StogSinC  Vtgrtgntgr.tgr,. 

md  wenn  man  die  Gleichungen  (56)  mit  einander  multiplicirt  und 
dabei  auf  die  Gleichung  (13)  Ruckstcbt  uiminftg  • 


H'  
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20  iJnf4räing$r:   Dm  tpMrische  Dreieck 

(78) 

=  (tgr^  +  tgr»  +  tgr,  ~  tg r)  (tg r  +  tg    +  tgr, ;-^t|[ni). 

X(tgr  +  tgfi  +  tg r,  -  tgra)  (tg r  +  tgri  +  tgr.  -  tg  r^) ; 

Mt'min  BUD  die  Werthe  aus  (47)  und  (77)  in  die  Gieicbiwgen 
(73)*  80  geben  dieselben  über  in  folgende: 

(?9) 

!  Cosi(a  +  6  +  c) 

Co«U*  +  c— «) 
^  as    lid  Vtgr tg ri  tgr^tgr^  (ctgr  +  ctgfs  +  ctpr,  - ctgri), 

SS    iifi  V^^tgrtgrj;Agt%W«tr^+<5*grir|-ctgn  -  ctg*»,), 

Cosiiai-b-c) 
■  .   

wobei  aus  der  Gleicbang  (78)  in  nehmen  iet,  «e  daee  die 
zweiten  Theile  als  reine  Functionen  der  Radien  r,  tt»  U»  n 
der  dem  Hauptdreieck  und  seinien  Nebendreiecicen  oniacliriebeneB 
Kreise  zu  betrachten  siud. 

9.34. 

4  • 
•  •  • 

IVenn  man  aar  Abktrsung 

Ü  =s  ctg    +  ctg  ^ + ctg    — ctg  e , 
^  =  ctg  (?  +  ctg    +  ctg  ßa— ctg  ^,  „ 
<f  £=ctg9-f  ctg|i|-|-ctg^^ctg9i.  ! 

r 

J)  S5S  Ctg  ^  +  Ctg^  +  ctg  Ctg,  ' 

setzt,  «0  ist  nach  j.  22.  (54):  -1 
tgr:s:slil,  tgri=:l»,  tgr^Ä^,  tgr^^iJ); 

^   V  tgrtgr,  tgr.tgra  =  iV  MmX> 

und  die  Gleichungen  (79)  geben' Ober  in:  * 
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dMfmlim  *  4M«H«  MMmvw  MNr.airMr.  21 


€osi(al-6-fe)=:- 

i  +  ^ 

-]|^ 

+ 

ä  +  S 

^  J) 

1+1 
• 

#  ^  * 

+ 

wobei  der  W)Brth  voti  aus  der  Gleichung  (13)  uii4  dleWerthe 
von  €9  ID  ios  (c)       nehmen  sind,  eo  dasa  die  zweiten 

Thdie  lediglich  die  Radien  q,  der  vier  Berahranga- 

kreise  enthalten.   Icfi  ma<^he  hierbei  aufmerksam,  dass  ich,  v^eil 

die  mit  //^ ,  ü,  bezeiclineten  Functionen  in  (»,  pi  ,  P2» 
sehr  eiiiiach  gebaut  sind  und  sich  dem  Gedächtniss  mit  Leich- 
tigkeit einprägen,  liiclit  immer  statt  derselben  ihre  VVerthe  sub- 
feütuiicii  ^^  erde.  Wir  firtrachten  eine  GrÜ8se  als  durch  ^,  Oi,  q<i,  {,^3 
aossed  rückt j  wenn  sie  aussei  diesen  nur  uocb  ffi,  Ü,  ii,  jp 
eotbäit  <.        '    ^ 


35. 

Den  Gleicbangen  (12)  dea  §.  10.  sufolge  ist 

(12) 


fiMWor  bt  nach     liS.  und  §•  SD.: 

,32^  .  ^1         ^  i^'. 

^'^^^  Sin  a Sin  6  Sine JJJi ' 

(48)  Ä'i  ' 


V  tgrtgr^  tgr^tgr, ' 
folglich  nach  dem  Obigen  auch: 

wd 
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'  ^^^^  SmaSin6Sinc'"Ä  VjBSCD' 

und  wenn  man  die  Wertbe  aus  (12)  und  82)  in  die  Gleicbangea 

(74;  substituirt,  «o  gehen  selbe  über  in  folgeade: 

rtt.L  ■  rji i.     JTV-  ^^^^^ g  -I-   gl  +  tg  g3  -  tg ga)  ' 


(83) 

ii  k  .  '!  *V 


Setzt  man  sur  AbkAranng: 

stgn+tgt^-f  tgra— tgr, 

(d)  <  .  ^ 

^      =tgr  +  tgri+tgr8— tgr,, 

Di  =tgr-h  tgn  4-«^« tgffii ; 

se  let  nach  den  Gleicbttngen  (5d)  des  $.22*i 

etg^siilt,  ctg^t;=iJ9i»  €tgei=»i€i/  c4gtf»«*Wi 

edei 

te^==jj^'    tg^j=g^»  tgfti=f^»  ^e»«jpi' 

da  ferner  nach  dem  Obigen: 

^ -O^P  =•  4 V  tg  r  tg  Ti  tg  r^tg  ra 

ist,  so  kann  man  das  System  (83)  de»  vorhergehenden  Paragi»- 
phen  auch  in  das  folgende  umwandeln:  ' 
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(84) 


i  +  l+i._J. 

Sl«  i(  J  +  C-Ä)  r= -^^7^=^=^  ; 

I  SiDi(J+g-C)=         ^'    ^  ; 
\  <4iVtgrtgritgratgi^ 

wo  der  Werth  von  /f,  aus  der  Glaichuii^  (78)  za  nehmett  ist, 
so  dass  die  zweiteo  Theile  als  reine  Functionen  der  Radien 
'i  ri,  fj,  rj,  der  dem  HaupUlreiecU  und  seiiieu  drei  i^ielieudreiecken 
umscbriebeoeo  Kreise  zu  betracbten  sind. 


{.37, 

Die  Gleictiungen  (12)  und  (47)  geben  mil  ROcksidit  auf  jene 
(13)  und  (48)  unmittelbar:.  .  .  . 


(BS) 


Sin  i(«.+  c-Ä)  =,Vtgetgp^gg.tgg,^ 


und 


I 


Digitized  by 


24  Cnferdinger:  Das  $fiMH§cke  Dreieclt 

Vigrigritgrttgrs, 

•V  TH     /  V^tgrtgritgr.tgr, 

Co^kiA-k-Br-Q^  ^^^^  ' 

;  V^tgrtgritgratgr, 

*  4 

Werden  jetzt  die  Gleichlingen  (80)  durch  (85),  dann  aucli  die 
GtoichuDgen  (84)  durch  (80)  der  Reibe  nach  dividirt,  so  erhält  man: 

(87) 

.    ctg;(a+6  +  c)  =  -itge  ViStf^     +  S  + 

ctg;(a  +  c~6)=    itg^^V^^iSS]^  }i  +  »  +  5  "  «1 ' 

;  11    1    1    1 ) 


und 


(88) 


tgUJ+Ä-f  C)  = 


tgi(^+^'^-^)  = 


tgi(^+C^B)= 


1+'  +  * 

1 

1 

1 

1 . 1 . 1 

1 

• 

wo  wieder  der  Werth  von  ffi  aue  der  Gleichung  (78)  zu  nehmen 
iftt»  so  daas  die  zweiten  Theile  aia  nur  die  Radien  r,  r^,  r^,  r« 
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eithaltoiiil  s«  betrachten  siiiiiL  Wir .  liemerkeu  Uer,*  das«  4aa 
Syvtem  (88)  aocb  ans  TorliiBrgebeiideii  (87)  abgelellet  wer- 
den kami«  wenn  man  dieeee  auf  das  Polardreieck  anwendet  und 
dtao  nittelet  der  Relationen  des  §.  16.  anm  Hauptdrneek  wur 
i§ikMkrt  Beieicbnet  man  das*  was  aiia  S,  7S>  flir  daa 

Fdar^eleck  wird ,  mit  Ü',  1$',  (T,  so  Ist  offenbar  mit  Racl(- 
sicbt  aaf  die  Gleichungen  (53)  des  §.  21. :  Ü'.» Üi,  7»'=^  ,^=^€u 

J^'sDi  nnd  VWi'F = I^Jl^ifiiPi        •  worana  erhelle^ 

da8s  auch  die  Umformung  der  zweiten  T heile  de»  Gleichungeo- 
•Systems  (87)  alsdann  keinen  weiteren  Schwierigkeiten  uuterUegt. 


Wen 


j.  38. 


Ii  Ii 

Sin  i(a  f  Ä  f-  cj  =.r~^  »     ;Siö  ^(6    c — «)  =       ,  u.  s.  w. 

iit,  ao  iat  ancb 

]j[^Wi*^6^ti  =  ii/iitt ,  Sin4(64^i?-:-a)  =  ifli)5i,  nia^w. 

plfair#ir4B4n.Mliir  Ibra  obigen ,Wertba  petalg .  , 

SinU«-!-^ -f  c)  =  4^i(tgri  +  tgr»  +  tgr^  -  tgr), 
Sini(A-|-e-a)  =  4Äi(tgr +tgr,+^i^-tgr,)^ 
SiaJ(a  +  c-Ä)  =  i//i(tgr+tgri  +tgr,-tgr,),  ' 
SinMa+A-^e)  lÄkCter+tgn+tgr.-tgr,); 

denkt  man  aicb  in  den  sweiten  Tbeilen  dieser  vier  Gielcbuogen 
statt.  Hl  denjenigen  Werth  gesetzt,  welcher  aus  der  Gleichung 
(78)  hervorgeht,  so  sind  dieselben^ als  reble  Functionen'. der  Ba«* 
dien  r,  ri,  r^,     zu  betraebten« 

i^^^^'-^^-     ;   ;  \  .......    .         .  .  . 

Co»;(i4+JäP+C)  =  — tgr.if'.  Coa;(Ä+C+i<)  «  tgr^-iP,  u.  s.  w. 

tgr=  iÜ,   tgri  =  iB,  u.  s.  w. 

nd 
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4  ..: 


(81). :  •  •  = .  • .  i;  , 


öder  ' 

r-.i/4_L»j./>\_     2(ctK  <>,  +  ctg     +  eis    —  ctg  e) 


0») 


Co.i(B+  C-^)  -  ViÖit^  ^ 

_  ^_    2(ctgg-f  ctsft  +ctgga-ctgf.) 


W«vd«ii^  di«  GWchrtdgeii  (79).4«ch  (89)  wid.  ebenso 
die  Gleichangen  (83)  darch  (90)  der  Reihe  nach  dividirt,  so  erhält 
man  schßttwlieli  «och  fetgiMde  «wei-  Sj»te*  vee  :6letohnige»t 

-     *   (91)  '       "    "  , 
   cfg»i-fet^i'<+  ^ste^-^fte? 

'  '      V  ; — •  ctgi'ictgr24^ctE?r3-ctgri 

ctg«6+c-ii)  =    V  tg r tg Tt  tg r.tgr, '  tg  r f  tgr,  -f  tg r,  - *n 

,.     , ■  ,  ,  «...        ^    •   •  '  •    ■  f  ..1 

■   :  —  ctg»+cteri  4  ctg  »a — ctgr^ 


1*^    .  • 


.      .  I  1  ;        ctgr-f ctgri -fctgrg - etgij 

ctg  Ma+6  -  c)  «    Vtgrtgritgr.tgr, . -tgr+tgn  +  tar.-tgrr 
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(02) 


Da«  letzte  System  kann  aüch  wieder,  wie  maD  sogleich  sieht» 
ids  dem  VorhergelidDiteD  dtincb  dtR  :Üe|i«rgattg>  auC  da» 'Polar- 
dreieck gefoodeii  werden ;  beide  Syateme  gehen  überdieaa  mit 
lnüMigheli  aM  deo  Gleiciiaiigeft  (76)  mid  (76)  lumr^  weiattf  Mi 
wA  wakäWB\atki6^  maobe*  INe  CHeiebongei»  0^*  (7^)»  (7^  f^beo 
SiaM,  Oeenma  nod  Cetaagealle       vier  Degen 

liu^b^e),  i(^+e-a),  i(a  +  6-c) 

dttrch  die  (Iri'i  Winkel  2^,  B,  C  des  sphärischen  Dreieckes,  (85), 
(80),  (87)  durch  die  liiadieo  q,      ,  ^i^*"  Berührungs- 

kreise desselben,  (89),  (79),  (91)  durch  die  Radien  r,  Ti  ,  r^,  r, 
der  dem  Hauptdreieck  und  seinen  drei  Nebendreiecken  uniischrie* 
benen  Kreise.  Di«  Gleichungen  (74),  (71),  (76)  gehen  Sinua»  Co- 
siaoa  und  Tangente  der  vier  Wickel  .  . 

dareb  die  drei  Seiten  rz,  ^,  c,  (83),  (90),  (92)  durch  die  JMi^ 
9»  ^*  Q%»  9$»  aodiieb  (84),  (86),  (88)  durch  die  Radien fi»  f)|,  rg^ 

Beseicbnet  f  den  apbSrIscben  Ezceaa»  so  ist  bekanntlich:  - 

Cosi«  =  Sini(i<  +  Ä+C),   tg4f=-ctgi(i<+Ä  +  0 

und  die  ersten  der  Gleichungen  (83)  und  (92)  geben  zur  Bestim* 
mung  des  sphärischen  Excesses  aus  den  Beruhruogsradien  i^i^^ 
H»  €s  foigc>i<^6  beuierk^swertlie  Aufidcficke: 

■  ■ 

■     ..  ■     •     i  , 

(M) 

*  »•  ' 
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* 

'  j.  39.  ' 

Die  zweiten  Theile  der  Gleichungen  (73),  (75)  und  (76)  kr>n- 
uen  auf  eine  einfachere  Form  gebracht  werden,  welche  für  un- 
sere nachfolgenden  Untersuchungen  von  Nutzen  sein  wird,  und 
mit  diesea  .Xwsformatiooen  wollen  ifit  an«  jetzt  beachälligen. 

»  '  '  -        -''"!»■■'  * 

•  v  Wir  haben  in  §.32.  gefi|ndep:  •  /     '    '  .  *' 

mn  diesen  Ausdruck  zo  TefeinfiKibflSD»  fasMO  wir  die  in  derfitai* 
warnt  ent^lteoe«  Glieder  paerweiee  ausamiiidn  und  brlegcn  jedes 
Paar  für  sieb  aef..  gemetnaehaftiieben  Neaoer,  ae  erhilt-  mmn, 
.  wenn  man  bedenlct,  daaa 

Cos  l(A  +  C—  jB)  +  Cos  HA  4-       C)  =  2  Cos  i  i4  Cos  C) 
iat:     .  .  : 

'      2Co8lACosi{ß  +  C)        ■   ^CosMCosU^— O  ' 

Co84U+Ä+C)Cosi(B+C-J) '•^  Cos4(^+C-jB)Cosi(^+Ä-C>* 

I  ,     •  . 

nimmt  man  hier  2Co8.^^  als  gemeinschaftlichen  Factor  heraus^ 
tind  Stent  jetzt  alles  auf  den  einen  Männer  ^J^'>»  eo  ist  di»r  Zah- 
ler des- Ikuchea:  .  • 

Cos     -f  C — Coa     + ^ — C)  Cos  I  (S  -I*  C) 
^  HhCosi(i4  +  ^  +  C)Cosi(B  +  C— i4)Cosi(Ä  — C).  . 
^fet^.  UM  fiir  einen  Augenblick: 

«  =  Cos      +  C— iO  Cos      + Ä    O , 
ß=zCiMi(A-^B-\'C)C6Bl(ß-^C-r^>j^i 
ee  bt  obiger  Zftbler  offenbar  gleich 

(«+/J)  Cos  ;J5  Cos  i  C—  (a— 13)  Sin  iÄ  Sin  ;  C 
oder  weil  auch  . 
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darffe$teUt  in  seinen  Beziehungen  %um  Krei$. 

«  =  i  I  Cos^  +  Cos  (Ä—  C) }, 
/?  =  i{Cos^  +  Cos(ß+C)}. 

folglich 

•  •  - 

a  +  /S=:  Cos^  +  CosÄCosC,   «  — /S  =  SinÄSin  C 
ist,  gleich 

(Cos  A  +  Cos^Cos  QCos  IB Cos i Sin  BSm  C. Sin  iÄSin  »C 
=  Cos  i  ß  Cos  i  C  { Cos  ^  +  Cos  Ä  Cos  C  —  4  Si  n^^BSin^C] 
=  Cos  i  ßCos  i  C(  1  —  2  Sin  «i^  +  (l  —  2  Sin  — 2Sin  C) 

..ff,        r„        ^^^^.j  ^.„f .  '    — 4Sin2ii?Sin*iC| 

=  Cosi^CosiC{2— 2Sin2.1,4— 2Sin2iß_2Sin2iC|  **' 
=  2Cos  iB  Cos  i  C{  I  -  Sin  HA  —  Sin  « •  ß  _  .Sin  «1  C| 
oder  auch  gleich        i  rtTr  ^i-^  i 

Cos  i  B  Cos  i  C  { Cos  ^  +  Cos  B  Cos  C—  (1  -  Cos       —  Cos  C)  j 
=    CosiÄCosiC|-ri+Cos^+CosiJ+CosC)"      "'.^  ^^^ll^^^'^'l 
=  —  Cos  li5 Cos  i C{  l  —  Cos  ^  —  Cos  ß  —  Cos  C) ;  ' ' 

mithin  ist  ^  ^ 

CosKa  +  64-.)=-^.^^^.^^  — 
4  Cos  M  Cos  B  Cos  1  C(l  —  Sin      —  Sin       ^  Sin  H  C) 
oder  -  . 

. ^  — Sin^Sin  ÄSUTC' 

'   -  *iCo8  M  Cos  iB  Cos  j  qi  —  Cos  ^    Cos  Ä  —  Cos  C) 

^    ..  ,  '■  


oder 


I.  .  l-Sin«M~Sinn/^--Sin«lC' 
Cos,(a  +  6  +  r)==  2SinMSinlßSinIC  ' 


r_  1  ,  A  i  —  J-~<^os^— Cos Cos C 
Cos,(a  +  Ä  +  .)  =  4Sin;^Sin;Z?SiniC- ' 


Google 


•  "    •     r       '  -  •  I 

§.40. 

Ebenso  haben  wir  in  ^.  J2.  gefunden: 

Co«i(6  +  c— fl) 

jy'«      I      1       .  1 

SIniJ  Sin  äsiu  C  '  Cosi(^  +  jß^.  C)  +  Cos  fe^il) 

 1  1_  

:u«i  ancTi  dtoMn  Ausdruck  «i  vereinfachen«  fassen  wir  wieder  die 
in  den  Kiamniiem  «Qtbaltenen  Glieder  paarweise  susamiaeD  ymd 
erhalten  auf  dieselbe  Art  lyie  früher: 

*  ... 

"ICoslACosKB  +  C)  2Cos^JCos.i(g-~r) 

Cosi(4+Ä+C)Cesi(Ä+C-^)    Cos  HA  f  C-j9)Cosl(    iT-C)  * 

■  i  .  • 

nimmt  man  auch  hier  wieder  2Gos}il  als  gemeinschaftßcben 
Factor  heraus  und '  stellt  alsdann  beide  Glieder  a«f  d^n  gemein- 
schafliichen  Nenner  i^lf'^t  sa  ist,  mit  3el|liehaltQng  der  Bedantong 
der  Bachstaben  a  nnd  ß  der  Z&bler  dieses  Braches  gleich 

jS)  CoaiÄCos  iC— («  +  ß)  Sin  lASlnlB 

oder  gleich  • 

Sin^  Sin  CCos  iß  Cos  lC^(!Co4  A  4*  Cos  ^Cos  C)  Sin  iÄSfai  iC 
=  Sin  i^Sin  i  Ci4Co8>i  J?  Cos«4C— Cos  ii — Cos  i^Cos  C| 

=  Sin     SiD  ;  Ci  4  Cos  ^; Cos    C— ?Cos      -I- J . 

— (2  Cos«iÄ- l)(2Cos«iC— 1)1 
=  Sinii?SiniC{2Cos*iÄ  +  $ÄCos«iC-2Cos2U) 

=  2SiniB$inlCt  1  +  Sin  ^^J^SinH^-^SIn^m 
oder  auch  glnkh  • .  '  ' 

Sini^  Sinket  (1  f  Cos  £)(!  ^  Cos  €)—  Cos^l— Cosl?  Cos  C\ 

=  Sin     Sin  ;  C  { 1 — Cos  ^  +  Cos  ß + Cos  C ) ; 

mitbin  ist:  >     ,  ' 
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•der 


oder 


Fasst  man  das  in  diesem  und  dem  vorhergehen deD  Par|igra|iheD 
Gefundene  tusarnmew«  eo  gelangt  man  su  folgeniten  «iwi  Syste- 
men von  Gleichungen,  welche  mit  jenem  (73)  gleichbedeutend« 
aber  der  F^rm  n|icl|  eii^faeher  eind: 


<?5) 


Cos Ua+c-i)  -  >-Si"'i^+Sin«;g-Si„ C 

^i:^  1;:  Cos  j  -  r«,  B-  Co«  c 


'  "^1  .  I  '  >    '  K   ^  n 


'fft  J*— Cos  ^  -f  CosB    Cos  C 

«iOi-c— a;  -  ^  ^.  ^  ^  k  Cos     Cos  i  CT" ' 

r««u«i^  A\--  1+Cos^— Cosi?  +  CosC 

Coe.(«+c-6)==  48iniiyCos4^CoejC  - 

n^t/^iji     \  1+CosJ  +  CosiB — CosC 


i    »Ii.  . 
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und  wenn  man  die  Gleichungen  des  Systems  (05)  der  Reilie  nach 
durch  die  Gleicliuugea  des  ^stenui  (70)  dividlrt: 

/  Ctg;(af6-fc)?=  r-^  , 


(W) 


=  ^  » 

1— Sin«iylVsinnÄ— Sin«4C 

Ctgi(«+C-d)=S    * 

[    ,  ,      .     ,    1~  Sin»» J  - Sin'jig+SinnC, 

9 

oder  auch: 


ctgi(a+6  +  c)aB— — ^  , 


(Ö8) 


ctguö-i-c— «)—  — I  2;^^  f 

Ii,.  l  +  Cosii— Cosjß-f  CosC 
e(g  J(a+c— 6)  =   ^gr-  j 


Wendet  man  die  Torbln  nbgnleiteten  Gleldfcungen  (95),  (96) 
auf  das  Polardreieck  an  und  kehrt  alsdann  mit  Zuhilfenahme  der 

bekannten  in  §.  16.  aufgeführten  Relationen  zum  Hauptdreieck  zu- 
rCck,  so  erhält  man  mit  Leichtigkeit  die  folgende  Gruppe  von 
Gleichungen»  welche  mit  jenen  (74)  gleichbedeutend  sind^  sich 
jedoch  durch  grüaaere  Einfachheit  vor  denaelb^n  auaseichoea: 
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dargBBteiU  in  S4ü§en  BmMmnfftm  mm  Mm$,  3d 

90) 

Sinl(^  +  jB  +  C) 


■  ■ . 

1 4  Cos  <f — Ods  6  ^  Cos  e 

Sin  Kil^C^ 

1 7-  Cos    rt  +  Cos V, ^  —  Cos  «^c  _ 

l  —  Cos  a  -f  Cos 6 — CosG 

2  Cos  »6 1^10^0611140 

Sin  + 

1— Cos^la  —  Cos^;/^  +  Cos^^c 

1  —  Cosa  —  CosÄ+Cosc 

Es  bedarf  kaum  der  Eruahimn«?,  dass  diese  Gh  u  hnni^en  auch 
aus  jenen  (74)  §.  3*2.  auf  ähnliche  Art  entwickelt  n  eiden  künaeo« 
wie  wir  die  Cileict^uiigeo  (i)5)  aus  jeoei^  (73)  abgeleitet  bi^eo« 

Werden  jetst  die  Gleicbungen  (99)  durch  jene  (71)  der  Reihe 
laefa  diridlrt,  so  gelangt  man  zu  folgendein,  mit  den  Gietchongen 

(76)  gleicbberientenden  aber  einfacheren  System,  welches  auch 

au»  jenem         durch  den  Cebergaug  auf  daä  Poiardreieck  her- 
geJeitet  werden  kann:  ^  ' 

100) 

tgi(^+^  +  C) 

=  ir^  * 

1 4  Cee  •ja— Cos»;6— CenSc       1    Coetf — Ces^  ~  Peffg 

_  1  -  Cos  \a  -I-  Cos        Cos  Sc  _    1    Cos  g  ■^  Cos  6  ~  Cos  c  ' 

 \     Bi  —  -sBT  ' 

l-Cos^Ja  — Cos*;6  +  Cos«4c        1 ---Cosa— Cos  ^+ Cos  c 

=  " — »T^  ^-^^  — ^  2^»^"^  


TkdlXXXUI.  % 
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.  Wenn  man  di<»  erste  und  zweite  der  Gleiclumgen  (93)  zu  der 
i(!enti8chen  1=1  einmal  addlrt ,  auch  davon  subtrabirt  aod 

sich  dabei  an  die  gonioaif^iaciief  Jl'eraieUi 

l  +  Cos;j;=2Cos2ia;,    1  -  Cos«  =  2jSin*j48  '   i  ' 
•riniMrl»  so  erbSft  man  sofort  folgende  vier  <>leicbungeii: 

2Coe«i(«+6+c) 

'■     fSiDüSbXßsüric    • 

^    1—Sin^;a-Sin^^g~- Single- 2Sinji2lStn4iS;Sto;C 
"  2SinUSInÄ£Sm4C 

^  ,  28iaUGonii}QeftlC     !  ~ * 

28in«i(6-fe— a) 

•     l^Sinni<--an«;g--Sin«^C--2SmUCo8ig>C— 1€  * • 

2SSIJCÖ8iSC^sIC     '    ^  • 

Erinnert  man  sich  an  die  goniometrischen  Formein: 

(e) 

l^Coi^-^Cos^— Cos«z-|-2€ona;  Cosy  Coss 

=    4Sin  U^+y     Sin i(y i*— Sio  6in  •(j^+y— 2)> 

1— Cos*J?— Cos»^— Cos%  —  2Cosa?Cos^  Cos« 

=  -  dCoß  i(a:-|^+z)Cos  i(y +2- j:)Cos     + ;-y)Cos  i(ar-|^f), 

1  -f-Con^r—Cos^y — Con%  -|*  2  Co«^  Cqsy  Co»» 

=  48inUjl^4^4^<)Slni(y4^»-^)Co8U;l;4^s-^)Co•4(«4^>}* 

sa — 4  Cos         +1)  Cos  a?)  Sin  4(a?+*-3^)  Sin       y — 1) 
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ferner  dann  «nch: 

(101) 

XSiii|4ö»— i(^+e-B)|Sin{480— i(^+B— Ol, 

XCo«  1450— 4-  C—  i5)  1  Cos  14$»  -  ^(^4  -fc  ^—  Q  U 
•0  erbSit  man: 

(0 

1^  Sion^— Sin*iB— STinnC-f  3  Sid  |/f  Sin  i^Sin  ;C 

=J  4  Goat  450— -|.  O I SiD  145»  -  4(fi  f  C— ^4)  J 
xSiQ|45«-i(il  +  C— Ä)JSlnt46»— C)) 

_   4^;;»  

SS    4Sin{45«— i(i4  +  Ä+C)lCosl450— i(B+C— 
XGoa(459-     4  C-^  |  Cos  t4S<»-'l(i^  -|-  Ol 

 4G'«  _  •  * 

-ctgt4öo-i(21-iJ+Or 

HSro*iii-SuiHB— Sin«'  C f  2 Sioi4 Cos i^^oai CT  ' 

s    4Sin{45«  — +      i4)}Cos|450— +  C)) 

XCiiai450  C— £0)  Coa  14G0— 4(J  +  i^- O I 

 AG'*   

— ctgt4ßo-i(^+C-^)l' 

1 + Sie«;  A — Stn«;^  ^  iSin'';  C  -  2^  Sio  U  G  os  ;  ^  €oa  i  C 

XSint45(»-*i(^  +  C— JS)  I  Sin  1 45o--U'^  -f       O ) 

4F»  -  V. 

,=-'tg(4Ö<>-i(5+C-^))^ 

# 
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und  weon  man  diese  VVerthe  in  die  obigen  vier  Glelcbnogfio  süb*- 
•titiiir^  aladaoo  darch  2  dividirt  und  die  Quadratwurzel  auaiieht» 
•0  renrandelB  mdi  dieselben  in  folgendes  - 

(«) 



Co«  i(a46  i  c)     y:_2^„  I        \m\iilCi%\m^\iA^B^C)\ ' 


SlDi(a  +  6+c)=  ■   ■■■       —  r 

G' 

worin  die  RadicalgrOseen  P  vnd  6'  mit  paeitiyen  Toraeichen  sn 
nehmen  sind.  Hieraus  ergeben  sich  nnn  folgende  awei  Systeme 
von  Gieicbungea: 


(Wß) 


G' 

^  V^Si«i^Cos4iBCos46'ctgl45"-:U/^  +  t~^)J 

Qf 

4v  T      /  Vsinii?Co8^JCosiCctgl45*>-i(J+C;-J?)} 

Cos'  O  —  ^' 

os*(a-f      ^  ~  V  Sin iCJfcos  iA  Cos  ■  Ä ctg  j4Ö*-i(J+Ä-^C)| * 

(103) 

Sin  l(a  +        =    —  , 

4v  T  T  /  V^--SinUSini^Sln4Cctgl45«-i(i<+B+C)j 

Sin  iCb  +e— o)       ,    —  . 

/        8io  U  Cos  i ^  Cos i Ctg 1 6-w<>  I  • 

V^Sin     Cos  U  Cosi  Ctg  i45«- i(  J[ -f  C— Ä)  j 


Viiio  ;  CCüS  iA  Cos  iiß  tgl  45^    i  C)  | ' 
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dar$e$tetit  tu  Minen  BtUekungen  tum  KrH9.  37 
md  diireb  DiTision,  wenn  man 

(104) 


teUt: 


X  %  1 48«  -  Hi< + C-Ä)  J  tg  J  48«- + Ä- O } 


■  * 

in  welchen  ietiten  Glefcbnngto  die  symmetrische  RadicalgprSsso 
ebenfalls  mit  positivem  Vorzeichen  zu  nehmen  ist.  Werden 
dieselben  mit  einander  multiplicirt  uud  setzt  man  dabei: 

(106) 

=  tg  i(a  +  6  +  c)  tg  4(6  +  c — a)  tg  i(a  +  c— Ä)  tg  J(a  -|-*— c) 
•0  folgt: 

(107)  X,  «  ^tgi45«-J(^+Ä+C)J, 

♦ 

Bod  durch  VerbinüuDg  dieser  mit  der  ersten  in  (105): 

(108)  ^ 

Die  erste  dieser  beiden  CHeicbnnp^en  j^lht  die  symmetrische  und 
rt«Ui  als  positiv  au  nehmende  Radicalgrösse  L^,  ausgedrückt 
diniehdie  dreilWi^el,  die  zweite  ^ibt  die  symmetrische  und  stets 
■Is  positiv  zu  nehmende  Radi<  aluriisse  X',  ausijedröckt  durch  die 
^Wl  Seiten.  AVenn  man  bedenkt,  dass  '-i^\&~\{A\B'^C)\ 
=  tg|£ist,  ersieht  man,  dass  die  Gleichung  (107)  von  der  Formel 
Lhuilier's  zur  Berechnung  des  spiirischen  Excesses  nicht  ves- 
«chiedeo  ist,  denn  sie  geht  alsdann  über  in: 

(109) 

lg4i«V^t|rK«+*+«)*gl(Af  e-«)tg«a  +  c— d)tgKa+6-c). 
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38  Vnf€rdinger:   Das  sphärische  Dreieck 


{.  43. 

Die  eraipa        «tor.  GMdwiigtn  (VO)  'laaMn  «inli  «odi-flo 

Mshreibeo: 


nnd  weDii  man  diese  so  def  Identischeii  lal  jBiniiud  sddirt  uimI 
einmal  davon  abzieht  und  bedenict,  daas 

ist,  so  ergebeu  sich  iolgende  vier  Gleichuiigeu: 

2Cos'^i45"--U^  +  ß  +  C)| 

'    •         1—  Cos^;  a  —  Cos^.I  —  Cos-.lc— 2  Cos  ^  (2  Cos  ^  A  Cos  |c 

'  2CoaiiB€oai6Coe4e 

'  l--Coa*^a— Cos»^6  —  Cos^Ic+t>Cos jaCoa Coa;c 
^  2CosioSin46SiD;c  * 

1 4-  Coswig  -  Cos«16 — Cosg  j  c  +  2Co»laSlDt&yml^ 

^  2  (Jos  ia      i6  kiio  4c  * 

•   _     1  f  Coswig  — Cos^l6  —  Cos^.lc—2Cos  ^ciSin  l&Sln 
'  ^Co<i|a8lni6Sln|e 

DiMob  difekle  Aaweiidmig  der  geiifometrlacli^Tnnwformatlaai' 
Femaitt  (e)»  indem  man  «as  {«^  j^sl^,  sasfte»  ferner  aveii 

(110) 

SS  Sin  4(a  -I-  6  4-  c)  Sin  ^(6  -|-  c  — a)  Sin  6)  Sin  4  (a  -f  «)• 

SS  Cos Ka + 6  4-  <?) Coa  J (* + a) Cos i (n  +  c  -  6)  Cos  i{ii\b^c) 

aelzt,  verwandeln  sieb  die  obigen  Tier  Zäbter  der  Reibe  nach  In 
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dargetteUi  m  seinen  Be%iehunffen  %um  Kreis. 

  4fi«  

ctgU«  +  A +  c)  ctg  1(6 +  c—a)' 

 4f\«  ^ 

tfc,'Uö  +  6  +  c)tgi(6  +  c-a)' 

denkt  man  sich  diese  vier  Wertbe  in  die  obigen  vier  Gleichungen 
Kubstituirt,  alsdann  durch  2  dividirt  und  allenthalben  die  Quadrat- 
wurzel ausgezogen,  so  folgt: 

Co8|45<'--(^-t:^tC)|=    , 

V  cos  ia  cos \u  cos  \c 


-^1 


V  cos  aCI  COS  \b  COS  ^C, 


V  cosaasin26sinicctg4(a-|-6-|-c)ctg4(6+<?^a'' 


Sin{450-l(ß+C-.4)}  = 


^1 


cos  .iösin^6sinictgl(a+6-|-c)tgl(6+c— a) 


IM  vrelchen  vier  Gleichungen,  so  wie  in  den  folgenden,  die  sym- 
metrischen Kadicalgrössen  Fj,  Gi  mit  positivem  Vorzeichen  zu 
nehmen  sind.  Aus  diesen  ergeben  sich  sofort  folgende  zwei 
Systeme: 

(III) 

Co8|45o— 1(/1  +  Ä+<7)| 


VCÖsiöCos  i6  Cos  4c ' 

Cos{450— J(i?-|-C-  A)\^ 
Ol 

V"  Cos  i«  Cos  i6  Cos  icctg  Uo  +  Ä  -I-  c)ctg \{b  +  c— a) 

•••  G^t 


V Cos  Ib  Sin  4a Sin  ;c  ctg  U«  +  ^  +  c)  ctg      +  c — 6) '    '  rr Ih 
Cos{450-i(^  +  ^-C) 


V Cos' « c Sin  ia  Sin  i6  ctg  Ua  +  6  +  c)  ctg  ;(a  +  6  -  c) ' 
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4D  e.nf er  dingen  Uae  MpkäHwike  grtiü»  - 
md 

(1158) 

V GosloSinl^Slnietg +  6  +  c)  tg H-  «  -  a) ' 
Sin|45«-l(J  +  C-.Ä)l       .  , 
Fi 

Cos^öSin  la  Sin  Je  tgi(a  -|-  6    e)  tg  U«  -f      ^) ' 
Slnl45«— J(il  +  J?-C) 

V CotficSiD  iaSiii  46  ftg  U«»  +  6  -l-    tg  U«    6  —  ' 
und  dareb  Division«  wenn  man  bsdenkt,  daSs 


ist: 

I  (113) 

tg|45»-i(^ +Ä+ Q I  =  - 1, . 

Wir  haben  die  (ileioliangen  (III)  und  (112)  aus  jenen  (99) 
direlct  abgeleUet;  sie  künneif  fedoch  auch  aus  den  Gleichungeo 
QXjH)  und  ()U3)  ^urch  den  Uebergang  auf  das  Polardreieclc  ga- 
folgert  werden  ;  auf  dieselbe  Art  geht  das  System  (113)  ans  jenem 
(105)  hervor.  Das  System  (113)  folgt  fiberdiess  ans  jenem  (lOft) 
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noeb  einfacher  dadurch,  das«  man  in  letzfeceni  statt  L'  seinen 
Werth  aus  (108)  sa)Mtkiiirt  und  die  WinkelfuActioneo  aUdann 
daraus  beatimiiit. 

Weil        *  ^      -  •  -  ^ 

Cos  i€  =  Gost450--  l(A  ^B^C)\ 

und 

•  Siiile'«^Si6(460-l(^  +  ^  +  (^),  ' 

•  •  • 

■a  geben  die  ersteii  der  Gleicbutigen  (IH),  (112)  aaeb: 

,  ■  * 


Coa  4  o  Coa  46  Coa  de 


V   ^  CoaiäÜoa;6Coa|c  ' 

Die  zweite  dieser  GIeichun«;en  folirt  auch  unmittelbar  a«8  der 
ersten  und  inni^i  kehrt«  durch  Anwendung  der  allgeroeiuen  gouio- 
metriacheo  Formel: 

(i)  Coa  o:  Coa^  Coa  z 

=    SSäU* + 2^ + 2)  Sin  i(3r +:^)  Sin  Idr+r-jF)  SivU«4-9— 2) 
+  Coa  U^-f y +x)  Coa  ^(yf  x— ^)  Cos;(a;-|-2^)  Coa  +y— «)  * 

welche  man  durch  Addition  der  eraten  und  zweiteo  .der  Gieichun- 
gen  (e)  erhält.  Indem  man  «ssla^  y^^^,  a=:ic  aetzt»  gebt 
dieaelbe  fiber  in 


CosiaCoa^ÄCoaic  =  /i*-|r  (»i* 
eder 

*  "  Coe4aCoa;6Coa;c  +  Coa  in  Coa  46  Coa ic    ^*"''»'  +  • 

Schlieaalieb  bemerke  ich  noch,  dass  die  Gleichuni^en  (lOÖ) 
■nd  (113)  ivegen  ihrer  EUnfacbfaeit  und  logarMbroia^hen  Korm  anch 
venrendet  werden  kOnneo  zur  Berechnung  der  drei  Seiten  aus 
den  drei  Winkeln,  oder  umgekehrt  der  drei  Winkel  aud  den  drei 
Seüeii.  Hnt  man  einmel  an«  der  Xafei  die  fm.  liogetitbmen 
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4ft  Vnf erdinger:  üas  spMdriscAe  9rtUck 

lgtg(45o— i(il<|-C-^)U  lgtgU«+c-*)*. 
lgtg[4Ö0-i(J+i?-C))  lgtgKo  +  *— 

ODtDonmeD,  00  findet  man  mit  Leichtigkeit:  I 
11^6  ^i;ss)(,  .  joder         B  4- C  =  «Fl » 

wenn«  ftlgt: 

a  SS5         »),    oder    -i  s=^4(*h  +  n)* 

esU^f  I*)  €si(at-|-fit); 

und  man  hat  dann  för  die  Rechnung  zugleich  eine  Conttfi^t^^m 


Moltiplicirt  man  die  awelle  der  Gletctenean  <p9)  wl^ 
so  bat  man 

Ce»;aSin4(fi+C-i<) 

bezeichnet  man  mit  A,  B,  C  die  drei  Winliel  den  Sehnendreiecki, 
welches  dem  sphUriadien  Dretei^  AßC  eBtn)>fic1it,  eo  iat  ^ 

kanntiich 

Sin^^ft  +  Single— Sin»;a  .  . 
,         CosA=       aSini^Sini«  ' 

mltliia  auch: 

iGe« A  »  C*e;««ito  ]HB^  C^A)  nod  abenpe 
Oos  C  =A  Gos^o  Sil»  C); 


1: 


Digitized  by  Google 


ämv9MMtt  H-Mfm&m  B$ateämnfm  um  KMr.  4S 

ersetzt  man  hierin  Coala,  Coslb,  Cos^c  dorch^ihre  die  Winkel 
A,  B,  C  enthaltenden  bekannten  Werthe  und  föhrt  zugleich  zur 
Vtfeinlachung  diircli  die  Relatioa  S  ss  l(A ß -i^  C)  die  littf» 
grSne  S  ehi,  •O'Whill  wäki 


irill  nun.  «litt  iS  Uclier  ion  afühSitetliMi  Ebcwmi  t  eiBflUifmi,  so 
istbelaiiiitlich: 


iritiims 

ICo«  A  :^  Cosia  Co«  &i) » 
Cos  ß  =  Cos  iöCosiß— it) , 
Co»  C  s  Gm  k  Cm  (C<- 1«) 


oder 


4k 

(M)  ^CMB  =  Ca.(B-WY  — ^Äjsi^c  


Diese  Formeln  dienen  zur  Bereebnung  der  Winkel  des  Seh* 
nendreieckes  ans  den  Winkeln  des  sphärischen  Dreieckes.  Herr 
Grunert  bat  in  seiner  Abhandlung:  Das  sphärische  Drei- 
eck mit  seinem  Sehnendreieck  verglichen,  mit  be- 
sonderer RiicUsicht  auf  Geodäsie."  (8,  Archi?  Theil 
XXY.  p.  197.)  ebenfalls  Formelo  zur  Llisung  dieser  Aufgabe  auf* 
geatellt  uod  iwar  folgtadet 
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44         .     i/nferdi»§er:  Dom  tpMMuhe  »niHk 

I  >  -    »  .(k)-    *     '     '  ....... 

^     .      Sinj5Cos(^^— ^)  +  SinCCos(Ä-0— Smi4  Co8(S— 

Cosa  ss  *  * '   '    —   -  —  i  i  i  ■    r  ^ 

2 V  «iu  ß  Sin  C  Cos.(Ä  —  4^)  Cp*  - 

^  SiDilCos(/S-/4)  +  SiiiCCo8(S— C)— SloBCofl(^-T^ 

2  V^Sin    2iin  C  Cos  (5  —  A)  Cos  (Ä  -  C) 

^   ^     SiDjCo8(.V— iD-f  Sin^Co8(5-i?)— SitiCCo8($— C)^ 

Lose  =        '        -  .  —  -■         _  i 

2 V  Sili  ^       /?  Cos  (Ä^— ^)  Coä  (6  —  .ß) 

■ 

und  es  fallt  nicht  nicht  schwer,  durch  eine  einlache  Transfomia- 
tion  diese  Formeln  auf  die  un»eri^en  zu  reduciren,  was  bei  dieser 
Gelegenheit  im  Folgenden  geschehen  solL   Es  ist 

also 

Sin  C  =  Siii(i$— i4)Co0(iS—i9    Cm(5-  A)^{S'^B)» 

SinÄ  =  Sin(.S— ^)Cos(iS-C)  +  Cos(Ä— -^)Sio(iS— C>;  - 

» 

multiplicirt  man  die  erste  Gleichung  mit  Cos(5— C)«  die  sweit» 
mit  Cos(iS — B)i  addirt  dann  beide  nnd  sieht' Ton  der  Snmm« 
beiderseits  StnilCos(5-— J)  ab»  ^o  bat  mant 

Sin  BOom^S^B)-^  Sin  CCös  (iS  -  C) — Sin   Cos  (S^A) 

=  2  Sin  (Ä  —  .4)  Cos  (S  -  i^;  Cos    -  C) 

4Cos(5--il>tSin(5--^Gos(5— C}iCo8(S-iQSin(5--e)-Sinil}; 

weil  aber 

Sin  J  =  Sin  (S— ^)  Cos  (5  -  C)  +  Cos  (S—  B)  Sin  (5  -  C) 
iat»  ao  ist  das  letzte  Glied  der  Null  gleicb,  mitbin 

SinßCos(Ä— if)  +  SinCCos(S-C)  TSMOss(Är--^) 

« 

=  2 Sin  iS—J)  Cos  (S—B)  Cos  (5— C) ; 

setzt  man  diesen  Werth  in  die  erste,  der  obigen  Gleichungen,  j)t) 
und  kürzt  80  vielmals  möglich  ab,  )$o  wird: 


UsA  =  Sin(Ä-^)\    Sini^SinC 

und  diess  ist  die  erste  der  Gleichungen  (116). 
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dargeueUi  in  seinen  Be%iehun§tn  tum  KreU, 


Mm  •  0 

.   .     '    f  V 


{.  45. 


Bezeichnet  O  (Taf.  I.  Fig- 1 )  den  Mittelpnokt  des  dem  Dveieel^. 

ABC  umscbriebenen  Kreises  und  wir  ziehen*  die  sp&Hscilien  Ra- 
dien OA,  OB,  OC,  so  entstehen  um  den  Punkt  O  drei  an  ein- 
ander liegende^  zusaunuen  36ü°  ausmachende  Winkel  BOC,  AOC, 
AOB,  diese  sollen  jetzt  bestimmt  werden.  Die  Winkel,  welche 
die  sphärischen  Hadien  mit  drei  Seiten  einschlicssen ,  sind  paar- 
fveise  einander  gleich  und  zwar  ist,  wenn  O  innerhalb  des  Dreiecks 

and  wenn  O  ens^erb^^b  des  Dreiecks  ood  dem  Winkel  A  gf^ep;  | 
fiber  liegt:  ' 

«,=-j(Ä-|-C-i<),   eiisiie^+C-B),:  wizsUA+B-^O, 


M  daM  afeo'  — .«t  an  die  Stelle  von  tf|\  tritt  Zieht  man  dfui 
sbhiriacbe  Perpendikel  OD,  so  ist  in  beiden  FSllen  f 

Cos£0£>a&Coe^i>;SiBii|CsCasieSinii|,  -   

adei  weil  offenbar  ^  BOD  =z\Z,BOCi 


•    •        »  *  • 


.1  •» 


'  CeslBOCsCoeiaSiDVi;  nnd  ebene«:  v  ' 

Co8UOC=Cos;6Sinc4, 

« 

Con\ AOB ^Cw\eS\nv>i ; 
Bitit  Inen  bierin  für  »i,       toi  ihre  obigen  Werthe»  eo,  erhält 

'tCo8i.40Ä=CosicSin4t4  +  Ä  — C);*'^''    ^  •  .''^ 

vergleicht  man  die  jtweiteu  Tbeiie  dieser  Gleichungen  mit  jenen 
ia  ^15)^  eoiiolgt^'^     •     ^-^  "* ^  y'^-'^    A!.  it  ;;  f.-  J  !,„.» 

Co»iiS^OC=tCo8A^  Cosi^OC=:CosB,  Cosi^lOß^s  CosC; 


1 
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4^  JJnferMinger^'  Dm$  späärUcAe  OreUcä- 

Liegt  O  ausserhalb  des  Dreiecks  und  dem  Winkel  A  gegenflber« 
80  toitt  an  die  erste  der  drei  obigen  Gieicbungen  die  folgendes 

Co« \BOC^  —  Co»  4aSiD        C—  A) , 

.  wSliTeiid  die  beiden  anderen  uttigeSndert  bleiben.  VerlSnp^ert  man 
dl»  Perpendtieel  OD  «ber  O  nach  />',  so  Ist  ^BOD'  gleich 
der  USlfte  des  anaspriirgetiden  Wnkeb  ^OC  und  Cosi^OZ)' 
a:-^Co«B01>.  Veratehf  roen  alae  unter  ^BOO  in  dlieaem Faile 
den  ailaaprf  Ilgen  den  Winkel,  ao  lat  wie  fftthers 

mitbin  aucb  in  diesem  Fall : 
(Mi  \^B0C=2A,  ^J0C»3E,  ii^JO^sSC; 

fliest  man  beides  soaammen,  so  ergibt  aleh  folgender  ^ 

• ,  ,     ^  1,  L  e  h  r  s  a  t  a: 

Verbindet  nan  den  Hlttelpnnkt  den  eia^m  spbirl- 
seben  Dreieek  ilBC  nmaeh riebe nen  Kreiae«  mit  den 
drei  Ecken,  so  entstehen  um  diesen  Punkt  drei  neben 
einander  liegende,  snaafinniea  WO*  aoAmacbeiide  Wli- 
kel,  deren  Schenkel  paarweise  aaf  flen  Endpunkt  der 
Seiten  o,  6,  c  autstehen.  Diese  drei  Winket  sind  der 
Reihe  nach  doppelt  so  gross  als  die  Winkel  A,  B,  C 
des  dem  Dreieck         entsprechenden  Sehnendreiecks. 


Beadchnet  0|  (Taf.  I.  Fig.  2.)  den  Mittelpunkt  des  dem  Dreieck 
ABC  eingeschriebenen  Kreises  und  man  alebt  OiDi±BC» 
OiH  XAC,  OiFj  ±AB,  so  entstehen  um  den  Punkt  drei 
an  einander  liegende,  zusammen  M^ansmilchende  Winkel  0|/i» 
DiOiFi,  DiOiEi.  aSieht  man  den  aphirlseben  Bogen  AOi,  so 
wird  durch  denselben  der  Winkel  JEfOiFi  halbirt  Da  nun  in 
dem  recbtwlQkeligsi^jDreieekilOi£]  lOfimAOiEi  ^CwAE.SSniÄ 
und  bekanntlich  AB  gleich  Ub+e—a)  ist,  so  hat  maus 

|l3s^i£iOiF|  ?:5S|ni^dl€osi(Ä4c--«>  wid  ebenssi- 

(121):.  |ciplA<>|i^i=?»hilÄaQs4(«+c-». 
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Bezeichnen  A',  B',,  C  die  Winkel  des  dem  Polardreieck  von 
ABC  entsprecheodea  Sebnendreiecks,  so  ist  nach  den  Gleichun-. 
gen  (115)  CosA'  =  Cosi«'Sin>(/^'  +  C'-^')  oder  mit  Hilfe  der 
bekannten,  in  §.  16.  aufseführten  Relationen  zwischen  den  Seiten 
und  VVhikeln  des  Haupt-  und  Polardreiecks:  .  . 

ICosA' =  SinMCosi(6  +  c--a),  »rf^U^/ 
CosB'=SinißCo8Ua  +  c-A),  '  ^^"f» 
CosC  =  SiniCCosi(a  + Ä  — c);  „ 

vergleicht  man  die  zweiten  Tbejle  dieser  Gleichungen  mit  jenen 
Id  (121),  so  folgt:  ' 

Co8.1£;iOiFi=Co«AS  CosiZ>iO,F,=CosB',  Cosi/)^  OiEi==CosC'; 
Jf;,0,ri=A'.  IO,0,F,=B'.  JO.O,£.=C' ;,„,,„ 


nud  man  hajt  fglgenden 


•'  •>  •  •  •  • 


2.  Lehrsatz: 


Fällt  man  Vom  Mittelpunkt  des  einem  sphSrischen 
Dreieck  ABC  jeingeschriehenen  Kreises  auf  die  drei 
Seiten  Perpendikel,  so  entstehen  um  diesen  Punkt 
drei  an  einander  liegende,  zusammen  360®  ausma- 
chende Winkel,  welche  der  Reihe  nach  den  Ecken 
B,  C  gegenüber  liegen.  Diese  drei  Winkel  sind 
der  Keihe  nach  doppelt  so  gross  als  die  Winkel  A', 
B',  C  des  dem  Polardreieck  von  ABC  entsprecbendep 
Seh  nendreiecks. 

Die  zunächst  folgenden  Paragraphen  «ind  einigen  synthetischen 
EKirteriingen  gewidmet,  welohe  uns  auf  mehrere  Sätze  fuhrea. 
werden»  die  einestheils  eine  aelbat^tändige  Auffübrung  erfordern 
Qod  verdienen,  und  uns  dann  auch  in  den  Stand  setzen  werden, 
die  oben  anf  analytischem  Weg  gefundenen  Wahrheiten  durch 
die  Betrachtung  der  Figur  zu  beweisen. 


§.  47. 


Zum  Verständniss  des  Folgenden  ist  nothwendig  die  Be- 
merkung vorauszuschicken  und  festzuhalten,  dass  die  Figuren 
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48  CHferäin§4r:  iMMpMrmk$ar0mä 

Taf^  1.  ¥\%.h  und  2.  sich  stets  aaf  ein  und  dasselbe  primitive 
sphärische  Dreieck  ABC  bezieben.  ABC  ist  das  Sehneodreitck 
dwdbeo  uad  A'ß'C'  4iaa  Sebnertdrelcek  «aia««  Polar (fealecki* 

Denken  wir  uns  zum  sphärischen  Dreieck  ABC  und  «»einem 
Polardreieck    A'B'C   <lie    entsprechenden    körperlichen  Ecken» 

'  welche  ihre  Scheitel  i»i  Kugelmittelptmkt  halien,  und  ziehen  wir 
durch  den  Mittelpunkt  0|  des  dein  («{»ürischen  Dreieck  einpo- 
schriebenen  Kreises  einen  Kugelradius.  Da  die  Kanten  der  l'o- 
larecke  auf  den  leiten  der  Hauptecke  senkrecht  stehen  und  da 
der  genannte  Kugelradius  mit  den  Seiten  der  Haupfecke  gleiche 
V^inkei  einscbÜesst»  welche  durch  den  sphärischen  Radiua .ge« 
messen  werden,  so  sind  auch  die  Winkel,  welche  dieser  Itngel- 
radius  siit  den  Kanten  der  Polurecke  efnacbliaaat,  einander  gleich 
und  zwar  offenbar  gleich  90^  4*  ^*  Verlängern  wir  den  durch  0| 
gehetiden  Kugetradiua  bi«  er  die  Kugelflücbe  zum  zweiten  Male 
•cbneidet»  so  schliesst  diese  Verlängerung  mit  den  Kanten  der 
Polarecke  ebenfalls  gleiche  Winkel  ein»  tvelche  durch  den  Bogen 
900-;.^  geiMeen  werden..  »IIa. nach  {.  21  die  SqniAie  der 

^Radien  des  einem  sphlriaclien '  Dreieck  eingeschrie- 
benen und  des  seinem  Polardreieck'  amaclirlerbeneii 
Kreiaes  gleich  ÖO®  oder  gleich  einem  Haoptquadranten, 
also  90**— f  asr'  ist«  sA  Ist  dleuer  aiTsite" Durchschnitt  offenbar 
d^r.Mi,(.telpunkt  des  dem  Polardreieck  «msebriebenen  Kreiaes,  wid 
wi)C:eeben  daraus^  dafia  de^  Mittelpunkt  den  einem  sphft- 
riechen  Dreieck  elng.eacriebenen  o^nd  den  aelnem  Po* 
Urdreleck  amacbriebenen  Kreiaea  am  180^  od^r  um  ei- 
halben. HattptkreU  von  einander  ehtrernt  alnd, 

'/Da  ferner  der' durch  den  Mittelpnnkt'  einea  aaf  der  Kng^l  Üe- 
gtoden  Rreisea  iom  Kugelmlttelpunkt  gezogene  iRadiua  auf  der 
Ebene  diesen  Kreises  immer  senkrecht  'ateht»  ao  ist  die  Ebene 
den  einem  apbSrlscben  Dreieck  eingeaehVlebenenKrei-* 
ees  etete-{»arallel  mit. der  :£4iene  den-  dem  Pelardre-feek 
umaebriebenen  Kreiaea  nad  ibr  apkBriaober 'Abatahd 
lal  cenetant  nnd-gieieb. einem  Haupt qnbdranten  *). 


*)  Tch  fiag6  au-idrnrlilicli  llir  «phäriacher,  aUo  anf  d«r  Kogel 
genieHüener  AbMtnnd  ist  conatant,  denn  ihr  ▼ertiknler  Abstand  ist  g^leich 
Sinf-f*  Cos^,  folglich  mit  dem  Radiu«  de«  eiDgetchriebeoen  Kreite«  ver- 
anderllcb* 
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§.  4a 

Da  die  Kanten  der  Polmeke  auf  den  Seitee.  der  Haaptecke 
lenkrecbt  «tebee,  ao  atebeo  auch  alle  Ebenen  nnf  deeeelben  der 
Mbe  nacb  eenbrecbt,  welche  durcb  diean  Kanteo  gehen ;  ntIChin 
itehee  die  dureh  die  Kanten  der  Pelareckn  und  dureh  den  com 
Punkte  Ol  gezogenen  Kugelradies  gelegten  Ebenen  der  Reihe 
nach  auf  den  Seiten  der  Hauptecke  senkrecht,  und  diese  8ind 
offenbar  diejenigen  Ebenen,  in  welchen  die  sphärischen  Haupt- 
bogen OiZ>i,  0,£,  ,  0,iF\  iiegen;  man  kann  daher  mit  Rffck- 
sieht  auf  schon  oben  Gesagte»  den  Satz  auf»>tellen:  Die  vom 
Mittelpunkte  Oi  des  einem  sphärischen  Dreieck  ABC 
eingeschriebenen  Kreises  auf  die  Seiten  demselben  ge- 
füllten Perpendikel  O, /J, ,  O^E^,  OiFi  j?ehen  tjehörig 
verläni^ert  durch  tl  i  e  Ecken  A' y  ß' ,  C  des  Foiardrei- 
eckes  und  haben  den  Mittelpunkt  des  dem  Polardrei- 
eck umschriebenen  Kreisea  aum  gemeinaehaftiichen 
JDnrebaebnitt 

Der  den  spbftriaeben  Dreiecke  mnacbrIelMsne  Kreis  liegt  in 
der  Ebene  eainee  Scbnendreieekea  nod  ist  nneh  der  nmeebrie* 
lene  Krela  den  letstem.  Verbindet  man  den  Punkt  O  (Taf.  L  Fig.  1.) 
»II  dem  Kogelmittelponkt,  ae  ätebt  dteae  Linie  anf  der  Ebene 

des  Krisises  senlcrecht,  und  der  Punkt,  in  welchem  aie  diese 

Ebtne  schneidet,  ist  der  IVlittelpunkt  O  dieses  Kreises  in  dieser 
Ebene.  Zieht  man  nun  die  Radien  OA,  OB,  OC,  so  entstehen  - 
um  den  Punkt  O  drei  an  einander  liegende  Winkel  BOC,  AOC, 
AGB,  deren  Summe  360"  ausmacht,  und  man  überzeugt  sich  leicht 
aus  der  Betrachtung^  der  Fi^nr ,  dass  immer,  O  mag  innerhalb 
oder  ausserhalb  des  Dreieckes  liegen,  ^B0C  =  2A,  ^A0C=2B, 
^AOB~2r  ist.  Legt  man  durch  den  Punkt  O  eine  die  Kogel 
tangirende  Ebene,  so  ist  diese  offenbar  mit  der  Ebene  des  Drei- 
eckes ABC  parallel.  Zieht  man  an  die  sphärischen  Radien  OA, 
OB,  OC  Tangenten,  so  liegen  diese  Tangenten  in  der  genann- 
ten Berührunfgsebene,  und  die  zwischen  ihnen  Hetzenden  Winkel 
aind  den  sphärischen  Winkeln  BOC,  AOC,  AGB  der  Reihe 
nach  gleich.  Da  nun  diese  Tangenten  mit  den  Radien  OA,  OB, 
OG  der  fieihe  naeb  parallel  aind,  ae  lat    .  ^ 

Z.BOC =j^iiOC,  ^AOC^j^kOC,  jCAOB^^kOHi 
wMAu  nacb: 

(120)   JLBOC^^k,  ^AOC^m,  ^AOBsiKi 

TktilXXXlU.  4 
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wobei  fttr  ^BOC,  ^AOC,  jLAOB  immer  die  an  einander 
liegeodeiit  zusammen  36(K*  aesmacIiendeD  Wiokel  au  nebmen  sind« 
iredoteb  nifte  dter  oben  aufgefabrte  erste  Lebriiitf la  ancb  eyn* 
tfaetisch  bewiesen  ist'  ,  .  . 


Legen  wir  dnrcfi  den  Punkt  O,  (Taf*  I.  Fig.  2 );  dei^  MitlwL* 
funb^  des  dem  ilaqpt4reiec(ce  ABC  eingescbrielie|i.en  Kr<üse% 
eine  die  |Cugei  berfibrende  Ebene»  so  ist  diese  «(SOMrobi,  mit  der 
Ebene  den  dem  Dieieek«  eingesqbriebeiien»  alsides  ffeineiii  Pe|nr- 
dreiecfce  umi^cbriebenen  Kreisep .  parallel*  Ziebt  mnn  durah 
Pvnkt  Ol  an  die  spbariseben  Bogen  0|Z)^,.Or£i»  <^t^i 
genten,  so  Hegen  diese  in  der  geaanaten  lieriihrjmgBebenci»*4NiiA 
die  voD  ihnen  einr^eschlosseiten  an  einaiifler  lieeenden  Winkel  sind 
der  Reihe  nach  den  an  tünander  liegenden  8}»iiariHchen  Winkeln 
EiO^F^,  F^OJ}^,  D^OyE,  gleich.  Ui  O,  der  Punkt,  \\\  wel- 
chem der  zum  Punkte  O,  gezoj^ene  K«<»elrailins  gehörig  verlän- 
gert die  Ebene  des  dem  Polardreieck  von  ABC  entsprechenden 
Sehnendreieckes  A'B'C  schneidet,  .»-o  ist  Oi  der  Mittelpunkt  des 
dem  Dreiecke  A'B'C  umschriebenen  Kreises.  Zieht  man  nun  die 
liadien  OiA',  Oil»',  O^V ,  so  sind  die  von  denselben,  gebildeten 
an  einander  liegenden,  zusammen  3f]0<*  ausmachenden  W^inkel 
C'OiB',  A'OjC,  A'OjB'  offenbar  der  Keihe  nach  gleich  '2A', 
2ß',  W ,  wie  aus  dem  Anblick  der  Figur  unmittelbar  hervorgeht. 
Da  nun  nach  §.48.  die  sphärischen  Bogen  .OiD^,  0|£|,  Oj/g 
Terlängert  durcb  die  Ecken  A',  B'»  C  g«ben^  so  Mnd  die  an  die 
oben  genannten  sphärischen  Bogen  gesogenen  Tangenten  n»i4  dei^ 
Radien  OiH\  0|ß%  0|C'  der  Reibe  nacb  parallel,  .nütbin  «nok 

(123)  Z^OiF.-äA^.  ^FiOi£>i^2ö',  ^D^0iEt=^2C\ 

womit  der  obige  aweite  Lebrsata  ebenfalls  synthetisch  bewie- 
sen ist 


§.  51. 


Fällt  man  vom  Mittelpunkte  O  (Jaf.  I.  Fig.  1.)  des  dem  sphä- 
rischen Dreiecke  ABC  umschriebener)  Kreises  auf  die  drei  Seiten 
Perpendikel  und  heiseichnct  dieselben  der  Heihe  nach  n»it  p^,  2^3» 
so  ist,  wie  ans  der  Betrachtung  der  Figur  nnmtttelhar  hervor» 
geht,  wenn  O  innerhalb  des  Dreieckes  ABC  liegt:  -  -  .  r 

igPi^SktlaigUi,  tgpa=sSlni6tgri,  tgp,sifeSin Jcfgx^i 
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und  wenn  O  aasserfaalb  des  Dreieckes  liegt  und  dem  Winkel  A 
gegenüber,  in  welchem  Falle  — Ui  an  die  Stelle  von  «i  tritt:  > 

—  ^^Pi  =  Sin  \a  tg  Ml ,   tgpa  =  Sin  ;6  tg  rj ,   tgp,  =  Sin  \c  tg  tr,. 

Folglich,  wenn  man  für  U| ,  Vi,  tri  die  Werth e  aus  (68)  §.31.  setzt: 

(124)     .        I     tgjÖ2  =  Sin46tgU^  +  C— i5),  il  -  •»  l  *\  ,':^« 

(     tg;?3  =Sinictg4(J  +  i5-C);'i.'  , 

wobei  das  obere  Zeichen  gilt,  wenn  der  Mittelpunkt  des  umschrie- 
benen Kreises  innerhalb  des  Dreieckes  liegt,  das  untere,  wenn 
er  ausserhalb  liegt  und  dem  Winkel  A  gegenüber. 

Ersetzt  man  in  diesen  Gleichungen  die  drei  Winkelausdrücke 
tgU^  +  C— tg4(^+r-^),  tgK^  +  /^— C)  durch  ihre  in 
§.41.  unter  (1(X))  aufgestellten  Werthe,  so  erhält  man  zur  Be- 
stimmung der  Perpendikel  p^,  p^,  Pz  durch  die  drei  Seiten  fol- 
gende Formeln:  ^  «         -    .   '*       -       '     .     ,  i    ;  VrM 

db  tg;?i  =         (1  +  Cos^ia  -  Cos«ift  -  Cos^lc) 

}  ^.    Sinia  M^*-^> 
^  =:  -^/T"    +  ^ ^  ~~      ^  —  Cos  c) ,  /V -"I 


(125): 


Sin'Ä     '  ^    *  ^ 

tg  p^  =-^f^  (1  -  ^ps^i«  +  Cos^iÄ  -  Cos^ic)  ' 
=  ^yr~(l  —  Cos  a  + Cos  6  —  Cosc),  ' 

•  1        "  I        ~   —  r,  ■•' 

tg  ».  =         ( 1  —  Co8«;a  —  Cos^iÄ  +  Cos^ic) 

'  'V       ^    :=^^''(l-Cosa-Cos6  f  Cosc)?  .( 

und  wenn  man  dieselben  drei  Gleichungen  (124)  zum  Quadrat  erhebt, 
alsdann  Sin«ia,  Sin«46,  Sin^ic  durch  seine  bekannten,  die  drei 
Winkel  As  B,  C  enthaltenden  Werthe  ersetzt:  • 

Cos  \(,A^B^  C)  S\n'^\{Bi-C''A) 
^^P^=J^Ci^B^^C-'A)SinBS\nC    '     •  . 

„ocv  j  *  ^         Cos  \{A^rB^  C)  Sm{A  +  B) 
(126)  <tg^=  CosU^  +  ^^-^)  Sin  ^  Sin  C  ' 


Cos      -f  g+  C) Sin'U^  +  g-  C)  . 
tg>  —  Cos  \{A  +    -  C)  Sin  A  Sin  J5  ' 


II 


52  Onf^r^in^tr:  Bm  lyMMMe  BrtiuM 

.w«ldw  «ifi^  CvlelcbQBgeD  die  .ü^eadiktl  Piyp%^Pz  durch  idic 
prel  W^M  bfütbiMieii. 


Erbebt  man  die  erete  der  Gleichnngen  (124)  zum  Qvedrat  and 
ereetel  eUdann  Sin^^a  durcb  eeioen  Werth  anor  ('^  {•  and 
i^HB-^  C^A)  dtireb  eebien  WMh  aae  {HÜ)  f.  38.»  so  aeigt  eieh: 


oder 


ebenso 


(127) 


I         *  *«V^g^a  +  tg«»tg^t  *clg/p+ctg^4+clg^-ctg^* 

*  *g^tg^»  +  tg(>itg^  ^tg^+titgßi+ct^^>a-cts^3* 
Na€hS.d&iat 

2  2  2  2- 

tg^=jj^,  tgft=g^.  *8^«=(^'  *8^»=S),^ 

folglich  " 
ferner  ist 

Geht  man  auf  die  Bedeutung  der  mU  Ü,  ,  XDi  beieichne- 

teo  Grüsseo  zurQck  uad  setzt  für  eioeo  Aiigeoblick 

♦g' +  tg»-!  +  tgra+ tgr,  =  2*, 
so  ist  ' 

Jis2(s-tfr),  »|=s2(f-tgrj,   tf|  =2(f.-'tgrjJ,   JD|  =^#-tgrg); 
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dargeUeUl  in  Meinen  Beziehungen  %utn  Areis,  53 
folglich :  I 

=4{ *«-(tgr  +  tgr,)«  +  tgr  tgri  ], 
(r^I>j=4|j«-(tgra+tgrj)i+tgratgr3}, 

nod  wenn  man  diese  zwei  Gleichungen  addirt  und  dabei  bedenkt, 
dass  2i«-(tgr  +  tgri+tgra-f  tgr5)*  =  0  ist, 

(m)  Üil^i  +  tfiDi  =4(tgr  tgrj  +  tgr^tgra). 

Setzt  man  die  Werthe  aus  (I)  und  (m)  in  die  erste  der  Gleichun« 
gen  (127),  so  erhält  man  unter  gleichzeitiger  Beuutzung  der  Glei- 
chungen (54)  §.2*2.  nach  leichter  Reduction :  ^'         •  j 

s/'i         III   4gr^     tgrtgri-f tgratgrj 
^  ebenso 


i 


^'  '        tg'-a    tgrtgrg  +  tgritgra 

Das  System  (127)  gibt  die  drei  Perpendikel        p^,  p^,  ausge- 
druckt durch  die  Iladien      Qi  ,  Q2,  Q3  der  dem  Hauptdreieck  und 
•einen  drei  Nebendreiecken  eingeschriebenen,  das  System  (128) 
,  durch  die  Radien  r,  r^,  r^,       der  denselben  vier  Dreiecken  um« 
•cbriebeneii  Kreise.*«"".!    '     1^  <u •        •   >  •    . .  •  ar.'i 


§.  53. 

Nach  den  Gleichungen  (46)  und  (47)  des  §.20.  ist: 
üSioiaC08i6Co8ic  Cos',(ß-t-C-A) 

tsn =  g;  = 

folglich:  .  ■  ' 

Sin  Jrt     Hl  Cosia 

Cös^B'-fC^'Ä)  "  2S' '  CosiaCosi6Cosic' 

oder  weil  nach  (34)  §.  15.  und  (44)  §.  19. : 

H 

(n)  =  2tgr|CosUCosi6Cos;c} 


54  .'Vnferüin^sp:  üm  iifMri$ck€  ffreiMk 

9 

Stil  \q  *i    •*   k       >  , 


mithin,  well  oach  (124):' 


oder 


±  tgp4  =  tgr.  Cos  \a  Sin  i(J5  +  C— 

.  :  -1  ».  t    ►  *     .  '  » 

±         =  tgrSlii  4{fi  +  C-  A) .  ebenso 


oder  mit  Rt^ksicbl  »nf  die  Gleit  bangen  (115)  §.44: 

(130)  /  •      Ü  ,  !tg|»ifcÄtgrCo8B, 

welche  letzten  Gleichungen  eine  einfache,  leicht  aus  der  Figur 
£ti  b^weiseDde  Ije/Jehurt^  aussprechen  und  lür  das  ebene  Dreieck 
Als  Grenze  in  die  folgenden  übergehen:  -        *^  • 

jlj^srrCosJ,  /i^ssrCosfi,  |%==rCoeC  * 

Das  obere  Zeichen  gÜt,  wenn  der  Mittelpunkt  des  tiem  fkeiecfc 

ABC  umschriebenen  Kreises  innerhalb  deeeelben,  das  untere, 

wenn  er  ausserhalb  und  dem  Winkel  A  gegenOher  liegt. 

Bestimmt  man  aus  ilen  Gleichungen  (130)  Cos  A,  CosB,  CosC, 
quadrirt  und  ersetzt  tg^/*| ,  tg^;?.2,  tg^/?,  einmal  durch  seine  Werthe 
aus  (127),  ein  anderes  Mal  durch  seine  Werthe  aus  (1'28),  so 
gelangt  man  mll  Lelebliglteit  auob  au  folgenden  iwel  Syatemen 
von  Gleichungen:  ■ 

r  ««A—  ^   (tgp  f  tg^2  l  ^^^Pa-tgg^)^ 

i;^  t8(>tgt»i+tgeatg^3 

(131)  - \  Cos^B  =  ^  (tg^-i.tgg,Hhtg^>>tg^« 

|.   1  (t^^P  4-tg(>t  ftg(>a--te?ga)* 

-  4J)      tg  (?  tg  e»  +  tg  Hl  ig  H 
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'      /I     I      I      1 Y 


•  ♦ 


(132) 


'  ^^rlQr^     tgrtgra+tgritgra  * 
*  tgrtgra      tgrtgr,  +  tgri  tgr»  ^ 


\ 


,     5.  Ö4. 


t- /• » 


■Werden  ^11«  Gleichungen  (lt>8)  zuerst  addirt,  dann  die  zwei 
letzten  deri»elbeu  addirt,  bi^ervoq  liie^  erstfi«ul^trahiMy.«o  ethäit  loaa : 


= tgriSiiii(a  +  C~  B)  4-  Sin     + iB  -  C)  -  Sio  4(Ä+  C-^  j ; 

naeii  dm  liebren  der  Goniometrie  ist: 


...  .... 


V  Sin       +  e-  J;  +  Sin  l(A  +  C-  ß)  +  Sin      +       €)    ' ' 

.«4&iD4JSin4fiSin4C+SinK4+^+  C), 

Siü  i(J  4  C-  B)  +  Sin       -h  B-  C)  —  Sin  C— ^) 

ferner  nach  den  Gleichungen  (70)  §.  32."  »It  Aüffeftdang  der  €riei- 
cbuDgeo  (12)  g.  iO.  und  (q)  $.63.»  iodem  md,  wte  in  §.  dS» 

•ctzt: 

■        ■        *      Sini(«  +  6-|-c>     i/t*»*.  -^'tgr 
■      Sin 4(6 -hc-^ ff)     J^i  ^tgr 
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56  (Ju/eräinger:  Dat  ^^rische  Dreieck  ' 

VDcl 

rolgUch  :  ■  , 

Slo       C-i<)  i-Sip  U-4+^^Ä)+Slni(il+j5-  jFt~+c««4«» 
und«* 

Cosia    Cosic    Cuä46  ■  o  »  ^ 

■ 

io  welchen.  Glelchnngeii  die  oberen  oder  die  ontereo  Zeichen  zn 
nehmen  sind,  je  nechdem  der  Mittelpunkt  dee  dem  Dreieck  ABC 
nmechriebenen  Kreisee  innerhalb  deeeelben  liegt  oder  auMerhalh 
und  dem  Winkel  A  gegeiifiher.  Dieee  Gleichungen  Tefwattdehi 
eich  für  das  ebene  Dreieck  in  die  folgenden: 

# 

wobei  Iii  Bezug  auf  dte  Wabi  der  Zeichen  ioimer  noch  die  obige 
BemerkuDg  gilt. 

Werden  die  drei  letzten  der  Gleichungen  (133)  nach  und  vaeh 
aar  eratea  addirt»  eo  folgtt 

i 

■ 
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4 

auii  deren  Addition  '  >       *  i 

♦ 

eotttoht.  Inden  mm  toh  diener  letzten  GJelebfig  ofi^h  nnd  nach 
die  drei  Glnkbnngnn  (195)  nubtrnbirt»  nrhllt  man  endlidi  t 

welche  drei  Gleichungen,  s<>  wie  die  vorhergehenden  (133)  eben- 
falls als  Verallgemeinerungen  lür  das  ebene  Dreieck  gütiger  Rela- 
tionen zu  hetrachten  sind,  indem  letztere  als  specielle  Fälle  in 
ihnen  enthalten  sind,  die  auch  unmittelbar  au«  den  (il^^ichnngen 
(134)  abgeleitet  ^rerdrn  können.  (M.  vergl.  hiermit  meinen  Aiif- 
•ita:  Znr  Lehre  vom  Dreiecic.   Archiv.  ThL  XXIX.  8.  432.) 

j,  55. 

Um  ans  den  vier  CJlcichiuiiien  (133)  die  drei  Perpendikel 
Pi*  P%»  P%  2^  elimiuireu,  uddiren  wir  die  drei  leUten  dersdheu 
und  8ubtrahlreii  gleichzeitig  von  der  Summe  die  erste»  Dadurch 
erhalten  ivir: 

0=;j,(tg^+tgJn+^^~tgrt^dCon;ttgr 

oder 

tg^i +*g^»  +  *g«»— <g^  =  4^' Coa  ietgr, 

welche  Gleicbang  f&r  das  ebene  Dreieek  in  jene  ^-f-^-f-^^f  s4r 
fibergeht.  Wendet  man  dieselbe  auf  das  an  der  Seite  a  liegende 
Nebendreieck  an,  so  tritt  (>| ,  rj ,  r|  an  die  Stelle  von  p,  r,  und 

^'  verwandelt  sich  in  /i''.  Alle  übrigen  Stücke  bleiben  diesel- 
ben, denn  das  Neberulreieck  an  der  8eite  180**  —  b  hat  die  drei 
Seiten:  180®  —  a,  180®  — c,  und  einem  solchen  entsprechen  die 
Radien  ^3,  r,.  und  das  Nebendreieck  an  der  Seite  180® — c  bat 
die  dreiaSeiten;  180*^  — a,  6,  180** — e,  mid  einem  solchen  Dfei- 
ecke  enh«precheo  die  Radien  Man  hat  daher  auch: 
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und  wton  man  die  obige  Glelebang  ebenso  aiiif  ^/N^b^pdrei- 

ecke  an  den  Seiten  6  und  f.*  auwendet,  schliesslich  alles  znsani« 

menstelU«  su  ^datigt  piau  zu  folgeudem  ä^rbtem  von  vi^r  Glei- 
chungen: ^  »     •>  ^   I     '  -  >     •   ■  ' 

,  tg^  +tgtfi+tg^,--tg^i=4z^"C«s4£itgri, 

(137)    ^  .  • 

%e  +tg^  +  tg^-tgftB=4^'"Co«ifatg»'a» 

r 

Diese  Gleiehuntren  gelten,  wie  aus  dein  Obii^en  von  selbst  her- 
vorgeht, uligemein  und  sind  von  der  Lage  des  Mittelpi^ktes  des 
dem  Dreieck  ABC  untiscbriebeiiea  Kreise»  unAbbäiigig. 

.  WeHfs  ,^ie  Oleiebo^gen  (14)  U,  mit  «i^pi^iMlea  nvl^iplicfii» 
sp.erbftlt  man  9  .  .. 

oder 

  ,  i 

t  •  .  Coßibfio9  ip)^(Cos  i Sin  J6  Sin  ic)^  =  JJ^J^^ij^,  .  ^  ^.  ^ 

■ 

uod  man  hat  daher  mit  RQcksIcht  auf  die  GleiehnogeD  (a)  j.  31.: 

^  v;^^,    ^  v^^^  ^^^^^ 


,1 , . 


r-  » 


oder  wenn  man  auf  die  Gleichungen  (16)  §•  11.  die  io  §.  34.  eio* 
geführte  B^eichnuHg  anwendet«  wodurch. 

(o)    J  =  iif,         =  i^i»,  4  «  l^t<f*  -^t  =  i^i^^ 
wird:  *  •       i  •  !        I  ' 

jl^erner  Ist  nach     34':  "    '  '  '  . 

'tgr4=jiil,   Igri:;^;^^,.  tgr»=5»W.  tgr,;=^iJ^^  .  . 

und  wenn  man  jetzt  die  Werthe  aus  (p)  und  (q)  in  die  fSf^cliDn- 

gen  (137)  ei|ilütirt  uud  bedenkti  das«  :  >  : 
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Cos  Je = Sin      f  ^  +  C),   Cos     =  Sin  ;(Ä  +  C—    *  u.     w.  i 

iit,  to  «alif  intD  i^gfBbliciÜich,  di|s«.sich  Slieselbeo  4o  jene  (83) 
fenrandel»^  «^tflche  wir  aaf  latDeni  anderen -W^ge  gefunden  haben. 

Zur  Bestimmung  der  drei  sphärischen  Perpendikel,  welche 
man  vom  Mittelpunkt  des  einem  sphärischen  Dreieck  umschrie- 
lieneu^  Kreises  auf  die  drei  Seiten  desselben  fällt«  haben  tiir  in 
(.51.  die  Gleichungen  au%e8tellt:  \U 

(  ±tg|H=Sini«tg;(Ä  +  C-i<). 

038)     ^     j     tg/>a=Sini6tgi(^  +  C-B), 

fiäUfe  öV^)^^  bdie^  ttrttere  ^^^^^^     Ritt/'J^  ^äcbdehi  de^MfttH-'' 

IhmiS'^ä^mU^  khd  deiii  l^inkel  ^  ü^^^aSer;  '*WeiP 
ieei^'^PdlWlfl'^  dila  Potardr^i^k  iin^  lAdM  Wir  jetzt 
im  Ferpendikel  mit  p^' ,  pj ,  p,'  bezeicüBtiä/  iiö '«re^aiiti  dii^i^ 
ipl  liinieh  1dl»  4M€ielMiygent  <I38)  bestiainitir  iwenBi  wmk  imk  Hvrei- 
y^Mdfr  atte^Boelietabeii.iliit  Sfilelieo  vjMrai^bii.Kiebit.inMi  äle- 
Hüiiniltelet  der  bekannten^,  in  §.  16.  anfgefObrlen  Relationen  voil 
4en  Elementen  des  Polard reteckes  zu  jenen  des  Hauptdreieckes 
tarfieky  so  erlangt  man  leicht  folgende  Gleichungen:  : 

al^inA  tH*'»ih  u  \  A  ^^•^tgl(o4-6  c)  '  .••♦•I  .»ii 

^u%l|[^ichi^et  maii  die  drei  J^tTemungen  des  Mifii^pi^tcfs  ^  ^e^ 


eineni  pp.b^i^i^,  Orei^e|£  einge8chriebeoe.if,f^^^(70|p^.f|^  ^ 
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60  Vt^fefäinger:  Uu»  8jMNscM€  ürtieek 


■  ±tgv=i^^,  »8^=^.       4."..  v: 

oder 

da«  ist  ... 

aod  Mcb»  weil  jede«  Dfeieek  al«  dis  Pohtdrefeck  seines  Polar-, 
droiockes  zu  betrachten  ist: 

und  wenn  wir  jetzt  festsetzen  für  den  Fall,  dass  der  Mittelpunkt 
des  dem  Haiiptdreieck  oder  dem  Polardreieck  umschriebenen  Krei- 
ses ausser  des  Dreiecks  ffillt,  das  auf  die,  dem  genannten  Mittel- 
punkt  gegsoiiberliegende  Seite  geHilite  Perpendikel  mit  —  zu  be- 
seiebnen,  so  kfinoen  wir,  die  durcb  die  obigen  doppelten  Zeicbos 
angedeuteten  zwei  Fälle  io  eines  sssasinieosieheöd,  A»l||endei{ 
Lebrsats  aussprechen s 

•Die  ßntferiiitnge»  des  Mittelpunktes  ds^e  «in««* 
spbifrischen  Dreleek  nmsehrielieaen  KrelseSM^oo  den 

drei  Seiten  und  die  eorresp«>ndirenden  Entfernungen 
des  Mittelpunktes  des  seinem  Po-Iard  reieck  einge» 
sc brieben en  "f^ reises  %'on  den  drei  Ecken  ergänzen  sich 
gegenseitig  zu  90"  oder  zu  einem  sphärischen  Haupt- 
quadranten« und  umgekehrt. 

Wir  geben  nun  Ober  nur  Bestimmung  der  fintfernnngen  des 
Mittelpunktes  des  einem  sphärischen  Dreieck  nmschfiebeaen- Krei- 
ses von  den  Mittelpunkten  seiner  vier  Berfihmngslireise  erstens 
durch  die  drei  Seiten  j  xweltcns  dureh  dte  drei  Winkel  des  spbi- 
rischen  Dreieckes»  und  drittens  dnreii  dte  Radien  dieser  Kreise 
selbst  Die  fflr  den  letsten  Fall  giltigen  Formeln  sind  hesonders  . 
bemerkensn-erth  wegen  Ihrer  Einfachheit  und  wegen  der  auch  hier 
sieh  wieder  darbietenden  Analogie  mit  jenen,  welche  die  LUsung 
desselben  PVoblems  fSr  daS  eberie  Dreieck  enthalten  und  welche 
letzteren  zuerst  von  F  ii  I  e  r  aufgestellt  wurden.  Der  Verfolg  die- 
ses Gegenstandes  v^iril  uns  .inch  die  Entfernungen  des  Mittel- 
punktes des  einem  spliärisclien  Dreieck  eingesciniebenen  Kreises 
von  den  Miltelpuiikten  der  seinen  drei  iNcbendreiccken  umschrie- 
benen Kreise  kennen  lehren,  und  aus  beiden  nird  sich  endlich 
ein  Lehrsatz  ergeben  ,  welcher  als  ein  weiterer  Beitrag  zu  den  in  den 
{ju  16.»  21.»  46.,  47,»       öd.  iiufgefahtten  allgemeinen  Beziehungen 

« 
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swigclMA  jedem  «iiliäiib^UHi  OttUKsk  yii4  «ein««  Pol«idff«iicl(  wß 


§.  57. 

1.  Aufgabe.  Es  soll  die  Entfernung  dei»  Mittelpunktes  des 
einem  sphärischen  Dreieck  umschriebenen  Kreises  von'  dem  Mit- 
telpunkte des  demselben  Dreieck  eingeschriebenen  Kreise«  be- 
rechnet werden^  wenn  die  drei  Seiten  de«  sphäriechen  Dreiecke 
gegeben  eind. 

Es  sei  für  das  Dreieck  ABC  (Taf.  I.  Fi^.  3.)  O  der  Mittel- 
punkt des  umschriebenen,  o  jener  des  eingeschriebenen  Kreises» 
alsdann  ist  OAz=ir,  oA^qi,  Oo  =  d  die  gesuchte  Distaoi, 
Z  O^Ä  =      +  Ä  -  Q  X5- lÖ.),  ^oABz=^A,  mitbin 

Liegt  der  Punkt  O  auf  der  entgegengesetstea  Seite  tos  AOf  m 
Ut»  weil  ^Oi^CssK^i-C— . 

e  =  i{A4-C^B)-lA^-iiß~-C). 
h  dM  gphürieehwi  Dreiecke^  AO»  iet  . 

Coe  d  —  Cos  r  Cos  gi    Sin  r  Sin    Co«  $; 

setzt  man  diesen  Werth  von  Cos  d  In  die  bekannte  goniometriscbe 
Formal  * 

Cos%^^' 

erhält  ninik:' 

1 — (CosrCos^'i  +  SinrSin^i  Cosö)* 
*8    —    (CesrCoe^t  -fSinr Sin Vt Ces6)* 

__  (1 4'  tg^r)  (I  +  tg^y^ ) -  (H  tg r  tg  ^,  Cos 6)*  ' 

(l  +  tgrtg^iCosö)«  ,  . 

welcfcer  letelere  Avediuek  aiui  dem  TerhergeheiideD  folgt,  indem 
man  Zähler  und  Nenner  durch  Cos V Cos dividirt  nnd  statt  der 

Cosinus  die  Tangenten  einführt  Wird  der  Zähler  dieses  Aus*, 
druckes  entwickelt,  so  gelangt  man  alsbald  zu  dem  folgenden: 

W  ^«•^^  a-htgrtg9,0e««)*  
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'kommenden  drei  Attsdrflcke  ans  den  drei  8ett6ii  n,  6»  e  des  ge- 
gebenen ephiriecben  Dreieckes  la  beetinmen«  was' in  4m  '9Md^ 
eten  Paragraphen  gesebeheo  seil« 


Da  in  dem  Ausdruck  (r)  nur  Sin ^(9  und  CobB  erscbeinl^  so 
ist  es  gl^icbgiltig,  irelchen  der  svrel  filr  i9  gefundenen  Wertbe 
wir  einsetsen,  und  man  bat  daher,  weil  naeb  {.^ 


oder  weil  nach  Gauss: 

•  -      '  ^       Sinl(Ii^C)  Sifi.UA>-c) 

CosU     ^     ÖinU    •  ^ 

uenn  man  gleichzeitig  auf  den  Nenner  stellt: 

l+tg*9,  Sm«6.=  ^nSSCÄ*«6+^^  • 

^d^r  Zfihlei;  dieses  Bruches  U(  fiiich.^teiph.      .  ■    •  l 

Cos^U^  -f  e-^a)|Stnna-^Sinn(^--e)|  ^Sin<U^— c)v 
oder  weil  nach  einer  bekannten  gonioffietriscben  Formel 

Sln«la  -  Sin*U^ — c) = Sin  <  (a  +  e — 6)  Sin  *  (a  +  6 — e) , 
Sin'U^— =  Sintis— SinUa-i-  c—6)SiD;(a4- 6— c)» 
aueb  gleich 

mitbin 


t-  tt 


»  wm 


>  '  iht  gelb«»  «Oll  ati' difl^BsreebnilDg  'ds^-tfifvttttn  Aosdi^dM 
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2tgrtg9i€os0 — tjET^Yi  Seiten  «i,  b,  c.  Erionert 

man  «iehj  dass  nach  $•  Id«: 

oder  weil  nach  den  Gaui^s'sclieo  Gleichungen: 

Sinl«Siii  i6Sin  ic  tgj(6-|-c — «)  •Siiii(''  +  c)_.  . 


t       **  4  • 


ersetzt  man  nun  Co^^lA  und  Sin durch  seine  bekannten  Werthe 
tu      6»  c  und  reducirt  so  Tiet  ats  niöglicb,  so  zeigt  sich:  ' 

Nach  {.  4.  ist  auch : 

  Sin  6  Stn  cSin  1(6  +  c  —  a) 

■iiuuu  ' 

A  /  i  9  4 Sin '6  Sin  5C 

2tgr ts?» CusO-tg^j,  =  Siii4(«+6-Fe)Cos>U«4r-«y  '  " 

X I  Sin  1(6  +  c)  Cos  K*  +  c  —  o)  —  Cos  i*  Cos  ic  Sin     +  c  —  a)  t ; 
der  ia  den  Kiaitiniern  enthaltene  Aufdruck  ist  auch  gleich 

Sin  K6  -f  c)  Cos  i(6^ij-i.a)^  Sin  (€o8|(H«)  -|-8k    Sin  \c\ 

r=  Sin     —  Sin  «6  Siiij^c  S'^        ^  T 

und  man  hat  demnach: 
(a)  2tg  r  tg  qiCo»9^tg*qi 

4Sto4gSift  jfeSinlc^  4Sin^4dSiri«U'S<ihUft4-'c^  ^ 
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44  <7ft/«r^/«#«r.*  Ikm  tßkinuäe  ^eieck 

...  •  *   '  '         ►  ' 

•  •  • 

Zor  Berecbmiiig  des  dritten  Ausdruckes  1 4- tgrtg^tCosd  be- 
dleoen  wir  um  der  Gleicbong  (t)  and  erbaUen  sofort: 

SSnUii4-6-i-c)Cosl(A4-g— ff)-F2>SinU6-Fc)Sin;&SiDSc 

»  -     -  • 
Der  ZShler  dieses  Brucbes  iBsst  sieb  nun  auf  folgendo,  «aaermi 

Zwecken  dienliche  Weise  transfornireo.  Weil 

Sin  l(b  -I-  c) »  Sin  4K«  i-  ^  + 
z=  Sin  i(a  +  Ä  +    C<w  i« — Co»  !(«  +  *  +  1«» 
00  ist  obiger  Zihler  aucb  gleich 

•    SinU«+Hc)  Cos  i(Hc~a)  +t>Co8  U  Sin \b  Sin  icSio  ;(a+6+c) 
— 2Sin  in  Sin  46  Slo  \e  Cos  i(a  -f-  6 
ÄSini(a  +  6  +  6)  {Cos;(6  +c— ö)  +  2CosiflStni6SinJcJ 
^2Sm  ;aStn;6Sin4cCosUo  -k^b-^e), 

und  da  aas  den  Gleichungeu  (a)  und  (b)  des  j.  3?.  mit  I^ficbtig- 
keit  folgt : 

Cos  4(6 -f  -  o)  4- ^ii^ 
.  Cos  i(a  +  6  4-  c)  4-  ^€os  4«  Coo46 Coo 

so  Ist  obiger  Zähler  auch  gleich 

Sin  4(a  +  Ä  +  c)  1 2  Cos  ia  Cos  ^6  Cos  4c— Cos  i(a  +  6  +  c) } 
—  2  Sto  4o  Sin  46  Sin  4e  Cos  4(a    6  -f 
und  setzt  man  eodiich  zur  Abkürzung: 

im 

2Slii4aSin4töiaie 
jirs3Cos4aCos  46Coo  4c-Co«4(a  +  6  +  c)i  l  +  gia  |(a  4  6 -i-cf^* 

m  .wird  obiger  Zfthler  .  gleich  ilfSln  4(0  4*6  4- <0»  mithlo;. 
(V)  l  +  tgrtg^iCose=c^.^^^^_„j. 

Um  nun  endlich  zur  Bestimmung  der  Distanz  d  selbst  ztt 
gelangen,  setzen  wir  sfi^t  der  in.  der  Gl^chung  (r)  Torkommen- 
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den  drei  AusdrCcke  ihre  Werth«  am  (•)«  (u)  vod  (▼)  ood  erhal- 
ten «it  Anweaduog  der  Gleichaag  (42): 

Co8n(6  +  c  — g)  j 4SinnoSin^.'68iD»i<^ 

Sia^So  —  Sin^K6  +  c  —  g)  Sin^g  -f  c  —  6)  Sin?,(a  4-  6  —  c) 


4Sin4aSiD;6Sin^c  — 4Sin2^6Sing?,cSinU6  4-c— fl) 
Sin  4(a  -I-  6  +  c;  Cos«i(6  +  c— a) 


^      1  (4Siiia|flSin*J6Siii*4c 

_4Sin^gSinj6Sm_ic      4Sii|g;6 Nin^V Sin      f  c— fl)  1 
Sio4(a4-6  +  c)  Siu4(a  +  6  +  c)  T 

Setzt  man  im  zweiten  Giiede  des  in  der  Klammer  enthaltenen 
Aq8drucl(8  für  seinen  bekannten  Werth  und  reduEirt^  so  sieht 
man,  dass  dieses  Glied  von  dem  vierten  nur  im  Zeichen  verschie- 
^jl^alf^  iliit  diesem,  «ich  aufhebt«  uud  man  bat: 


'  -'-^  (143) 
 1_  J 4SiD»4aSir>g.l6Sin^4c     4Sin  ^gSin  ^ftSin  j 

womit  maere  obige  Aufgabe  gel9at  tat'  Mit  Hilfe  der  Glelchini* 
geo  (12)  and  (42)  ergibt  alch  namlttelbar  die  Relation: 

(144)  ted=*^-^r*^^, 

bezüglich  welcher  «ir  hier  nur  in  Kürze  bemerken,  dass  sie  bei 
dem  Uebergang  auf  das  ebene  geradlinige  Dreieck  mit  Leichtig- 
keit in  jene  fP  =  r^  —  2rQ  übergeht,  denn  Äi  verwandelt  sich  als- 
dann in  die  Einheit  und  die  Tangenten  werden  den  Bogen  gleich* 

'  -       •       •     ■  • 

Un  auch  M  durch  die  Radien  der  eingeachriebeaeD  and  am- 
adviebenen  Kraiae  avasudrflcken,  benataen  wir  wieder  die  Glei« 
ehoagen  (12)  und  (4^  nnd  erinnern,  daaa  ^'s€oa|aCoal6Ceeie 
Ist  Dadurch  wird: 

(w)  ilf=2^^''-Coai(a  +  6-|-c)(l  +  tgrtg«); 

{.65.  ist 

ThtUXXXIU.  • 
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60  ünf9r4in§€r:  Ihn  dn§M 

(p)  ^'^hüt^^—^, 

oaer  mit  Rfickaicht  ftiif  J.  34.:  . 

benutzt  man  noch  für  Cos  4(a  +  6 -|- c)  seinen  Wtrtli  aas  dem 
System  (79)  {.33,,  so  wird: 


(146)        iRf=  Vtg^tgffitg^tg^tgrtgritgrfttgrs 

X  Ictgr  +  Kl  +  tgr tg q)  (ctgrj -|-  ctg r»  -J-  ctg —  ctgr)  j. 

4 

Die  Glelebang  (144)  in  Verbindung  mit  jeniw  leisten  (14i5)  dient 
zur  Berechnung  der  Distanz  d,  wenn  die  Radien  der  eingeschrie* 
beueu  uud  umschriebenen  Kreise  gegeben  sind. 


.  §•02. 

2.  Aufgabe.  Es  soll  die  Entfernung  des  ]\ilttel|>unktes  des 
einem  sphärischen  Dreieck  umschrielienen  Kreises  von  dem  Mit- 
telpunkte des  einem  seiner  iNebendreiecke  f  iniieischriehenen  Krei- 
ses berechnet  werden,  wenn  die  drei  Seiten  des  Uauptdreieckes 
gegebej^  ^ind^ 

Ist  Ol  (Taf.I.  Flg.3.)  der  Mittelponkt  des  dem  an  der  Seite 
a  des  Haqptdreieekes  ABC  liegenden  Nebendreieckes  eingeschrie- 
benen  i^reises,  so  ist  00i=di  die  fragliche  Distanz,  und  es 
liest  der  Mittelpunkt  Oi  auf"  der  VerlSn^emna;  iles  sphfirischen 
Hauptbogens  Ao,  mithin  hat  in  dem  sphärischen  Dreiecke  AOO^ 
der  Winkel  6  denselben  Werth  wie  früher,  er  ist  nämlich  gleich 
^{ß — C)  oder  gleich  — l(B — C),  je  nachdem  ß  grosser  oder 
kleiner  als  C  ist.  Setzt  man  AOi^f/,  so  lol^^t  aus  dem  Dreieck 
AOOi',  Cosf/i  =  CosrCos^ -f  Sinr  8in^(  OS  f^,  woraus  man,  nach 
demselben  Verfahren,  welches  in  §.  57.  zur  Üestunmung  von  tg^d 
diente,  erhält: 

M   te^^  ^  ^  (>  -f  tg»^  Sin^ö)  -  (2 tgr  tgy  Cos 6  - tgV) 
W   tgllt-  (l  +  tgrtg^Cosö)^  :  • 

und  es  ist  nnn  die  Aufgabe  darauf  surilckgeffihrt,  stmSehst  dtt 
drei  in  diesem  Qrqch  verkemmenden  Ausdsficke  als  Fnnctfanen 
der  drei  Seiten  a,  6»  e  des  gegebenen  sphäriscben  Dreiecke« 
darsQstelien.  ' 
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^  .pa.nach  §.  8-  (9):  .      •  -       .       *  . 

kt,  80  wird  '  -  ,  , 

-  * + — Cifi*U  ®n  C)  =  l  +  tg-iia  +  6  +  0)  j>^|p>^^ 

oder 

I , .  .  _  SinHaCosKOi^Hc)  +  Sin«Ufl+<^>+c)Sian(^) . 
l+(g^Siii«9»  —  , 

der  Zähler  dieses  ßruches  kaou  auf  folgeiicle  Art  uiugelorint  werden: 

Zähler  s=:Siiina-Sin<;(f<+6+c)|Sin«la— Sin«i(6— €)) 

=  Sln^ia  —  Sin2i(a  +  6  +  c)  Sini(ö+c-6)  Siiii(a+^c), 

■ithb  Ut: 

(aO  J 

, . ,  ,  Siftaig Stna4(a4.6+c) SinKg+c-6) Sm;(o+6->c) 
l+tg«9S.n«d^  SinnaC«8'K«-|-6i.c)  


§.64. 

Bei  derBerechnong  desxweiten  Ansdruclfes  2  tg  rtg  9  Cos  ^tg*^ 
Wimtien  wir  wieder  die  schon  fn.{.  59»  su  glelclieni  .Zwc^k^  an- 
geimnäte  Gleichong  (42),  ferner  jene  (z)  des  vorig«!  Paragrn^^t 
ind  erhalfen  zanSchst: 

.    *  ^     2Sin4flSini6Sm4c  tgU«  +  &  +  c)p 

oder,  mit  Anweudung  der  Gauss  scheu  Gleichung 

Cos —  C)  =    sipiq  Sin^il : 

SiDiaSiii;öSinic  tgKo+^+c)  Sin i(ft-fe) . 

=  15  ^-  (DSisa — SEpr^'""*' 
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weil  aber  bekanntlich : 


Sin6iSinc  iSiii6iSiuc' 
•o  wird  nacli  EinfObrung  dieser  Werihe  end  gehöriger  Kedödlea : 

(b')      tgr  tg^  Cosö  =g.^^^^ _^ c-fl)Coa4(a4. 6  + 
rnid  weil  nach  {.  8. : 

_      Sin  A  Sine  Sin  !l(f?  +  ^-|-c) 
*S  fi'  -  Sin 4(6  +  c  -  fl)Cos»K«  + 

lit*  aewird: 

X  { SiD     -I-  c)  Co8  Ua-^b-^  c) — Cos  |6  Cos  IcSin  \(a4-b-¥e)], 

oder  da  der  in  den  Klammera  entbalteoe  Aasdruclc  auch  gleich 

Sin  l(b  +  c)  Cos  i(fl+*  +  c) — Sin  l(a-\-h + c)  { CosU6+c)  +  Sin  46  Sin  4c| 
=s  —  Sin  4a  -  Sin  ib  Sin  ic  Sin  4(a  +  6  -f  c) 

ist,  auch: 

(c*)  2tgrtg^Coa^— tg<^ 

_    4SiD  4o  Sin  46  Sin  4c  -|-  4  Sin»a6  Single  Sin        6  j-  c) 
Sin4(6  +  c— tt)Cos>4(a  +  6  +  c) 


8.65. 

Um  den  dritten  Ausdruclc  1 +  tgrtg:9'Co8Ö,  welcher  im  zwei- 
ten TheU  der  (y)  den  Nenner  bildet,  durch  die  drei  Seiten  au  be- 
stimmen» verwenden  wir  die  Gleichung  (b^  und  erhalten  unmrt- 
telbar: 

m^A^ln  ^  Sin4(6-fc-o)CosUVi^^6ie)f2Sinl6Sin4cSinU6+c) 
l+tgHgffCoaö=  Sin  4(6  +  ^a)  Cos  4(a  +  6   

oder,  da  der  Zlhler  dieses  Brnehes  auch  gleich 

Sin  i(6  -f  c — n)  ( Cos  4(a  -f  6       +  2  Cos  4a  Sin  46  Sin  4c  \ 

•f  2Sin  laSin  46  Sin  4c  Cos  4(6  -f  c^-a) 
=Sin  4(6  4-  c  -  a)  i2  Cos  4a Cos  46 Cos  \c  -  Cos  4(6  +  c—a) }  / 

•f  2SiniaSiD46Sin4e€oa!(6  +  e«^«) 
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Itt*  «miD  wir  Bor  Abkflrsütig  '  '  .  ' 

.V, =2  Cos  i«  Cos  i6Cos  •  c-Cos  i(6 +c-a)  1 1  -  — ^„^(f^^yf  ^"^1 
Mtzeo: 


Mit  Hilfe  der  Gleichungen  (a'),  (c')  und  (d')  sind  wir  nun  im 
Stande,  tg'^d  als  re?iie  Function  der  drei  Seiten  a,  b,  c  des  ge^ 
gebenen  sphärischen  Dreieckes  darzustellen.  In  der  That,  setieB 
wir  diese  Wertbe  io  die  Gleichung  (y>»  so  folgt  s 

=  ]^  }  

Siunn— Sio*4(«  f  ff^^c)  Sin  U«^-c-^)Sin«fl-^»-c) 
^  Sin2ittCosa;(a  +  6+c) 


4StP  In  Sin  jh  Sin  je  -f  4Sin«ift  Sin'jc  Sin  U«-F^-f-c) 
Sin  i{b  f  c — a)  Cos2i(a  f  Ä  +  c) 


I 


oder 


1    1 4Sin«jgSin^i^Sin«ic 

*8^=ai*f  7i? 

4Siu«;6Sin«icSina;(a  +  6  f  c)  Sin  ;(a-fc^6)Sin;(o-|-6~c) 

4SiniffS1n.i^Sin.!c      iSln^^^Sin^lcSin      -f  &  +  c)  j 

Setzt  man  im  zweiten  Gliede  des  in  der  Klammer  enthaltenen 
Aoedruckes  für  Hi^  seinen  bekannten  Werth  und  kürzt  ab,  so 
fiberzeut^t  man  sich*  so^^ieich,  dass  dieses  Glied  too  dem  vierten 
nur  im  Zeichen.  Terechieden  ist«  folglich  mit  diesem  sieb  aufhebt; 
es  ist  daher 

/.i^             '    \  4Sin»VtSin«l&Sin«ic .  4Sin  U^Si  n  VaS  i  n  > 
(147)  tg^,=^  j  +"Sü;I(6 j  * 

durch  welche  Formel  die  vorstehende  Aufgabe  gelöst  ist.  Mit 
Hilfe  der  Gleichungen  (12)»  (42)  geht  dieselbe  über  In  folgende: 

(148)  t^^^^Ll^pEh, 
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welche  sich  bei  dem  Uebergftng  auf  da»  ebene  genidUolge  Dreip 
eck,  indem  meo  letiteree  als  ein  ephRrisebee  too  unendlich  groe- 
eenKagelradiiie  betrachtet»  auf  die- bekannte  Relation  il|*=r*-f 
reduoirty  denn  ßti  wird  alsdann  der  Einheit  und  die  Tangenten 
Werden  dem  Bogen  gleich. 

Um  auch  wieder  Mi  durch  die  Radien  der  eingeschriebenen 
nnd  amschriebeneu  Kreise  auszudrucken,  verwenden  wir  die  Glei- 
ebungeo  (12)  nnd  (42)»  setien  CoeiaCo0i6Co8  4c  =  ^'  und  erhal- 
ten zunichat: 

Ml  =  2^'  —  Cos iiö  +  c- a)  (1  -  tgr  tg  Qi) ; 

■etat  man  Jetrt  fttr  ^  «einen  Werth  ans  (x)  §.  6t.  nnd  filr 
OtmUb-tc^a)  sdnen  Werth  ana  (79)  $.33.,  ao  wird: 

(149)       Hg  SS  V  tg  Q  tg tg    tg  ft,  tg r  tgri  tg tgr, 

X  Ictgr  -  «l— tgrtgei)  (tgr  +  tgr,    tgr,— tgrj}. 

j.  «7. 

Im  Vorhergehenden  bezeichnen  d  and  di  die  sphärischen 
Distanzen  dea  Mittelpunktes  des  einem  sphärischen  Dreieck  um- 
aehriebenen  Kreises  vom  Mittelpunkt  des  demselben  Dreieck 
eingeschriebenen  Kreises  und  vom  Mittelpunkt  deajeolgen  äoas0- 
ren  Berfihrongsfcrelses,  welcher  an  der  Seite  ä  liegt;  JV  nn4  ßfi 
bezeichnen  zwei  Hilfsgrvssen  zur  Berechnung  dieser  Distanzen. 
Beadidinen  wir  die  Distanzen  desselben  Punkten  von  den  Mittel- 
punkten derjenigen  äusseren  Berßhrungskrelse,  welche  an  den 
Seiten  6  nnd  c  liegen»  mit  und  d^,  mit  M^  und  M^  die  zuge- 
hörigen Hilfsgrossen,  so  erh&lt  man  Üiese  letzteren  aus  den  Glei- 
chungen (146),  (147),  (148),  (149)  durch  einfache  Vertauschung 
der  Buchstaben  a,  Qi,  Ti  mit  b,  g^t  und  c,  ^3,  r^.  Stellt  man 
aUdaiKj  alles  zusammen,  so  gelangt  man  zu  folgenden  vier  Syste- 
men von  Gleichungen:  \ 

 1_  )4Siüg^flSing.l6Sinric  4Siii.lr/Sin.:/>Sln^c/ 

"M*  i  Ä|*  Sin4(a-|-6+c)  ( * 

 1_  j4Sin^.ioSin»16Sin»ic ,  4Sin^</Sth^//Sin;ci 

^Mi^  i  .Si N  i [f,^c-a)  \' 
 1_  j  4Sin*4aSin^^.l6Sin«k  4Si  n '  a  S  i  n  ]  bSm .» e  i 

_  1    )4SiD»;flSin»^^.Sin^^c  ,  4SininSin^^Sin»ct 
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dargenUiU  in  leimn  BtUthtmgeu  um»  ifrett.  71 

(151) 

itf  =  2  Cos  ia  Cos  ib  Co»  i<?  -  Co»  i(a + 6 + c)  1 1  +  fifaV^^Vfc) 

#1  «2Cosia Cos i6 Cos ic— Cosi(6+c-a) ( 1  ^.p,^^^'^^^^'  I, 

i^,=2CoslaCos;6Cos;c— Cosi(a-i-c— 

ir,=2  Cos  ia  Cos    Cos  ;c Co«  Ufl + Ä    c)  1 1  - 


(15?)  { 


(153)  ■ 


^  =  V  tg«tgPitg^tg^,tgrtgritgr»tgrg 
ctgr + Kl+tgrtgrt  (ctgri +etgr«+olgr,-ctgr)t, 

X  l  ctg      i(l— tg  r  tg   j  (ctg  r    c  tg  ra  +ctgr,-ctg  fi)  |, 

#   

J»i  =  V^tg  e  tg    tg  Q'i  tg  (^3  tg  r  tg  rj  tg  r,  tg  rj 
X  ( ctgr  — 1(1— tgr  tg  ^ctgr -l-ctgri  -t-ctgra-ctgr,) 


JM;= V  tg^tg^itg^tgßatgrtgritgr.tgr, 

X  { ctg  r  -  i(l  -  tg  r  tgfo)  (ctgr  +  ctgri  4-ctg  r,-  ctgr»)  t* 


j.  6B. 

BestWnaisug  der  spbSrischen  Distanzen  d^y  d^,  dg  saronit 
den  Bugehririgen  HUfsgrussen  M,  Mi,  M^,  il/,  darcb  die  drei 
Winkel  C  des  gegebenen  Sfibänscben  Dreieckes» 

Wenn  man  in  den  Gleichungen  (152)  istatt  tgr>  tg^,  tg^i,  tg^^ 
i^Qi  die  entsprechenden  Werthe  aus  (4^)  und  (33)  setxt»  so  er* 
käU  mso  Bsisittelbar : 
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n  Onferding^r:  Da9  sphäri§che  ßrtiecM 

^-M^  \        Ä'*         "  Co«' ÄSioiilSmiCi  • 

«a  -  ji^a  I  —  Co»  ^CSinUSiniil )  ' 

üm  auch  die  zugehürigeti  vier  llilisgrössen  J7,  Mi,  M^, 
durch  die  drei  Winkel  A,  B,  C  auszudrücken,   verwenden  wir 
zunächst  die  Gleichungen  (72)     32.  und  (06)  §,  40,,  dann  aucb 
wieder  jene  (43)  und  (33),  und  erhalten»  weit 

Mss  2Co8|aCo8  \b  Cos  ^c— Cos  l(a-^6-^  e)  (1  -f  tg  r  tg  ^) » 

Jlfj  =  2  Cos    Coä  46  Co«  ic — Cos  a(6  -|-  c  —  fl)  (1  —  tg  r  tj»  J 

IL  8.  W. 


^  Sini<Sin^SiaCCosi(/(+/?  +  C) 

1— Co8/l— Cos      CosC  Cos\(Ai-B-i-C) 
48in USio iBSln iC  ^ ^'"'iCosi^Cos^BCosiC^ 


A  Sio  B  jSiu  C£^\{A^B^C) 
l-Cos/4  f  Co8»  +  CosC     .    Cos^CJj  /?-f  C) 


4  Sin  ;^  Cos  i Cos  i  C  * '  ^  2  Co»;^ Sin;/?  Sini C ' 
SÄ'« 


(155)  ^ 

^*       Sin    Sin  0Sifi  CCosU/l  Hh  ^  f  C) 


1  +Cos^-CosÄ+CosC         rr^lf  rf  f  ^  C) 


4$loi£Cii8  4i4Co8;C  '  ^  2Co84^SiDUSio4C' 

 2«*«  

SmAS'mBt^mCCQs'^iMB-iC) 

H>Cosi<+Co8ig~Coi»C  CoB4M4-Jg-|-C)  , 
'  45iiiiCCo8iiiCo8;0  ^^^2Co8iCSiii|ilSiii;B'' 


{.  69. 

Bezeichnet  d'  die  sphärische  Distanz  des  Mittelpnoktes  des 
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dem  Polardreieck  von  ABC  umschriebenen  Kreises  von  dem  Mit- 
telpunkte des  demselben  Dreieck  eingeschriebenen  Kreises  und 
dl  die  sphärisch«  Distanz  desselben  Mittelpunktes  von  dem  Mit- 
telpunkt desjenigen  äasMren  Berfihrungskreises,  welcher  ao.  der 
Seite  0'  ^gt,  so  kAoneD  diese  Distanzen  d' y  dx  aus  den  je  zirei 
ewleii  der  Glelehmigen  (160),  (152),  (154)  effenbar  dadurch  be* 
ttinimt  Vierden,  dass  man  «He  in  den  sweiten  THeilen  derselben 
vwkottMienden  Buebstnben  mit  Strichen  -  ve? siebt  ilf '  und  Afi' 
beieichnen  alsdann  das«  was  aus  M  tind  Mi  in  (151),  (155)  ifivd» 
«eon  man  auch  bierin  ^  fh\  e'  an  die  Stelle  von  mi,  e  und 
JP,  B^,  C  an  die  Stelle  ven  C.  setzt  Um  dann  diese 

Distansen  dureh  die  Bestand theil«^  des  Uauptdreleckesaussndrflcken, 
bedient  man  sich  wieder  der  bekannten  Relationen  zwiseben  den 
Seiten  nnd  Winkeln  des  Hanpt-  und  Piolardnsieekes  (§.  16 )  und 
erhSlt  mit  tbeilvreiser  Berücksichtigung  der  Resultate  des  {.  21. 
sofort: 

(e') 

 1^  i  4  Cos'i^  Cos»4  B  Cos«l  C    4  Cos  M  Cos  \  B  Cos  \  C  \ 

*^  "-iVM  //'«  **"    CosK^  +  ^+C)  i' 

_  1    i4Cos«MCosniSCos«iC  .  4Cosi.4Cos;gCos,C/ 

BF*~  CosKA-f Ü-^J) 

,  .   1_  \  Sin«^(a-fHc)      Sint(a^^6  4^c)  ( 

I       jj^i     -    SiniflSini6i>ioici  • 

L   I    iSlnn(a-h6ic)       Sin\(aib\c)   i  , 

ywAi^ r}^  "Mi'^  \       iTi«  SlniaCes4öCes4c|  * 

(h') 

^A<'  ^n<-  ^rj.^-  u  4^Hxr^^\  ^Cos^^Cos^gCoR^.r 
i^/=2Siiii^iiin4/^öin4C»Sini(Ä+  C^A)  [  lJ^^^^^\^ 

^  ""SinaSinöSincSin^Ca+i^-i-c) 
r;  "^     .  2€osiaCosi6,Cosic  *^t*S5n;oSiiUifrSinic^' 

 ^"l   .         •   .   ■  ■'.   ■■•  ,,.\- 

*      Sin  aÜinö  Sine  Sin  i(a -|- fc)  ^  . 

agi»^a^  Cos*;«  —  CosHb  —  CosHe  ^Sin  ^(a  +  Ä  -|-c) 
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Die  Ausdrifeke  für  die  Distanzen  d^^  ^  ,  so  wie  die  zuge- 
h5rigen  Hilfsirrössen  Af2'  ^  ^3'»  welche  sich  auf  flie  Mittelpunkte 
der  an  den  Seiten  b' ,  c'  liegenden  äusseren  Berübrungskreii$e  des 
Polardreieckes  beziehen ,  könnten  unmittelbar  nach  dem  Vorber- 
gaheDden  hingeschrieben  werden.  Da  aber  die  geiiannten  Hilf«« 
gröaaaa  in  der  Folge  gänzlich  a)ia  unseren  Recfaa«tigeu  heraua* 
fallen  vmI  dareh  andere  einfao.here  und  direktere  araetai- werdail 
anllen,  ao  b^nfigen  wir  nna  mit  dar  AvlXÜülirNig  daa  aaa  im 
filaicbnngeo  (V)  falgandan  Syatana  s 

*  (tgrtgfiW)*  • 

~  (tgr.iseiii')«  • 

(tgr.tgeilfg')*:' 

t 

aef  widcbea  wir-  apSter  wieder  surfickkomnien  werdaa. 

»  > '. 

Wenn  wir  mit  ö^,  Ö^,  5^  die  fiatfemuiigaii  dea  dani*  Haupt» 
dreieck  ABC  eingeschriebenen  Kreisen  von  den  Mlttelpunk- 
teil  der  den  drei  Nebendreiecken  umschriebenen  Kreise  liezeich- 
nen,  so  können  diese  EntCerniingen  offenbar  nach  den  Gleichungen 
des  §.  67.  bestirnnit  werden,  wenn  man  die  drei  Nebendreiecke 
der  Reihe  «ach  ab  Hau|»tdreiecke  und  das  Haujitdreieck  als  ihr 
gemeinschaitlicheb  INebendreieck  betrachtet,  ä^,  werdfA 

also  übergehen  in  öi,  ö^,  dg»  wenn  mau  statt 

^9  c,  r>  tfi,  J^i  setzt;  61,  Cg,  ri,  Mi, 

* 

^9      ^9      t0      ^»  „  ftl9     bgt     tgf  ,  ff  Mgt 

wobei  Ml,  M2»  Ma  diejenigen  Warthe,  bezeichnen ^ .  in  welelia 
Jttg,  M%9  übergehen,  wenn  man  6|»  Ci ;  a|,  «i ;  «i,  ayi  die 
Stelle  Ton  c;  «»  e;  o»  ^aalat»  wobei,  wie  immer,  «i  ss  lSü*— o, 
«1 33 18a>^6,  s  UQP^c tet.  Sa  erh&lt  man  aaa  den Gleiehan^ 
g»»(]Ö2)  mid.<«»): 
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♦ 


'  ♦  t 


II.=2C«l.C«i*,C<«i«i-Co.4(4,+c|  -  ««»-^(f^tr^l^  1» 
oder 

(1Ö7) 


il,=2Cos  ic  Sin  ia  Sin  iÄ  +  Cos  ;(a+6+c)  { V-^^^^^^'i^ 

Denkt  man  sich  fiber  die  Gieicfiutigen  (156)  noch  die  eiete  des 
SyeteiM  (152),  nlmllcii  die: 

(,52)  ,^.a=^^i:^.  • 

gesetzt,  und  vergleicht  die  zweiten  Theile  dieser  vier  Gteicbongea 
mit  jenen  (k^f  so  bemerkt  man,  dass  sie  sich  der  Reihe  nach 
nur  in  den  Nennern  von  einander  unter«icbeideD.  Ki»ai^e  man 
aUo  beweisen«  daee 

Jlf  srtgrtg^Ä', 

iet»  ee  ivlirde  daraae  auch  die  Gteichbelt  der  eratea  Theile  der 
genannten  GieichungeD,  folglich  auch,  dass 

(158)         d'=d,  di'=:ö^,  ci|'  =  aj„  d^*^6^ 

iit,  folgen.  Mit  Rfickalobt  dataaf«  das«  jedes  Draieck  das  Pekr» 
dreleck  seiBes  PohwdisieclBes  Ist,  ktaila  mao  alsdann  noehtwei- 
ii  dass  * 


(!') 


Digitized  by  Google 


79    .         -.Wträimp^r:  &m  aßkär§ttk§:0nhfk 

(159)         d:=zd',.  ir|S*V.  ,€«»«V.  d^^in' 

\at,  und  man  hätte  folgenden  merkiTürcUgen 

■ 

Lehrsatz* 

Die  E  iitfernuni^en  des  Mittelpunktes  des  einem 
8  p  h  ä  I  i  s  c  fi  en  Dreieck  umschriebenen  Kreises  von  den 
AI  Itte  I  p  u  n  k  t  e  II  meiner  vier  Be  rü  h  r  u  n  jj;  s  k  r  e  i  e»  e  sind  der 
Reihe  nach  gleich  den  cor  re  s  p  o  ii  d  i  re  n  d  e  n  Entfernun- 
gen des  Mittelpunktes  des  dem  Polardreieck  einge- 
schriebenen Kreises  von  den  Mittelpunkten  der  dem 
Polardreieck  und  seinen  drei  Nebendreiecken  umachrle- 
beneo  Kreise»  und  umgekehrt. 

Indem  \\ir  nun  zu  dem  Beweis  der  Gleichungen  (!'),  welcher 
uns  erst  in  den  Bei^itz  des  vor8tehenden  Lehrsatzes  bringen  kann, 
übergehen,  bemerken  wir,  das»  es  nur  nothwendig  und  schon  hin- 
reichend ist,  die  ersten  zwei  derstlljen  zu  verificiren,  indem  die 
dritte  und  vierte  Gleichung  dieselbe  iielation  wie  die  zweite  Glei- 
chung ausspricht  >  nur  in  Bezug  auf  je  eine  andere  Seite  des 
Dreieckes  ABC. 

Beweis  der  Gleichung  Jlfa=  tgrtg(pjf  eder^'frenn  man  fiBr 
M  und  ät  die  Wertiie  aus  (151)  und  (t')  setzt,  dabei  bedenkend, 

dass 

2Sin  ,',öSin  ^6  Stn  ic 

Ist,  Beweis  der  Glelebung: 


.    2  Cos  i«  Cos  i6  Cos  ic    Cos     +  6  +    1 1  +  mi^"  Sin^6Sinlc  ^ 
_  Siiri(M^—  n)  Sin  ,', (nj-c  —  b)S'inl (n^ö  —  c) 

"  1  +  CoB*la  -t-  ComHb  -f  Cos^^c .      2Sin;flSinl6Sin  Ic 
+         2Cosi<iCosi^Cosie  Ä«i(a  +  6  +  c)  . 

•  * 

Wir  fiihren  den  Beweis  durch  Transformation  beider  Tbeile 
der  Gleichung,  das  sieh  zu  beiden  Seiten  als  gleich  ergebende 
jedesmal  weglassend,  bi-s  wir  zu  einer  identischen  (lieichung  ge- 
langen. Um  diese  Transiormation  ausführen  zu  können,  sind 
einige  vorbereitende  liechnungen.  nothn  endig.    Setzt  man  aar 
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AiikfirsURg  .Sio  i(a  -^^^-tfl^^a?»  ^ht  aiU  RtfcUibt  nf  dl«  Gl»!' 
illinK«»(16)  (.iL;  >  -  i 

Si  f  I U6  +  c — a) = + -^i,  f  ^8 — =   +  2^/ - -2^1 , 
folglich: 

K)      Siiii(6-f      a)fißh|(a-f  i»--6)SiDUir-l-6— e)  ' 
worin  man,  well 

bty  statt  auch  setzeo  kann. 

Ferner  ist 

'  <^i<^«==(Cos;aCos;6Cos;c)(CosicSiniaSini6), 

(Cos    Cos  ^6  Cos  le)  (Cos  i6  Sin    Sin  Ic) ,  . 

ir^g  =(Co8iaCo8i6Cos|c)(Cos*aSiD46 SinSc);  ' 

und  wenn  man  diese  drei  Gleich nn^^en  addirt,  dal»ei  auf  die  in 
{.32.  eingeiahrte ,  schon  öfter  mit  Vortheil  verwendete  üezeich« 
uo^  mhtßjL,  so,  erhallt  luans       '  - 

uid  hieraus  fol^: 

(n')       CosU«  +  *  +  c)=  £|£i_i£i_es£l. 

Führen  wir  nun,  unter  Anwendong  der  Gleichen^  (m'),  die 
Buchstaben  ^  auch  *im  zweiten  Theil  der  zu  beweisenden  Glei- 
chttDg  eioy  so  gewinnt  .derselbe  iulgenJe  Geäiait:  ' 

-g(j?  +  2J)^  f  2^:fW2zf'>->2Co8 ;(a 4- 6 4- c) -f  2^f)-^8^>• 
^  —l  4  Cosg;a  -h  Cos^;6  -1^  Cos!;c (n  ^) 
das  erste  Glied  dieses  zweigliedrigen  Ausdruckes  iöt  auch  gleich 
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wefchen  Werth  mao  sich  an  dessen  Stelle  g^steUt  zu  denke»  bat 
Soll  nun  die  behauptete  Gleichung  rtcbtig  «ehi)  «oiiiiM»  weil  dir 

erste  Tlieii  offenbar  gleich  , 

•  i-  '  '  ' 

2^  -  Coe  U« 6    e)  (1 4^  ^) 
isty  folgeede  Gleichung  ideetiBeh  ernflif  Mins 

^        +2^  -  Cwi(a+* + c) + —  —2^1   ^% 

oder  ancb,  wenn  man  mit  2J'  mnkiplicirt: 

Den  Beweis  für  diese  leiste  Gleichung  ki^noen  ifir  anf  fol- 
gende einüicbe  Art  fähren: 

Es  ist  x^J^-k-^^-i-^^—^ ,  folglich: 

setzt  man  in  die  letzte  Gleichung  statt  x  und  diese  Werths 
eboDso  ßlr  2^'Cos»(a 6  +  c)  seinen  Werth  aas  (n')»  m  er- 
hilt  man: 

+  4^ 

— Ces^U-*- Cos^i^ — Ces^ie) =0 

oder 

vnd  diese  Gleichung  ist  als  identisch  leicht  su  erkenneB,  dentf 
man  hat: 

« 

^  ssSin^iflSin^iÄSin^ic  =(l  — Cos*;a)(l^Cos=^i6)(l— Cos«ic)# 
^jt=8iD*l«Coi^iM%is^;e=(t— Cos^n)Cesni^Cas^e» 
Sin»46Cos«UCos*4c=(l— Cos«;6)  Cos«isCos«ic. 
^,«= SiD*icCo8«4oCos^*=(l— Ce^ic)  Ge^nCos^« 

oder 
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•  * 

f 

«wden  nun  die  lefsten  dt«!  Glelcbmigeo  «ddhrt  und  dif)  Sram« 
TOM  der  ereteo  subtrabirt,  so  'folgt  anmittelbar : 

womit  also  auch  diü  am  Eiitgane  diesei^  Paragraphen  aufgestellte 
Gleichung  bewiesen  ist. 

$.72.,  .. 

Bew-eis  der  Gleichung  Mi=tgr|  tg^lfi'  oder,  vrenn  für 
ond  Ml'  die  Werthe  au»  (IffT)  end  ,<i^) -gee^  werden»  dabei 
berOcksicbtigend »  dase 

■ 

ist,  Beweie  der  CSIeicbong: 

2Cosia  Sin  46  Sinie  +  Caai(a  +  6  +  c)  U  -  ^^^J^^^J 
^  Sin  ;(6  -f  c  -  g)  Sin  |(g  4-  c— 6)  Sin     +  6  -  c) 

,  1-f  Cos^^jg  — Cos^'^—Cos«;!?  I    2Sin  . lg  Cos  16  Cos  je 
Vettanscht  man  in  dem  Pruducle 

J  mit  —  also  — ^  mit  ,  so  ändert  sich  dasselbe  nicht» 
denn  der  erste  Factor  bleibt  absolut  derselbe,  der  zweite  verwan- 
delt sich  in  den  dritten,  der  dritte  Factor  in  den  zweien  nnd 
beide  ändern  gleichzeitig  das  Zeichen.  Da  nun  ferner 

b4  dMsef  Vettadaebttn^  ebünfidle  aageftndett  btefbt«  ae  bann  tea 
dfiiMlbe  aueb  Ud  mitai»  Vbeil  der  GWebnig  (nf)  vlvnMbMn^ 
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ohne  die  Gleichheit  mit  dem  enrtmrTheil,  welcher  obigap  PfO: 
ducte  gleich  ist»  xa  störeit»  und  man  erhiUt  sofort  auch: 

(b')       äiu  U6  4^  c— a)  SioUa  -f  c— 6)  Sinl(a  f  6— c) 

worin  maoy  weil  y 

Jd^J^  =2  (Sin    Cos  16  Cos  \c)  (Cos  ia  Sin  ^6 Sin  ic)* 

ist,  statt  AJ^ä^  auch  Ai4^^  setxQn  kannl 

.  Ferner  ist 

AA^  s=(Gos&aSiB^6Sinic)(CosieSiniaSiB|6)» 

Aä^  =(Cos2aSin.l6Sinic)(Co8i6  8iüiaSin2c), 
=(Cos  iaSin  Ib  Sin  le)  (Cos    Sin  i6Sin  \e) ; 

werden  nun  die  zwei  ersten  dieser  Gleichuntjen  addirt  und  hier- 
von die  dritte  subtrajiirt»  so  siebt  man  leicht»  da^s 

AA^^AA^-^A^A^^y^^X^-^^Mifg^b-^c)] 

ist,  woraus  folgt: 

(pO       CosKa-^&-^<?)a  ^»   * 

Mit  Hilfe  der  Gleichung  (o')  erhSlt  der  aweite  Theil  der  au  he- 
wcjsendeä  Gleichung  leicht  folgende  Gestalt: 

2^i)*-4(^4iit-i-  ^/^s-^a^»)(jy— 2^1)4-8^1^ 

%A''x 

.  I  \  Cos«;a  —  Co8«46  -  Cos»ic  5^, 

das  erste  Glitul  dieses  zweijgliedrigen  Ausdruckes  ist  vermöge  der. 
Gleichung  (p')  auch  gleich 

^x{ß --2//J^  -i-  4> { ^  +  Cos 4  6  4-  c)  |  (or ^2^|)  4-  8^^^ 

^  ,T(g  ->ä^i>»    4^*^^?  -f  4z/^  (jr — a^t)  Cos     -f  6  4»  c) 

2^*ap 

=  j3|,(»-arf,)-8Co«l(a+6+c)}. 

und  diesen  Werth  hat  man  sich  an  die  Stelle  jenes  Gliedes  ge- 
setzt zu  denken.  Soll  nun  die  behauptete  Gleichung  richtig  seiny 
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£0  muä«  offenbar,  das  ohnehin  Gleiche  der  so  tranöformirten  Glei- 
chung auf  beiden  Seiten  weglasAend«  folgende  Kefitgleichaog 
identifich  erfüllt  «ein : 

•der  wenn  omh  mit  2^*  mnltipricirt  nnd  das  letale  Glied  traiw- 

portirt: 

x(x^^t) — Co84(a     H- =sl  -I-  Ce8«ia*-Coen6— Coe^c , 

oder  wenn  mao  für  Cos ^(a -|- 6 -|- c)  seinen  Werth  aus  (p')  setzt: 

Wenn  man  bedenkt»  das«  «f-^a+^s*— ^*  niaö 

M  gehl  der  eiale  Theil  der  an'  beweisenden  Restgleicbnng  nun 
iber  in: 

und  wenn  man  hierin  retUieirt,  so  erhält  man  mit  dem  ztveiten 
Tbeii  in  Verbindung  folgende  zu  beweisende  Gleichung: 

^-^4»+  /fa*  +  ^8'+2-^=l  +  Coen«— Ces«ift— Ces»ic. 

Da  nnn  nach  dem  Sehluss  des  vorigen  Pan^aphen : 

iit.^ji=l-.Cos«Sa-Cos«i6«Cos*;c+Cos2iaCos2i6+Ca8»iaCos»ic, 
Ist»  da  ferner 

J''»  =  (Cos  ia  Sin  ;6  Sin  ic)* = CosHa  (1 — Coa«^^)  (1 — Co8a;c) 

i^''ft=aCoa*ia»2€o8>iaCoa2i6— 2CoaVCoa>ic-^2^'* 

ist,  so  überzeugt  man  slcli  ieicht  durch  directe  Substitution,  das« 
dar  erste  Theil  obiger  Restgleicbung  mit  dem  zweiten  identisch 
iBi,  womit  also  nach  unsere  An^gangagleichnng  bewiesen  bt 
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8.7a. 

Oft  mmmehr  die  Giltigkeit  der  Gleichungen  (!')  sich  bewabr- 
iielfet  hat,  ee  gelten  aoch  die  Gleichnngen  (tS8),  (159)  oder  der 
durch  dieeetben  ausgesprochene  am  Scblnese  des  {.  70«  aufge- 
führte Lebrsate.  Die  Gleichungen  (k')  gehen  eonach  über  Im 


(160) 


80  dass  also  zur  Berechnang  der  14  Distanzen  d,d'i 
lis»  V;  «'s.  V;  ^i»  da,  d^',  welche  paarweise  ein- 

ander gietch  sind,  nur  die  Beetinunang  der  7  HilfsgrSesen  Mi, 
itfit  Ml,  M^^  welche  fiberd\|efls  durch  die  ans  (157)  leicht 
nachweiebare  Relation 

auf  6  vermindert  werden  kann»  notb  wendig  ist. 

Dass  fibrigena  d'^^d  ist,  kann  auch  leicht  aus  den  ayotfieti- 
sehen  Betrachtungen  den  {•  47.  gefolgert  werden.  Verbindet  mao 
die  Mittelpunkte  des  dem  Dreieck  ABC  eingeecbriebenen  und 
umschriebenen  Kreises  mit  dem  Kugelmittelpunkt,  so  ist  der  von 
diesen  Radien  eingeschlossene  Winkel  gleich  dt  nnd  da  dieee 
Radien  auf  den  Ebenen  der  genannten  Kreise  senkrecht  stehen, 
so  ist  auch  d  das  fliaass  des  Neigungswinkels  dieser  beiden  Ehe* 
nen.'  Ebenso  ist  d^  das  Maass  des  Neigungswinkels  der  Ebenen 
des  dem  Polardreieck  A'B^C*  eingeschriebenen  nnd  umschriebe- 
nen Kreises.  Da  nun  in  dem  cifirten  Paragrapiieii  nachgewiesen 
wurde,  dass  die  Ebetie  des  dem  Hauptdreieck  eingeschriebenen 
Kreises  mit  der  Ebene  des  dem  I^)lari]reieck  umschriebenen  Krei- 
ses und  umgekehrt  paraliel  ist,  eu  ^ind  die  genannten  Neigungs- 
winkel einander  gleich,  mithin  auch  =z  d.  Ebenso  leicht  lässt 
sich  begreifen,  dass  c/j'  =  ^j  ist.  Es  ist  nur  nothwendig,  sich  zn 
vergegenwärtigen,  dass  das  an  der  Seite  a*  dos  Dreieckes  ji'ß^C^ 

Hegende  Nebendreieck  seinen  Abmessungen  und  seiner  Lage  Meh 
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iu  Polar^reieck  an  der  Seite  a  des  Hauptdreieekes  ABC 
lies^enden  Nebendreteckes  ist.  Die  Eber)<»n  des  dem  ersteren 
Dreieck  eingeschriebenen  und  des  «lein  letzteren  umschriebenen 
Kreises  sind  also  parallel.  Die  Ebenen  des  den»  Polardreieck 
AßC  umschriebenen  und  des  dem  Hauptdreieck  ^iE^C  eingeschrie- 
benen Kreises  sind  aber  auch  parallel ,  folglich  ist  die  Neigung 
der  z^Fei  ersten  Ebenen  gleich  der  Neigung  der  zwei  letzten. 
Diese  j^eigoIlgea  irerden  aber  bemehiiiigs weise  durch  die  sphK- 
lischen  Distanzen  di^  und  d|  gemessen,  folglich  ist  c^i'=d|. 
Die  llbrigeo  GleichaDgeo  in  (158)  und  (159)  sind  aim  von  selbst  klar. 

§.  74. 

Da  das  Perpendiliel ,  w  elches  inaii  vom  Mittelpunkt  des  einem 
sphärischen  Dreieck  iimschriebeiieü  Kreises  auf  eine  Seite  fällt, 
diese  Seite  balbirt,  so  ist  offenbar  der  spbSnsche  Bogen  Di, 
welcher  die  Mittelpunkte  der  einem  sphärischen  Dreieck  und  einem 
seiner  Nehendreiecke  umschriebener)  Kreise  verbindet,  der  Summe 
ofler  dem  Cnterschiede  der  beiden  Perpendikel  gleich,  «eiche  auf 
die  geracirischaftliche  Seife  gefällt  vverden ,  je  nnehdem  die  bei 
den  Mittelpunkte  auf  derselben  oder  auf  entgegengesetzter  Seite 
der  den  beideu  Dreiecken  gemeinschaftlichen  Seite  liegen.  Ist 
diese  Seite  a,  so  ist  das  eine  Perpendikel  p^i  bezelchneD  wir 
das  zweite  mit  Pi ,  so  geben  die  Formeln  (124) : 

i^p,  =db Sin  ia  tg  U^*  +  <  -  ^) ,    tg pj  =  i Sin  la tg U^i  +     -  A). 

oder  statt  der  letstsn  GMcIraog 

tgPi  =  T  Sin  ia  tg ^iA  +     +  C), 

oder,  wenn  man 

m  =  Sin  ia  tg       +  C—     ,   «  =  Siu     tg      +  Ä  +  C) 
setat; 

wobei  in  jedem  Falle  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  nehmen 
Ist»  je  nachdem  der  Mittelpunkt  des  dem  Dreieck  umschriebenen 
Kreises  bezägilch  der  Seite  a  mit  diesem  Dreieck  auf  derselben 
oder  anf  entgegengesetzter  Seite  Hegt  Um  also  aus  diesen  zwei 
Perpendikeln  pi,  Pi  die  Uistana  D^  der  beiden  Mittelpunkte  be- 
stimmen zu  können,  ist  unumgänglich  nothwendig«  über  die  Wahl 
dieser  Vorzeichen  in  jedem  Falle  entscfa^den  sn  kSnnen,  wozu 
ans  di^  feilenden  Betrachtungen  beflifaigen  werden.  —  Ans  dem 
f.  51,  wird  Molettebtead,  dass  der  einem  Dreieck  ii^C  nmsekrte- 
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bene  Kreis  seinen  Mittelpunkt  mit  diesem  Dreieck  »luf  derselben 
Seite  von  a  hat  oder  dass  Dreieck  und  Mittelpunkt  auf  entgegen- 
gesetzter Seite  von  a  liegen,  je  nachdem  A^B     C  ist  Der 

Mittelpunkt  des  dem  an  a  liegenden  Nebendreieeke  umscMebe- 
nen  Kreises  wird  also  ebenfalls  mit  diesem  Dreieck  auf  derselben 
Seite  von  a  oder  auf  der  entgegengesetzteu  Seite  liegen,  je  nach- 
dem A^Bi-^Ci  oder,  was  dasselbe  Ist»  je  nachdem 

ist.  Man  hatte  also,  um  über  die  Las?e  der  f^enannten  Mittel- 
punkte, respective  über  die  Lage  der  beiden  Perpendikei  |^ »  Pi 
ZQ  entscheiden»  folgende  vier  F&Ue  au  discutiren: 

1)  + C  uiid  ^  +  C<2.180», 

2)  A<,B^C  „    ^  +  ß  +  C>2.180o, 

4)  A^B^C  „   il-fi^-f  C>2.180»» 

von  welchen  sich  jedoch  der  vierte  als  unniuglicb  erweist.  Denn 
Ist  A>B  +  C,  so  ist  %d>A-k^B^  C,  folglich,  da  A  stets  Uei- 
ner  als  180^  ist,  um  so  mehr  ^-^B^^  C<2.180^  so  dass  die 
Anzahl  der  za  betrachtenden  Fälle  mit  dem  dritten  abgeschlos- 
sen ist  Gehen  wir  nun  diese  drei  Fälle  der  Reihe  nach  durch« 

Erster  Fall.  Der  Mittelpunkt  des  dem  Hauptdreieck  um- 
schriebenen Kreises  liegt  mit  tlicsem  auf  derselben  Seite  von  a. 
Der  Mittelpunkt  des  dem  an  a  liegenden  Nebendreiecke  umschrie- 
benen Kreises  liegt  mit  diesem  auf  derselben  Seite  von  a.  Die 
beiden  Mittelpunkte  liegen  sonach  auf  entgegengesetzten  Selten 
von  a«   Also  ist 

tgi?i==4m,   tgVi  =  — w  und  Di=zp^^p^, 

Zweiter  Fall*  Der  Mittelpunkt  des  dem  Hauptdreieek  um- 
schriebenen Kreises  Hegt  mit  diesem  auf  derselben  Seite  von  a. 
Der  Mittelpunkt  des  dem  Nebendreieck  an  a  nmschriebenen  Krei- 
ses liegt  in  Hinsicht  dieses  Dreieckes  auf  der  entgegengesetstwn 
Seite  von  a.  Die  beiden  Mittelpunkte  liegen  also  auf  derselben 
Seite  von  a,  und  zwar  auf  derjenigen  Seite,  auf  welcher  das 
Hauptdreieck  liegt.   Also  ist 

tgl>i  =  +n  und  Di^sipi^Pi, 

nicht  — pi,  wie  sich  auf  folgende  Art  zeigen  lägst:  Weil 
AKBi^C,  so  ist  il+iff-hC<2(i^f  C),  also  auch  iae<»<2(i?^C) 
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•der  90o<ir-f*C;  da  aber  A  atets  klainer  ala  VW  iat»  aa  tat 
iä  <  und  alao  nm  ao  mehr  lAK.B-i-C.  '  Zieht  mao  dieaa 
RelatioD  rea  AzsA  ab»  ao  folgt  ß-^C^A,  alao  um  ao  mehr 
W>>Ä+C— ^,  90o>i(^+C- J).   Es  ist  albo 

;{Bt€-A)^l^, 
woraus  eröichtlich,  dasä  dieser  Bogen  im  ertöten  Quadraoteu  Uegl» 

Aoa  der  Voraaaaetoftng  Ai-B-^  ^  < 3.180»  ^<^'8<* 

HA  +  Ä  +  6")  ^  2W* 

tioraus  ersichtlich  ist,  dass  dieser  Bogen  im  dritten  Quadraaten 
liegly  wahrend  der  Bogen 

HA  +  Ii +  O-l80<i>^ 

in  ersten  Quadranten  liegt  uTid  mit  dem  unmittelbar  vorbergeben- 
deo  dieselbe  Tangente  bat.    Die  beiden  Bogen 

liegea  daher  beide  im  ersteo  Quadranten  und  man  darf  alao  aua 
der  von  aclbat  eraicbtlicben  Relation 

C-  A)>      +  ^  +  C)— 180«» 

auch  aehlleaaan»  daaa  die  Tangente  dea  ereten  Bogena  grüaser 
iit  als  die, Tangente  dea  xweitan»  mithin  bt  auch: 

tg4(Ä4C-^)>tg4(^  +  Äf  C), 

und  Ulli  i»ü  mehr»  da  Siuaa  stets  positiv  und  kleiner  aU  l  ist» 

Dritter  Fall.  Der  Mittelpunkt  des  dem  tiauptdreieck  um- 
schriebenen Kreises  liegt  in  Hinsicht  auf  dieses  Dreieck  auf  der 
entgegengeaetsten  Seite  von  a.  Der  Mittelpunkt  des  dem  Neben- 
dceieck  an  a  umachviebenen  Kreises  liegt  mit  demaelben  anf 
einerlei  Seite  von  a.  Die  beiden  Mittelpunkte  liegen  aonach  auf 
derselben  Seite  von  a,  und  zvrar  auf  derjenigen  Seite»  auf  wel*  \ 
eher  das  Hauptdreieck  nicht  liegt»  also  auf  der  entgegengeaetx* 
teo  Seite  ala  im  sweiten  Fall.  Alao  iat 

lg|»i=— m,  .tgpj=— H  und  D|  =1^4 —1^1, 

■kbt  Pi  —  Pi,  wie  anf  folgende  Art  einleuchtet:  Well  J>Ä^-C, 
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io  i6l  %A>A-^B-i-  C>  1800,  aUo  um  so  mehr  J^öO»,  folglich 
B<W»,  C<W>s  und  d«Biiiaeh  web  A^B-'C<W^»  «o  dm 

im  ersten  Quadranten  liegt.  Ferner  ist  der  VorauBeetiuDg  nach 

«i  +  B  +  QjJS*'* 
00  daaa  dieeer  Begen  im  zweiten  Quadranten,  aber  jener 

im  ersten  Quadranten  liegt  und  mit  demselben  einerlei  Tangente 
bat«  nur  mit  positivem  Vorzeichen.   Da  nun  augenscheinlich 

180O  -  i  ( ^  +  B  +  C)  >  U  ^  -  Ä  -  C) , 

so  besteht  dieaeibe  Relation  awischen  den  Tangenten  dieaer  Bo- 
gen».d,b.  ea  Ist  — fi>  -m,  folgUcb  um  so  mebr  .  , 

tgvi>tgpi,  Pi>Pf 

Bedient  man  sleh  'snr  Berecbnnng  TÖn  tgDi  aus  ig$fi,  tgpi  der 
bekannten  Formel: 

tga?  +  tgy 
tg  (d?  J:3f)  =  f^tgügi ' 

so  findet  man  in  allen  drei  Ffillen  gleich: 

so  dass  mau  nur  nothig  hat,  die  Rechnung  für  einen  dieser  Fälle, 
z.B.  fiir  den  ersten  durchzufuhren,  um  eine  für  alle  Fälle  giltige 
Formel  zu  erhalten.  Dieses  soU  nun  geschehen.      .  . 

Weil  befcannflich 


*»^"*S3f-0os^Cosv' 


Cosy 

» 

so  wird 

^.  ,   SloA   

oder  auch»  wenn  man  bedenkt,  dass 

.  —  Cos  HA  +  +  C)  Cos  i(ß  C-A):=2  Sin«ia  Sin  B  Sin  C 
ist: 
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~  SioiaSlaBSiiiC* 

Ferner  Ist 

1  -J-  nm 

,  Co»l(i<-|>^4'C)CosMg4C-^)  Siii4(iH>ll40Siiii(iH- C-A} 
~*  SiDi?SiiiC  •  Cosi(^+Ä+C)Co«i(Ä4C-il) 

oder 

-  .          Sin    Sin  C— Sin  KAj^Bj^  C)  Sin  i(B  j- C  -  A) 
=  SinBSiüC  • 

indmit  Rücksicht  aof  die  feigende  allgemeine  goniometrisebe  Formel: 

Sioy  Sin  i = Sini(«-f y4^z)8inü(y  f  a?)-|-Sioi(d;<f2— ;y)SioU«4-y— : 

S\nHA  •^C-B)Sml(A-l-B^C), 


1  -f  m«  = 


Sin^SioC 


eeCit  man  nun  die  für  m  —  n  und  1  -f  ff*^  gefundenen  Wertbe  in 
im  obigen  Ausdntcic  fär  ig  Oi^  so  erbiit  man  mit  Lelcbtiglieit: 

 Sin"^   1  


tgU,= 


und  ebenso 
SinB  1 


Sini6  Sini(/>f  6— .^)Sini(^4+/>-Q 
Sin  C   1  

*«*^»-Sinie'  Sioi(Ä+C-i<)Sini(2l+e=S) ' 

wobei  und  Df  die  analogen  Diatanzen  des  Mittelpunictes  des 
den  ilauptdreieeb  umsebriebenen  Kreises  von  den  Mittelpunkten 
derjenigen  Kreise  beaeiehnen,  welebe  den  an  b  und  e  liegenden 
Nebeadreieeken  umai^rleben  sind. 


§.  75. 

Beaeichnen  wir  die  Entfernungen  des  Mittelpunktes  des  einem 
•pbiiisehen.  Dreieck  eingeschriebenen  Kreises  von  den  Mittel* 

punkten  der  seinen  drei  Nebendreiecken  eingeschriebenen  Kreise 

»H  Dl,  D.,,  so  dass  diese  Distanzen  mit  der  Reihenfolge  der 
Seiten  a,  ü,  c  einerlei  Ordnung  befolgen,  so  haben  uir  in  9. 
gefuQden : 
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  Sina  ]   


—       Sin  6   1  • 

^ — C5»Iä  Co«  Coa  i(a+6— c)  * 

♦  n  —  J1!E£.   _i  


Bezeichnen  wir  die  ähnlichen  Diatanzen  für  das  Polardreieck» 
mit  Beibehaltung  deveelben  Ordnung,  mit  Di  ,  DJ,  DJ,  so  er^ 
bäll  nan  dieaelben  ana  den  Yoratebenden  Gleicbnngen  offenbar, 
wenn  man  alle  im  ^«weiten  Thell  ?orkoninienden  Bnchatalien  mit 
Strieben  veraiebt  Gebt  man  alsdann  mit  Hilfe  der  l»ekannten» 
in  {.  16.  aufgeführten  Relationen  von  den  Selten  and  Winkeln 
den  Polardreleckea  auf  die  Selten  und  Winkel  den  Hauptdreieekee 
aurfiek,  ao  ergibt  sieb; 

♦  ns^^—  !  

tg^i  -  SiDia'Sini(^f  C-il)SlnUi<-|-i^-C) ' 


Sioi6'Sini(^-fC-^>2:»in;(^+^-C)' 
^  SInC  1 


Sinic'Sini(i?+  C—A)  Siui(^+  C^B)  * 

Verglelcbt  man  diese  Ausdrücke  mit  jenen  (IdS),  so  sldit 
man»  dass 

(164)  A'  =  D,,  />.'=D.,  X^i  =D,' 

Ist,  und  da  von  den  swel  Dreiecken  ABC  und  A^&C*  immer 
eines  als  das  Polardreieck  des  andern  xu  betrachten  ist,  so  ist  auch: 

(165)  A  =  »i'.  D%~1iJ.  ih==\^'; 
es  gilt  daher  folgender 

Lehrsatz.  * 

Die  Entfernungen  des  Mittelpunktes  des  einem 
sphärischen  Dreieck  umschriebenen  Kreises  von  den 

Mittelpunkten  der  seinen  drei  Neben dreiecken  um* 
schrlebenen  Kreise  sind  der  Reihe  nach  gleich  den 
Entfernungen  des  Mittelpunktes  des  dem*  Polardrei- 
eck eingeschriebenen  Kreises  von  den  Mittelpunkten 
der  seinen  drei  Nebendreiecken  eingeschriebenen 
Kreise,  und  umgekehrt. 
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III. 

Neuer  Beweis  des  yoq  Herrn  Granert  in  der  Ab- 
handlang: 

Das  sphärische  Dreieck,  mit  seinem  Selmen- 
dreieckyergUchen,  mit  besonderer  Rocksiclit auf 
Geodäsie.  Neuer  merkwürdiger  Lehrsatz.  Ar- 
chiy.  m  XXV.  8. 197. 
gegebenen  Theorems. 

,..<.    - ' ::  Von  ^ '     t.    i  ' 

•  .  .  .  ..... 


In  der  vorhergehenden  Abhandluni»  haben  wir  in  §.  44.  zur 
Berechnung  der  Winkel  A,  b,  C  des  einem  sphärischen  Dreieck 
ABC  entsprechenden  Sehoendreieckes  ans  den  Elementen  des 
qihiriscben  Dreieckes  anter  andero  folgende  ailgemeio  gUtige 
Formeln  aufgesteilts 

Cos  A  =  Cos  1  a  Cos     — 1£) , 

Cos  B  =5  Cos  ;6  CoB(B—is), 

Cos  C  =  Co8  leCos  (C—  1»). 

Ans  diesen  Formeln  lässt  sich  nun  mit  Leichtigkeit  Herrn  G ru- 
ner t's  Theorem,  welches  sich  auf  ein  Dreieck  mit  sehr  kleinen 
Seiten  bezieht  und  von  demselben  a.  a.  0.  auf  andere  Art  ent- 
wickelt worden  ist»  ableiten«  was  im  Nacbfolgeodea  gezeigt  wer- 
dii^oU. 

Ans  der  ersten  der  obigen  Gleicbongen  folgt; 

Sin*A  =  1— Co82;aCo8*(4— ie) 

•der 

Oigitized 


90  Vnfifäingtr:  Zu  Srunerti  AtkanOkmi: 

SlnUasSiii^il  -  4«)  +  8lii«4aCoa  V— 

ebenso  ist 
mitbin 

(SinAV     Sm^jA—le)  1  f  Sm^lflctg^M  — lg) 

oder  mit  Vemafiblteigung  von  GrSssen,  welche  Id  Beiag  auf  die 
Seiten  des  sphSrischen  Dreieckes  von  der  Werten  OrddUDg  bfaids 

SlifB— Sin(B— 4«)  l  +  46*etg«(Ä-l«) 

=  11  +  |a«ctg*(^-ie)Ul-JÄ«etg«(ir-lt)l 

Well  il— 4«=t(J— W-ie,  B-i5  =  (B-U)— 1»  ««^  « 
Bezog  auf  die  Seiten  des  sphSrlseben  Pteleekee  vod  der  zweiten 
Ordnuug  ist,  äo  ist  bis  auf  i'rösfijll^  der  vierten  Ordnangs 

Sln(i<— 4f)=Slo(il—i«)  -  UCosU— i«), 

Sln(Ä— 4e)=:Si«(Ä~W  ~i«Cos(Ä-lc); 

■rftbin  mit  deflMMlbeii  Grade  der  Genauigkeit; 

Slp.U-4g)l,Sin(J— Ifi)  1  — i£ctg(^-l6) 
Sin(Ä-4i)~öro(fi-W '  l-4«ctg(Ä-.i€) 

Es  ist  daher  auch : 

oder  bis  auf  Grossen  der  vierten  Ordnung; 

+  ia«ctg«(il- W^16^  etg«(Ä- Je) 
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Weon  maD  dud  bedenkt,  daee  mit  Vernachliasigung  von  Gröe- 
8VÜ,  weiche  beiflgileb  der  Seiten  den  aphftrisehen  Dreieckes  von 
der  vierten  Ordnung  sind : 

^     ^  SiaBSiüC*  ^^^SiuAS'iuC 
Ut,  vreuQ  man  ferner  zur  Ahkürzuog 
Jir=  ctg(^  -  i£)  -  ctg(Z^ — 4fi) , 

^ — Sin Ä  Sin  C 8ln Sin  C 

•etit»  so  wird 

SinA  SinC^-jg) 

StaB  =  8in(l7-.if)  ^ ^  -  i'^^ ~~  • 

«Ad  die  Gleichung 

SinB""Sin(^— Ae) 

wird  bis  auf  Grössen  der  Tiert^n  Ordoung  richtic^  sein,  nenn 
M—N  bis  auf  Grossen  der  zweiten  Ordnung  gleich  M^li  ist« 
Bb  aof  jQrliiisen  der  iw^iten  Ordnung  ist  offenbar: 

^     ^'^        Sin  J  Sin^ 

^""SiniBSitt  C^*  ^""ShiiiSine  ^  ^  ^ 

CosM—Cos^^  8inU-i?)Sin(J-f-B1 
"^SinJSiaßSinC  Sin^Sin^SinC  ' 

oder  weil  genau  ^  +  1800-(C— f),  8in(i44-^)=Sin(C— c), 
bis  anf  Grossen  der  zweiten  Ordnung  iSio(il-f  jS)  =  SinC»  mit- 
hin aoch 

wodurch  die  obige  Gleichang  verificirt  wird.  In  Bezug  auf  alles 
daraus  Folgende  verweisen  wir  den  Leser  auf  Uerra  Grunerl's 
Abhandlung. 
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IT. 

Zur  Anflotong  der  Gleichung  x*^y^^%^  in  guisen 

Zahlen. 

Von. 

Herrn  Sturm 

in  Begeutburg. 


Nachstehend««  hat  den  Zweck,  auf  den  ZneammenliaDg  hiD- 
snwetcen,  in  vrelcbem  die  der  to  Rede  stehenden  Gleichung  ge- 
Dögendeo  Zahlen  za  den  Dreieckszahlen  stehen,  was  meines  Wii* 

fiens  noch  nicht  geschehen  ist  Ich  gebe  hierbei  von  folgender 
Lösung  aus.  ^ 

Es  sei  2ta-f-l  irgend  eine  ungerade  Zahl,  so  Icann  sie  in 
die  Differena  aweier  Qnadrate  ▼erwandelt' werden»  denn  es  Ist: 

Es  wird  ann  2m -|*]  ebenfalls  eine  Quadrataahl  sein,  wenn 

2m  +  l=(2n-^l)'  gesetst  wird«  woraus  ms=i2»(n-{^l)  folgt,  und 
sofort  s 

(au  +  !)•  =  C2n(ii  + 1)  +  D«  -  (2»(n  + 1))« 

oder: 

I.  (3«  +  D«  +  (4?^^)«= (4!i^+ 1)«. 

Lassen  wir  3  als  die  erste  ungerade  Zahl  gelten,  so  kdonen 
wir  die  GLeichusg  1.  so  aussprechen: 

Die  Summe  der  Quadrate  von  der  nten  ungeraden 


Digitized  by  Google 


Sturm:  Zur  Auflas,  der  deich.  in goi»,  ZaMen.  93 

Zahl  und  der  i^ierfachen  e  bensoviel  ten  Dreieckszahl 
ist  gleicli  dem  Quadrate  eben  dieser  um  1  vermehrten 
vierfachen  Dj-eieckszabl. 

Ist  2i9i-f  1  ein  Prodnkt  aus  twei  anderen  angeraden  Zahlen» 
•Iso  tm^  1  SS 4 1)  (!;lq  -f  1)»  wo  ^  </>  sein  eell,  ee  Ist  aacli 
eineni  bekannten  Satse: 

« 

oder 
ttid 

Das  Produkt  (!^P'\'\)(^q-\-\)  wird  eine  Quadratzahl»  wenn  in 
Uiin  4-  2ifi  statt  q  und  2»'  -|-  2»  statt  |»  geeettt  wird ;  man 
«hllt  sodann: 

Es  hat  nicht^ie  mindeste  Sehwierigkeit,  anf  analoge  Weise 
(2n<f  1)3(2^  +  1)2(29  4-1)*  in  die  Differeas  sweler  Quadrate  zn 

verwandeln;  es  soll  jedoch  davon  Umgang  genommen  werden,  da 
das  Vorstehende  genflgt,  um  den  Eingangs  eri^äliüteu  Zusammen- 
häog  sehen  zu  lassen. 


94       Siurm:  Zur  Theorie  der  periodischen  De%imalbrüche, 


Zur  Theorie  der  periodischen  Dezimalhrfidie. 

Von 

Herrn       B,  Siurm 
in  Rngeaabnry« 


Selbst  die  beeten  Lehrbacher  haben  eine  Darstellung  der 
Verwandlang  periodischer  Dezimalbrüche  in  gemeine,  die  ein  höchst 
fiberflflsstges  and  den  Anftnger  aar  belästigendes  Element,  näm- 
lich die  unendliche  Reihe,  ehiföhrt  Es  Ifisst  sich  aber  dieser 
üebelstand  leicht  Termelden,  wenii  man  gleich  von  Tcrn  berehl 
bei  der  Vemandittng  gemeiner  Brdcbe  In  Deximalbrfiche  den  Rest 
mit  in  Betracht  ^eht. 

Es  sei  ^  irgend  ein  fichter  Brach ;  wird  er  In  einen  Desi- 

malbruch  verwandelt  und  werden  dabei  n  Dezimalen  berücksich- 
Ugt»  so  Ist;       .  ^ 

a  ** 

wo  r  selbstverständlich  den  Rest  bezeichnet.  Ist  nuu  der  Deiimai- 
brneh  ein  periodischer,  so  ist  r=a,  und  sofort: 

5'=0,«j5y  ....  ^vir 

oder 
und 

a  /  lO»  \      aßy....  UV 

^  =  0,  aßy....  <*v  X  (^ijjrZiy       10»-1  * 

Selbst  für  solche  Schüler,  die  den  Gebrauch  allgemeiner  Zahl- 
leicheo  noch  nicht  kennen,  hat  das  so  eben  dargelegte  Verfahren 
nicht  die  mindeste  Schwierigkeit;  ich  verfahre  beim  Unterrichte 
solcher  Scbfiler  g«rohnlich  so : 
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Zähler     ,       .    ,     .  ResJ  ^ 
N2Ü^ = 1  Deaimale  +  -  jj- :   enner ; 

ZShIer     « .    ,     .  Rest 
jj^=3  Deiimaleii  +^:N«iiier; 

Zähler     « Tk   •    1     .  1VT 
f5jjj^=3  Dezimalen  +  jjgjiNenneri 

II.  8.   f.  *  H 

Ist  nun  der  Dezimaüiruch  ein  periodiscber«  und  hat  die  Periode 
I.JB«  3  Ziffern « ,00  ist: 

Zähler      Periode  .  Zähler  „ 

•der 

Broch  +  Bracht 

woraae  auf  der  Stelle: 

Periode 


Bruch  =  ^ 


Ueber  die  Besdmroaiig  jener  drei  .  Gleichungen ,  welche 
dienen,  aus  gemachten  Ablesungen  am  Limbus  eines 
Winkelinstrameiites   die  Exceniricität  deeselben  ra 

berechnen. 

Von 

Herrn  Tht^dor  Andres^ 
kmlu  Hanplmann  im  16I«b  Linien •iDfimtorU-RegiDeato  an  Prag. 


Um  0her  die  GrSase  der  Excentricität  einea  WlDkellnafra* 
Mtea,  welchea  deshalb  mindeateaa  mit  awei  dlameofral  gegen- 
äbov  liegenden  NoDieaTeraeheo  aeinmvaa,  AufachluBS  aa  erbaltesj 
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96  Andres:  Veö.  die  Bestimm,  jener  dt  ei  Gleich,,  welche  dienen,  aus 

stellt  man  bekanntlich  den  einen  Nonias  beispielsweise  nach  iiod 
nacb  auf  a<>,  aO^»  W        bis  auf  (n-l)— .  wo  in  dleaero  Falle 

n=12  ist,  und  liest  die  gegenüberliegenden  oder  auch  alle  vier 
Genien  ab. 

Uiedorcli  erhSit  man  n  Gleichungen «  welche  jedoch  nur  drei 
Unbekannte  enthalten.  Diese  werden  aus  jenen  n  Glelchangen» 
wie  dies  BrQnnow  in  seinem  Werke  Aber  sphärische  Astronomie 
angab,  gleichsam  durch  einen  Kunstgriff  bestimmt.  Es  ist  jedoch 
nicht  schwer,  zu  erkennen ,  da^s  diese  drei  Unbekannten  eigent- 
lich gefunden  werden  sollen,  indem  man  jene  n  Gleichungen  der 
Methode  der  kleinsten  Quadratsiimmc  unterzieht.  Indem  ich  letz- 
teres that,  erfjielt  ich  dieselben  Fortntdn  wie  der  ^^(  nannte  Autor, 
und  indem  dies  vielleicht  manchen  Leser  dieses  sehr  verbreiteten 
Journales  interessiren  dürfte,  so  erlauhe  ieh  mir  zuerst  in  Kurze 
die  Entwickeliinsf  jener  n  Gleiefumgen  zu  geben,  um  dann  zn 
zeigen,  wie  Brünnow  und  wie  ich  zu  jenen  Endgieichungen 
kamen,  aus  welchen  die  erwähnten  drei  Unbekannten  gefunden 
werden. 

Es  sei  in  Taf.  1.  Fig.  4.  O  der  Mittelpunkt  des  Limbus- Krei- 
ses, O'  jener  des  Nonius- Kreises,  und  es  sei  der  Winkel  PO'A* 
gemessen;  so  ist  die  Lesung  bei  A'  nicht  die  für  den  Winkel 
A'O'P,  sondern  entspricht  dem  Winkel  A^ÜP.  Wäre  keine  Excen- 
tricität  vorhanden,  d.h.  wäre  00^~  f  — 0,  so  hätte  man  Winkel 
AOPs=^A^O*P.  Nennen  wir  nun  den  Halbmesser  des  Limhus 
OP=iTp  und  die  bei  P,  und  A  gemachten  Ablesungen:  a\ 
und  a,  so  haben  wir: 

AR  =  rsin(a' — p)  =?  ii^0^sin(a — p) 
und  > 

0'Ä  =  rcos(a'— />)  — ^  =  ^'0'.cos(«— p). 

Die  erste  Gleichung  mnltipücirt  mit  c<»s(a^--p)» 
„   Bweite     „  „         „  8in(o'— p) 

und  dann  die  untere  von  der  oberen  abgezogen;  ferner: 

die  erste  Gleichung  multiplicirt  mit  sin(a'— p), 
„   aweite      „  „         ^  co8(a'-p) 

und  beide  Gleichungen  addirt,  gehen: 

il'0'.sin(a— aO'=««ln(a'-p}*  ....  (I) 
il'0'.cos(o— a')=  r  — ccos(a' — p).  .  •   ♦  (2) 
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gemacM.  Aödes,  am  limAus  eines  Winkeiimtrum  »  eU*  %u  öereeAften.  97  . 

Die  Gieichuog  (1),  gethetlt  durch  (2),  giUt: 

'  e  - 

-  sin (o'— />) 

tai»g(a— <iO=— -^^^  . 

1— .-cos{a'— 


e«2 


ironuiB 

(a--«f)=;8in(a'--;?)4-  4;2.8in2(a'-p)4-r8.sm3(ü'--/.)+....  *) 

Vernachlässigen  wir  aber  schon  die  zweite  Potenz  der  immer 

« 

e 

•ehr  kleinen  Grösse      'so  genügt: 

4  ^ 

(a— aO"  =  l .  sin  (ö'  -     .  206264-8,. 

oder,  ^«200264-8    £  gesetst : 

a  s  a'  4-  e  sin  (a' — p)  (3) 

Ebenso  bat  man  fütr  den  gegenfiber  liegenden  Iiionius 

b^b\-{-  %s\n{b' — p)\  «  *  (4) 

somit  (4)  —  (3) : 

6:-a  =  6'-a'4^2€.  coa(l(a'  ^  b*)  — |»)sln  U^'  -  a').  (5) 

Liegen  die  Indexstriche  der  Nonien  1.  und  IL  nicht  genau  180" 
fon  einander  entfernt,  sondern  180" -fo«  so  dass 

ist,  m  geht,  wenn  luan  bedenkt,  dass  {0'  —  a' )  immer  sehr  nahe 
~löO%  und  somit  sin  — a')  =  1  «iMi  b'^a'-{  \^  gesetzt 
werden  kann,  Gleichung  (5)  über  in: 

oder, 

b'r-a'  — 180<>=  gesetzt  ^, 

2ecos»=     „      z  und 

o  ...  (6) 

fft  =  a -|- xsino' —  ^co8a^ 

8teltt  man,  wie  bereits  erwähnt,  d^n  Nooius  1.  nach,  und  nach 

360  ' 
auf  0 ,  30,  60, . . . .  (« — 1)  •  —  Grad,  so  erhält  man  ioigesde  i<  (hier  12) 

CÜeichmigen : 

*)  8ieh«  Encks's  Roihen-Entwieksittageii :  Atlreoomlsche  Nadiricb- 
iMi  8.Mt.  oder  BrAsnew.*«  Asttosomie  S.  90. 

TheU  XXXIII.         .  T 
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Aus  diesen  Gleichungeo  (7)  werden  nun  in  dem  oben  citirten 
astroDoraischen  Werke  die  drei  Unbekannten  f  und  y  auf  fol- 
geude  Art  bestimmt 

Addlrt  1D8D  die  GliBichangen  (7) : 
1.   wie  sie  sind, 

%  Indem  man  die  erste  mit  cosO^»  die  siveite  mit  eesSO*'  n.  «• 

3.      „      „    „     „     „  sinO®,  „      99      9f  9\nZ0^  »  $, » 

früher  multiplizirt,  so  bekommt  man  mit  Berücksiebf^img  der 
bdwpnten  periodischen  Funktionen,  dass  uemiicb 

S      (sina?>=Ü;         £      (co8«)  =  0; 

»SSO*  «»O* 

,=(1.-1)— 

Z  (8iBxcosar)=U; 

2;       (sin<ai)s       i:       (cos»«)  =5 

Ist,  wenn  n  eine  in  300^  ohne  Best .  tbellbare  Zahl  bedeutet,  fol* 
gende  Bestimmnngs  >  Gleichungen : 

fttt=fto•^f»so4'f«eoH-  — f^o  allgemeine 


so 


=  fi^coeO^ -l-  Ho co830^ ....  (»«MCOsdSO^  oder  allgevMlii 

=       J5  (/4,coßa;), 
in«  =  |ioslnO<»  +  f«8o«">9^  •    |«aso6ii^330o  ^jer  allgemein  ^ 

SS        27  (|ixsln«/. 

XasO^ 

« 
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ffmiu^t,  Uiei,  am  Lim^us  eines  Wtukelinsirum  ,  €(c.  %n  öenehmh  99 

Ich  ging  aber  bei  Entwickeluog  4ie4er  ilrei  Best^inmungsglei- 
cbangeo  (8)  folgenderniassen  vor. 

Die  Aasdrucke  fi^t  fisu  sind  mit  Fehlero  behaftet,  welche 

vom  Ablesen  und  der  niclit  absolut  richtpgeKi  Tbeilttug  berrfllireii.  Be- 
sdchnelch  dieselbei  wie  gewöhnlich  mit  i»o,  «so  ' 

•  *  *  * 

•  #  A  * 
«  #  *  ■ 

•  •  •  • 

*  '  *  *  t  * 

l»f  +  e^  Ätt  +  tsin^— jfcosfO, 

wenn  ich  .(n— 1).         mit     beaselcline.  Hieraus  ergibt  sich 

tf^a^^  i«slnW+y?ces*Oö  +  fto"  f  2«f  sinö*— ^«ycosO»— 2«fio 

---^^rin  a0iV!os3a<^2/i3o2sin3CK» 

[  +2^iw^cos30«», 

* 
* 

rj»*  s:a< -f  x^sinV  ^ ^^cos V "f        2ozsin«<'  —  Siviy COS0<>  —  2«fc^ 

—  2^z  sin  ß*'  coe  i^^ — 2fi^x  sin 
+  2f*^y  cos  V**. 

Es  ist  somit  die  Sattme  der  Quadrate  von  e,  die  ich,  wie  üblich, 
4ttreb  [o^]  anzeige: 

1 

-  2i(|ioslnao  +  ^<,5m30o  +  ;ieo6io6üo  ....  -f^*^ sin ^«)? 

+  2y  (f4y  cos 0« + ffao cos30<»H-fi^o  ^sW* . . . + ^*^co8  q^)  / 

Um  nun  die  wahrscheinlichsten  Werthe  flir  jr  und  z  su  er- 
langen» hat  man  bekanntlich  (9)  natih  %  und  jf  an  differenfUreti 
and  die  parziellen  Differential -Quotienten  gleich  0  sa  setaen. 

Dies  gibt  endlich  mit  Berücksichtigang  der  oben  angefiBhrten 
periodischen  Funktionen,  indem  leb  die  CoelBcienten  von  %i  imd 
2y  mit  A  und  B  beaeichne: 

I 
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IQKi  Andres:       die  ßesiimm,  Jener  dreißieieA^  i^ieMe  dievm,  aui 

welche  Gleichungen  mit  jenen  (8)  vollkommen  übereinkommen. 

Diese  Uebereinstiminung  röhrt  aber  daher,  dase  Dr.  Brün* 

now  in  seinem  angeführten  Werke  durch  Anwendung  der  bei  (7) 
Operationsweise  im  Grunde  nicht«  andere«  gethan, 
als  sich  dadurch  auf  schnellstem  Wege  die  sogenaanten  Normal- 
gleichnngen  gebildet  hat  (siehe  Gleich.  (10)),  ohne  auf  die  SStze 
der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  zurückzugehen,  wodurch  zwar 
Nichts  an  Richtigkeit,  wohl  aher  immerhin  Etwas  an  gründlich 
wifisenachaftUcber  Strenge  der  Ableitung  verloren  ging. 

Ea  erhellet  dies  ferner  deutlich  aua*  folgender  allgemeiner 
Betrachtnngaweiae : 

Besteht  awieehen  der  beobachteten  GrOaae  F  und  den  Unbe- 
kannten X,  y  und  z  die  Relation 

worin  a,  b  und  e  beatlmmte  Werthe  haben,  und  man  hat  mehr 
als  drei  Beobaehtnngen  gemacht«  so  hat  man,  wie  dies  bekannt 
ist,  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  und  bei  der  An- 
nahme, die  Beobacbtungeo  seien  von  gleicher  Genauigkeit,  fol- 
gende Bestimraungs -Gleichunji^en  (siehe  z.  B.  Dr.  J.  Dl  enger  s 
„Ausgleichung  der  Beobachtungsfehler"  S,  18.): 

[«6>  +         +  [6c>  =  L^F],   >     .   •  (11) 
[ac]x  +  [bc]y  +  [c^]x  =  [cF].  I 

In  unserem  vorliegenden  Falle,  nach  den  Gleichungen  (7),  bedeutet 
Fift;  2:2;   e:l;   6:— cosa'  und  cisina'; 

und  man  hat: 

[6«]  =  j,  CacJ^O,  [6i'J=-l.(fioCosU«  +  <*aaC0830^...)=T^' 
tc«l=:',   [Äc]«0,  [cFlÄÖ,p»h,0«^+^o»io30»  +  :...)==  +  i^; 
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§macAt.  Abies.  am Umötis eines  \VinkeUns(rum.,ete,9at berechnen.  IjOl 
somit  (II)  übergehen  in  : 

ar5=  .  J60'' 

H  « 

«3f=— ^  =  —  (*i*co«a:), 

so  wie  oben. 

Diese  Ausdrücke  [a^],  [nU],  [cic]  ....  u.  «.vr«,  welche  hier  direkte, 
sind  bei  (7)  durch  die  dortselbst  angefiihrten  drei  Operationsarten» 
io  Folge  der  Eigenthumllchkeit  der  dadurch  entatehenden  trigono- 
netrischeii  Reihen»  indirekt  entwickelt»  und  ohne  dasa  man  sich 
Wwuaat  iat«  biedurch  der  kleinsten  Fehler  -  Quadratsumnie  Genifge 
geleistet  an  haken. 

♦ 

Schliesslich  erlaube  i«  h  inir  noch  zu  zeigen,  vi  te  ich  für  die- 
sen vurliegerHleii  Fall  die  Forniela  entwickelte,  aus  welchen  man 
unmittelbar  die  verächiedeoen  wahrscheinlichen  Fehler  berechnen 

Bezeichne  ich  den  wahrscheinlichen  Fehler  einer  Beobach- 
Img  Tom  Gewichte  =1  mit     so  ist  hekanntlicb 


/=:ÜÖ7448y^^^,  (12) 

worin  V)  die  Anzahl  der  bestimmten  Unbekannten ,  hier  also  drei» 
und  n  jene  der  gemachten-  Beobachtungen  bedeutet 

Sonach  erhalte  ich  liör  den  wahrscheinlichen  Fehler,  welcher 
beim  Ablesen  eines  Nonius  bee^angen  wird,  und  v\  elcher  theils  von 
<)er  Unrichtigkeit  Im  Ablesen  und  theils  von  der  nicht  ganz  rieb- 
ligea  Theiloog  herrührt: 

/'  =  :j^»  '  ^^^^ 

W€ua  m  die  Anzahl  der  abgelesenen  ?ionien  ist 

Ich  brauche  wohl  kaum  apesieli  zu  erwähnen,  dass  (13)  den 
wahrseheinlicben  Fehler  nur  im  Alli;emeinen  angibt,  weil  man, 
um  die  Theilongsfehler  an  den  verschiedenen  Stellen  des  Krei- 
ses zu  erforöchen,  jene  von  Bessel  zuerst  angegebene  Methode 
einzuscblagen  hätte. 

Um  nun  die  Formel  ^ur.  Bestimmung  des -wahrscheinlichen 
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IQS Änäret:  Uek.  tUe  Be^immjemer  4f€1  CUieM^  wikAt  iUenen,  . 

Fehlers  der  ermittelten  Exoentncitat,  d.  i.  der  Crosse  i,  zu  fia- 
den,  bilde  ich  suerst  nach  den  bekannten  Sktsen  folgende  Ulei- 
ebungen  f 

 ä^ai       0=:......  1  =  .  .  .  .  . 


woran« : 

«,*-; 

£8  sind  sonach  die  vrahrscheiDÜchen  Fehler  von  die  ich 

nnt  /iii  f%  und  ^  bezeichne: 


(U) 


Von  der  Glelchang  (0)  hatten  vrir; 

2fooa|i;N7s  utwi  ^e6iu/>=y. 
Beide  GleiclrangeD  qnadrlrt  «nd  addirt  geben :  ' 

t  =  iVi?+l*.  (15) 

Um  also  den  wahrscheinlichen  Fehler  iron  i,  der  mit  Rt  bezeich- 
net-sein  soll^  so  erhalten»  bilde  ich  zuerst: 

/öE\  y   * 

daher : 


welches»  eutwickeit  und  gehörig  reduzirt»  gibt: 

Htrsif^^^  in  Bogensekanden .   .  .  •  '(W) 


oder 

2»(fl-a) 
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Will  M»  di«  ExcevtfklitftI  >a  l^finganin»»»»  iiugmiiifili  Jli^tMeA« 
•0  li»t  nuui  ooch  (d)^ 

worin  r  deo  Halbmesser  des  Kreises  bezeichnet  Soonch: 


rf 


206264-8 


(IS) 


Fffr  den  Fall»  dass  ein  Bdsplel  Uersa  vr flnscbeosvrertb  wSre«  gebe 
leb  fblgeiidle  Beobaohtoogeo  an  einem  TbeedeKten,  wobei  Nonlos  f. 
lacb  Qod  nach  anf  0^,  30^,  60^.,....  n.  s.     gestallt  ward«. 


Lesung  am  Nonius 
|=o'   I   11  =  // 

6'-o'-180^=^i 

tos  X 

Giad  0 

180«  0'  6" 

+  6 

+  0  00 

+  600 

36 

.  30 

210  0  10 

+  10 

+  500 

+  8^70 

100 

60 

240  0^ 

4-22 

+  1905 

+  11*00 

484 

90 

270  0  8 

+8 

+0*00 

±000 

64 

120 

299  59  54 

-6 

—5-22 

+300 

36 

150 

329  59  58 

-2 

-100 

+  1-74 

4 

lao 

3Ö9  59  52 

-« 

i:000 

+  800 

64 

29  59  48 

—12 

+  10*44 

+  6-00 

144 

240 

59  59  50 

-10 

+  500 

+  8-70 

.  100 

270 

89  59  5ö 

—4 

+  4  00 

+  000 

16 

300 

m  0 12 

4-12 

-10*44 

+6*00 

144 

390 

ISO  0  le 

16 

— 8'00 

+  13*92 

256 

+  32 

+  26-83 

+  73.06 

+ 1448 

U(8):  '     •  ' 

12«  =  32,    woraus  «=  +  2'66, 

— 6y»:73*06,  „  yx=^^li  n&a, 

Or:=:26*83,  „  »«  +  4-4716. 

Far  <  nach  (15) : 

«=;  V^(1217)«+(4-47)«  =  6'48  Bogcnscltunae». 
Zar  Berechoang  des  p  Ist  am  V^rtbellbaftesten  aus 

jiÄ360»-<ll9«50'3''  8). 
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Emlticii  zur  Bestimmung  ifer  wabiselMinUcbcn  Fdiler  bÜde 
BIM  Bidi  Aaeb  (l»>  die  [e<]. 


Es  ist  wa«=    84-84  , 
-  119-88 

2«[<i]=  170-24' 
jy««  888  a0  22[^i,8in;r]=  3a»-M 

[!»«]==  1448  00  2yb*^cos.r]rr:— 1779  00. 

daher  [o2]=;352-22,  und  aJs  wabrMbemlicher  Febicr.  «iii«r  Be- 
obacbtuDg  yom  Gewichte  =1:  -        n  'vt 


0-67448  V  ^^^=4*-22, 


und  als  wahrscbeinticber  .Fehler  iür  jden  Werth  der  Exceiitricitfit 
aach  (16);  ^    i  .  , 

/e,  =  4-22^^^  =  0-861. 


lieber  das  Rationalmachen  des  Nenners  jn  Brüchen 

von  der  Form 

 z  

I 

Von  •  ' 

Herin  Franz  Vnf erdinger ,  .  ' 

Lcliri^r  iler  »^lüthemittik  in  der  k.  k.  »sCerreichiHclien  Kriegsmariae ,  eia- 
gc«(-hiirt  auf  Sr.  Maj.  I'ropeller  -  Fregatte  „Donau.*' 


Bruche  von  der  obi^jen  Form  ,  in  welchen  Hj  das  rationale 
fülied  oder  (Ii«;  Siumue  aller  snlrhen  vorstellt,  nerdon  bekanntlich 
dadaiich  mit  rationalem  Nenner  dargeätelit^  dass  man  Zfibter  ond 


9 


Digitized  by  Google 


lifMiw  mit  einm  Polynome  mnltlpJicirt,  weiches  mm  dem  Ne« 
Bcr  doTcb  VerSoderann  dee  Zeicbene  einer  gewiesen. Anyahl  yen 
6fiedern  gebildet  wird.  Im  Nenner  erscheint  dann  dae  P^oduct 

aas  Summe  und  Unterschied  gleicher  Grossen,  welcher  Umstand 

die  Anzahl  der  Irrationals^russen  xu  vermindern  strebt.  Es  ent- 
steht nun  erstlich  die  Frage,  in  wie  viel  (jlliederii  oiiiss  eine  Zei- 
chenänderon^  vorgenommen  werdeii,  damit  die  Anzahl  der  neuen 
Irrationalgrüssen  in  Hinsicht  auf  jede  andere  Eintheilungsart  am 
kleinsten  sei,  uiui  ^weitefis  damit  die  Anzahl  der  neuen  Irratio- 
mlgrussen  kleiner  als  die  Anzahl  der  alten  sei. 

Verändert  man  in  x  6lted'ern  das  Zeichen  und  niultiplicirt 

mit  diesem  P(>lynom  Zähler  unil  iSeiiuer«  so  enthält  der  neue 
NeRner  Irrationalgrüssen 

(n^*  jg)  (n — —  1)     xjx-^  I) 

äo  der  Zahl.  Zur  Beantwortung  der  ersten  Frage  muss  x  einen 
solchen  Werth  erhalten»  dass 

(»— ar)  (ji—ar—1) +  (2»+!)»  +  2i»* 

am  Kleinsten  wird.  Setzt  man  x:=:\n'{-s,  so  verwatidelt  er  sich  in 

»(in— 1) -1-2«« 

Dieser  Auadruck  wSebst  aber  sewobl  fflr  positive  als  negative 
Warthe  von  e,  d.  h.  der  erste  Ausdruck  wächst,  man  mag  ^  grüs- 
8er  oder  kleiner  als  in  wählen,  und  erhält  somit  seinen  kleinsten 
Werth,  wenn  x  —  \n  ist.  Hieraus  erhellt,  dass  man  in  Hinsicht 
aof  alle  möglichen  £intheilungsarten  im  neuen  r^eoner  die  geringste 

Aniabi  Irratienalgrossen  2  v2~' )  ^^^^^  wird»  wenn  man  in 
der  hallien  Gliederanzahl  die  Zeichen  ändert  und  hiermit  Zähler 

r 

QDd  Nenner  mnltipHcirt.  Diese  Eintheilung  ist  nur  mOglicb,  wenn 
n  s2r  eine  gerade  Zahl  ist.  Ist  die  Gliederiabl  ungerade  n=St-^l, 
so  wild  man  dieser  Vorsebrift  so  nabe  l^ommeD  als  mSglicb»  nnd 
also  in  r  oder  r-|-l*  Gliedern  des  Zeichen  ändern.   Der  neue 

Nenner  wird  für  «=2r,  r(r— 1);  für  »=;2r+I, 

bfationdgrOssen  enthalten.   Soll  man  sieb  also  dem  Ziele  des 

Rationalmachens  genähert  bähen,  so  mnss  im  ersten  Falle 
f>(r-.l)  <2r,  im  Zweiten  Falle  r'^  <  2] -|- 1  sein.    Üeide  Relatio* 

neu  giben  mit  Leichtigkeit  r^'i»  also  Im  ersten  Falle  «1^4^ 
in  aweiten  Falle  n^5,  und  mfui  siebt  also,  dass  die  Mog- 
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liehkeit,  elBen  Bruch  yoo  obiger  BeaeJiaffeaheil  mXi 
rAlionalem  Ndnner  darsostelltfo,  tifetit  mehr  torhandan 
ist,  sobald  sola  Noanor  mehr  als  ffiaf  Glieder  hat 

Naturlich  wird  rorausgesetzt,   dass  der  Nenner  Oj  Va% 
*f  Vai-f-'-'-f  Vcr«  vollständig  reducirt  sei;  4V2  ^  Vl8  x.  ß« 
,  laflsste  darin  auf  V2  ausaromeDgesogea  werden. 


Uebejr  eine  Eigensch^ift  der  geometrischen  Progres- 
sion 1,  3,  9,  27,...; 

Von 

Herrn  Franz  Unferdingerf 
Lehrer  der  Hfsthemstlk  io  der  k«  k«  dtferreicliiecheB  Kriege -Ifarlit, 
flhgmbift  mmf  St.  Mal»  Propeller* Fff*gelte  ^;DoMie. 


bt  Z,  ...*(r-»l),  r  ab  AnfeagastM  de^  aatdrUchas 
2ahleDrelhe  md        ^»  ae  iat  auch  ' 


X,  +  l, 

^i  +  (r-2). 
-Ii+r 
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der  piomeMseäen  Frogression  i,  3,  9,  27,,.,;  Wl 


ein  stetiges  Stfick  derflelben,  deseen  «tämgatliche  Glieder  grOss^r 
als  r  sind.  Dieses  letztere  StQck,  weiches  nur  aus  den  Elemen- 
ten 1,  2,  3,  ....  T  und  Äi  gebildet  ist,  wird  sich  an  den  Anfang 
unmittelbar  anscfiliessen ,  wenn-  A|=2r-f  1  i'^t;  ein  Ergebniss, 
wefcbes,  in  folgenden  Worten  zusammeoge^äS^t,  den  Ait«gfiQgspu|ik^ 
ODseref  Betrachtungen  bilden  soll: 

Dia  Zahlen  1*2»  3»-*-*r— l»r  geben  io  V«rMndung 
mit  det  Zahl  üt-f-l  doreh  algebraiseh^  Addition  alle- 
Glieder  der  natarlicheu  Zahlenreihe  von  1  bis  incl. 
A,+r=;3r+l=;r,. 

Da  wir  nun  die  Zahlen  von  1  bis  Vi  besitzen,  so  fcOnnen  wir 
kraft  diesecr  Satzes  durch  Hinzufiigung  einer  Grösse  X^^^ri-^l 
ss3(2r-|-l)  neue  Bildungen  veranlassen,  welche  contlnulrllch  bis 
X^-^Tg  s9r-|-^=''a  reichen  werden^  und  wir  können  daher  sagen : 
Die  Zahlen  1,  2.  3,  ....(r— 1),  r  geben  in  *  Verbiniiung  mit  den 
twel  Zahlen  JT, ,  durch  algebraische  Addition  alle  Glieder  der 
natürlichen  Zahlenreihe  von  1  bis  einschliesslich  9r4-4=:r2.  Neh- 
men wir  noch  eine  Zahl  A^3=3r2+ ^  =  32(2r-|- 1)  hinzu,  so  erge- 
ben sich  aus  diesen  Elementen  alle  Zahlen  von  1  bis  ^ 
=  27r-|-I3,  U.S.W.  Auf  diese  Weise  ergibt  sich  bei  Hinzufii- 
gong  von  s  —  1  Grössen  X  das  Biidupgsgesetz  von  A**-^«  r«— 
welches  durch  die  Formeln:  , 

azigesproehen  iet,  und  wir  kdnnen  obigen  Satz  zu  folgendem  all- 
gttnelnefen  enreltisrn: 

I 

Die  Zahlen  1,  2,  3, ....  (r— l)r  geben  in  V  erbindung 
mit  jenen       ^  X^,  durch  algebraische  Addition 

alle  Glieder  der  natürlichen  Zahlenreihe  von  1  bis 
eiDschliesslich  r«~i« 

Ist  r=l,  besteht  also  die  Anfangsreibe  nnr  aus  diesem  ein- 
zigen GlLede,  so  lautet  der  Satz  so; 

Die  t  Glieder  der  geometrischen  Progression  I,  3, 
9,  37, .....  3*'^  geben  durch  algebraische  Addition  alle 
Glieder  dez  nalftrilehen  Zahlenreihe  ve»n  1  bis  inel« 

Auf  dieser  £igentcliaft  baraht  auch  die  Auflösiuig  der  folgenden, 
aanrastlleh  in  ftlteren  Beispiel-SammlnsgeB  dfler  anigeifihvtai  Aufgabe: 
Kis  Kaefinena*  vekher  «in  Geaehifi  eaftlTMC,  wfil  sich  ans  EnpmiM 
aw  fibf  Otwlchle  aatchafffla,  mit  dmoo  er  fav  Blande  iat,'  onf  eUer 
'  gldchirniigen  Waage  alle  Gewichte  von  shieBi  Pfand  bis  m  efneurSeat- 


Digitized  by  Google 


108  Vnferdingtr:   Veber  eine  Eigenschaft 

Auf  specielle  Fälle»  angewendet  geben  also  die  Zahlen 

L  3  alle  Zahlen  von  1  bis 

♦»      t»        »»   i  »  13j 

1  40. 

1  12L 

„   1   „  364, 


>»  >» 


»>      »>  »» 


1,  3,  a.  .  .  .  . 

L     9,  22    .   .  . 
L  3,     2L  Sl  .  . 
L  3,  ?,  27,  8L  243 
►         L  3,  9,  27,  81,  243,  729     „         '      „   1    „  J093. 

Zur  Erläuterung  des  dabei  zu  beobachtenden ,  am  Eingange  unse* 
res  Aufsatzes  angezeigten  Bildungsgesetzes  folgt  hier  die  Dar- 
stellung der  Zahlen  von  1  bis  13  durch  die  Zahlen      3^  Üj 


IV«'.' 


i=L  : 

2=3-1, 

:      r*  ■••  .v.r. 

3=3, 

1.6  « 

.4=l3  +  L 

.  5  =  9-3- L  . 

ü  =  9-3. 

7=9— a  +  L 

8  =  9-1, 

9=9, 

10  =  9 +  L 

11=9+3-1, 

12=9  +  3, 

* 

Li^  +  3+1. 

nehmen  uns  nun  nocti  vor,  zu  zeigen,  dass  die  Formel 
affi  —  1)  auch  das  Maximum  der  Anzahl  von  Zahlen  anzeigt, 
welche  durch  $  Zahlen  überhaupt  gebildet  werden  können. 

Hierzu  ist  zunächst  die  Beantwortung  folgender  Frage  noth- 
wendig:  Sind  a,  b,  c,.,,.k  nGrossen,  welche  sowohl  positiv 
als  negativ  genommen  werden  kOnnen,  wie  gross  ist  dann  die  An- 
zahl der  verschiedenen  algebraischen  Summen  a+ 6  + c  +  . •..  +  /:« 
welche  durch  beliebige  Wahl  der  Vorzeichen  dieser  u  Grössen 
gebildet  werden  können? 

In  der  algebraischen  Summe  kOnoen  vorkommen : 


ner  zu  wiegen;  welche  Gewichte  «liiMl  wm  wählen?  —  eine  Aufgabe, 
welche  gewöhnlich  durch  die  Zahlen  I,  ä,  ä,  27,  deren  Snrame 
gerade  IflO  nutmachl,  erlediget  wird. 
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4er  giometriMcAen  Progres»ioH  1,  S,  9,  2r*....  IQd 

n  Zetchen  -f  und  0  Zeichen  —  oder 

»  —  1      »*      +    »    l      9,      —  oder 

«—2      „      +    «  2 


*»  Ii»*»  »1 


n-r      „  + 


Dftinit  sind  alle  n-f  1  Filie  Qber  das  quantltatke  Vorkommt 
der  Zeiclran  und  —  eiaeliO^flr.  Belrdeliton  wir  den  allgemei 
wo  Fall  mit  r  Zeichen  +  und  r  Zeichen  —  in  Bezug  auf  die 
in  demselben  eich  darbietenden  Vertauschungen,  so  fiuden  wit 
unter  n  Elementen  n  —  r  gleiche  der  einen  Art  und  r  gleiche  der 
andern  Art«  welche  also 

nt      ^  /jt\ 

(w-r)!r!  ^  \t/ 

Versetzungen  gestatten;  mithin  hat  man  im  ersten  Falle  im 

weiten  Falle  ^j^,  im  dritten  Falle  Q^,  im  letzten  Falle 
md  im  Gatiaen 

(S)+G)+ö+-+G)=<Hi)-=2. 

Terachied4(ne  Bildongen  zu  unterscheiden,  n  Grossen  geben  also 
liei  beliebiger  Wahl  der  Vorzeichen  Im  Allgemeinen  2"  verschi^ 
dese  Summen.  •  * 

Indem  mx  Jiun  zu  dem  beabsichtigten  Mazimombewels  Qber* 
gehen,  b«merl^en  wir  zunächst»  dass,  wenn  von  den  s  gegebenen 
Zalblfn  entweder  1,  2,  3,  ....  (i— 1)  oder  «  algebraisch  snm- 

nirt  werden»  man  im  ersten  Falle  (^i^*  im  aweiten  Falle 

uu  dritten  Falle  .^Q»       letzten  Falle        verschiedene  Com* 

bioationen  erhält  Allgemein  bei  der  Verbittdqng  Von  r  Grossen 
«hält  man  alle  Verbindungen  von  9  Elementen  zur  1  ten  Classe 

^  Wiederhoiangen»  nftmlieb        an  der  Zahl«  und  da  In  kei* 

wr  dieser  Complexionen  dieselben  Elemente  vorkommen,  so  gibt 
jede  far  sich  durch  freie  Wahl  der  Vorzeichen  ira  AUgemeineo 
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2^«  aUo  alle  Complejuouen  dieser  Classe  (^^^  venehiedeoe  Sum- 

meo.  Diese  Anzahl  f heilt  sieh  in  zwei  HSIften,  irelche  niebt  der 
Grosse,  sondern  ;mr  dem  Zeichen  nacli  von  einander  verschieden 
sind.  Da  uns  aber  in  dem  vorliegenden  Falle  nur  die  Summen 
mit  positivei»  Vorzeichen  in^eressiren»  so  geben  s  Zahlen ,  abge- 

sebeii  voo  ihrem  Werths  im  Allgemeinen,  (^^^^  versebledene 

Suniiueo bedungen  mit  r  Gliedern,  Also 

«torscbledm'  iSiimm«iibUaimg«9»       I  0|M.  . 

t  GKsdero, 


(0" 


n  n  99 


3V        „  „  ,,3  Gliedern, 


•»  M  w   9  Güsdero, 

und  im  Ganzen 

▼erscbiedenartig  gebildete  Summen.  Da  aber 

(1 + 2). = 1 + (;)  2 + ß)  52«+ .... + (;)  2-« 

=  1  +  25 

Ist,  80  ist  die  grosstmlSgllehs  Anzahl  von  Zahlen, 

welche  aus  t  Zahlen  gebildet  werden  kSimcir,  wmnlt  die  oben 
au^estellte  Behauptung  b«wlo«en  ist 
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Ueter  einige  Sttse  der  Mfcerett  €hMnMtrie. 

Von 

■ 

Herrn  Doctor  Otto  Böhlen 

tu  Suis  a.  N.  to  Wtoeinberg. 


i 

« 

GJeichong  der  FUcbe»  weiabe  die  Normel-Ebeeeii 

eiDea  Kegels  umbffillen. 

a '  ^  +   .v^  _  o 


Diese  Gleicbnngen  boBlebeii  sich  atif  drei  orthogonale  und 
InNaeatrische  Fliehen »  wovon  die  erste  eine  Kogel  ist;  2)  und  3) 
M  Kegel  twdteli  Grades,  «relebe  durch  i^i)  and»  bezeichnet 
werden  sollen*  Diese  Kegel  sind  bonfokal,  denn  die  Gleichung 
tbrer  Fokällinlen : 


ist  unabhänj^«if  von  ft  und  v.  c  und  b  sind  constant.  Durch  Ver- 
^deruog  von  f*  und  v  innerhalb  der  Grenzen  c  >  f*  >  6  und 
c>6>v  erhält  man  in  Verbindung  mit  1)  zwei  Systeme  von 
spliärischen  Kei^elscbnitten,  welche  sich  gleichfaiU  rechtwinklig 

»beiden  nrid  koafokai  sind.  Dureb  JEilniMiatisR  erhilt  man  ans 

l)i2)uada): 
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6)  cV<^— **.«=Vc«— (*«Vc«--v«; 

Die  üleiclniii^en  7)  uiiil  8)  sind  die  Gleichungen  der  Uerührungs- 
und  der  INormal  -  Ebene  von  (ft).  Man  setze  nun  in  8)  die  Werthe 
von  xyt  aus  4),  5)  und  6)  und  lasse  der  Einfachheit  wegen  das 
Zeichen  '  weg^  so  ergibt  sich: 

'  r 

Durch  Differenziation  dieser  Gleichung  nach  v  ergibt  sich: 
Durcli  Elimioatlen  von  v  ans  9)  imil  IQ)  «erbSit  man : 


wo  der  Kürse  halber 


geeeUt  mrde.  Die  Subetitution  dieser  Werthe  in  9)  gibt; 

II)   


Biermi  fiodet  mair  eogleieh  für  die  Umhülhiagsfläche  des  JKefnaU' 
Ebenen  yod       die  wir  mit      beaeiehnen  wollen: 
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und  analog  für  die  UmfaaUungsfliche  (y)  der  Norawl-EbeneD  yoii  Xv>s 

Die  Gleich«nj»en  14)  und  15)  sind  die  Glelcluiii^rcn  der  Tangen« 
tial- und  der  Normal- Ebene  von  {ß);  J6)  ist  die  Gleichung  der- 
jenigen  Normal -  Ebenen  von  {§),  weiche  durch  die  x-Aze  geheiW 


Beweis  eines  Theorems  von  Meuni^r« 

Q  ist  der  Krflmmnngshdbmesser  eines  Normalschnitts  einer 
Pllclie;  p'  der  Krünimungstialbmesser  eines  .schiefen  Schnitts, 
dessen  Ebene  diejenige  von  q  in  einer  FJäcbentaogente  scbneide4| 
ß  ist  der  Winltei  beider.  Ebenen. 

Die  allgemeine  Gielefaung  mit  zwei  Variabeln  ist: 

A^Bx+Cyi-  Dx^  +  Exy  +  It^  ^  =:  0. 

Stellt^diese  Gleichung  eine  Linie  vor»  welche  die  «-Axe  im  ür- 
spruag  berührt,  so  ist  ^^£«0.  Mao  ^iforensiire  zweiiaal  npd 

8€tze  a;=:^=^  =  0,  so  ist 

+   C^  =  i' 

WS  1^  der  KrümnmngsMt»^«iä;|ef  im  ür^prunjß^  i^lt  ; , 

Tlieil  XXXUI,  g 
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Die  allgemeine  Gleichung  mit  dr»l  Vsrlabeln  tot:  ^ 

» 

Stellt  diese  Gleichung  eine  Fläche  vor,  welche  ille  ary- Ebene  im 
jUrapruDge  berührt»  so  ist  ^=:i^=C=0.   Wir  «etsen  iu 

«sO»  uod  erbalteo  wie  obeo 

D       •  *  * 
•=-23' 

wenn  ^  der  ErfimmaDgabatliiMner  des  der  Ebene  fy  entiprecheii« 

den  Sebiiiltes  ist  Man  lege  dnrcb  die  ^- Aze  eise  Ebene,  welebe 

mit  der  iiy -Ebene  den  Winkel  ß  bildet  und  die  FtSebe  in  einer 
Linie  L  schneidet,  deren  Koordinaten  t*  und  y  sind.  2  =  2'cos^, 
x  =  i'  sin  ^.  Diese  Werthe  in  die  Gleichung  der  Fläche  gesetzt 
geben: 

(i' s:?  —  ^  cos  p  =  p  cos  p. 
^'  ist  der  Krümmaogshalhmesser  von  L  für  den  Ursprung., 

Beweis  eines  Theorems  von  Cbasles. 
Gegeben  ist  ein  Ellipsoid,  dessen  Gleichung 

O  ist  der  Ursprang  des  Coordinatensystems.  Durrfi  einen  Punkt 
M  im  Raunte  lege  man  die  drei'  bomofokalen  Flächen 

^>c>6;       e>fi>6;  c>6>y; 

.rf/2  siifid  die  Coordinaten  von  M\  mn  diesem  Punkt  ans  schneide 
man  auf  den  Normalen  dieser  drei  Flächen  Stucke  ah ,  beziehungs- 
weise gleich  ihren  grossen  Halbaxen  ^,  ^,  v,  und  betrachte  diese 
dtei  SlOeke  als  Halbaxen  eines  Eillpaelda  E,  dessen  Mit<^lpankr 
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* 

aJso  Jd  ist,  so  bat  dieses  Ellipfsoid  folgende  Eigenschaften:  Es 
berührt  die  z^~Ebene  in  O;  die  Hdlbaxen  seines  mit  der  zy-Ebene 
parallelen  Diametralsrhnitt«;  sind  gleich  6  und  c;  h  parallel  dec 
3f-Axe»  c  parallel  der  s-Axe. 

Um  diesen  Satz  zu  beweisen,  betrachte  man  das  Ellipsoid, 
ron  welchem  b,  c  und  OM  drei  eonjugirte  Semidianieter  sind,  und 
suche  dessen  noch  unbekannte  Halbaxen  qq,  ^iq,  Vg,  so  ergeben 
sich  durch  Auwendung  nachstehender  Sätze  von  dem  Ellipsoid: 

9» die  Qnadratoiironie  von  drei  conjugirfeo  Semidiametem 
let  gieicli  der  Quadratoamme  der  Halbaxen.  Die  Qua« 
dratsuoune  derihrei  Parallelogramme,  welche  sieh  ans  je 

zwei  Ton  drei  conjugirten  Semidiametem  konstrniren  las- 
sen, ist  gleich  der  Quadratsumme  von  drei  Hocbtecken, 
welche  sich  aus  je  zwei  von  den  drei  Halbaxen  bilden 
lassen.  Das  Parallelepiped  aus  drei  conjugirten  Semi- 
diametem ist  gleich  demjenigen  über  den  drei. Halbaxen 

Mgcnde  drei  Gleichungen: 

? o* + ;*o*  +  V  =    +  ^*  +     + 2f ' + 2^ 

irekbe  beweisen,  dass  qq^,  ^^^^  Vq^  die  drei  Wurzeln  sind  von 

WS  0  die  Variahele  ist  Diese  Gleichang  liest  sich  auch  so  sehr eibeii : 
nithm  Isl 

» 

* 

<l. b.  das  Ellipsoid,  dessen  konju^rirte  Semidiameter  b,  c  und  OM 
ftittd,  iat  identisch  mit  dem  fc^tlipsoid  E, 


§ 
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llota  Aber  Differm-  md  Differential -Quotienten  von 

eUgemeiner  Ordnungszahl. 

Von 

Herrn  Simon  Spitzer^ 
Professor  an  der  Handel« -Akadeniio  zu  Wien.  .  . 


Ich  bin  wiederholt  bei  meioen  Stadien  za  AusfltSekeii  m 
folgender  Form  gelangt: 


wo  <p(jr)  eine  bestimmte  Function  von  r  bedeutet,  die  j^nial  zu 
differenziren  ist,  und  in  welcher  man  nach  vollbrachter  Diff^eren* 
tiation  statt  r  eine  Constante  k  an  «ubstituiren  hat»  Das  Resul- 
tat dieser  Operation  sei  ffw). 

Ich  will  nun  versuchen,  Ausdrucke  von  der  Form  /(^) 

Operation  des  endlichen  DiflFerenzirens  zu  unterwerfen.  Üenkt 
man  sich,  so  wie  es  Liouville  luachi»  9p(r)  in  folgender  Form: 


so  bat  man: 


somit : 


/<:*)= t£  «CA.«-']  1^. 

■ 
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und  ganz  eben  so:  ' 

Ndd  hat  man: 

Ittd  wild  di«M  Gklehong  fimal  differenzirt: 
daher  ist : 

QBd  wenn  man  die  ;rmaiige  Differentiation  durchfuhrt: 

^'•A*)=l«'S[*-'^JIiu 

Kennt  man  also  in  der  GleicHnng 

•    >  • 

f{r)  und  f{x),  so  iSsst  sieh  Soseerst  einfach  die  ^te  Differenz 
voa/(jp)  jbestimnien;  es  ist  nämlicb     '  * 

unter  eine  beliebige  positiye  oder  negative» ,  ^anae  oder  gelj^ro- 
chene  Zabi  verstanden. 

Ganz  eben  so  leicht  geht  tlie  Bestimmung  des  ^iten  Differen- 
illquotienten ,  nur  ist  der  Ausdruck,  zu  dem  man  hierbei  kdmrot» 
w^r  etofacb  noch  durchsichtig.  Mao  liat  oäatioh,  da 

voransgeaetBt  t*Mt  .  :  ,  •  . 
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S  -IS5^t^»T~^Jh' 

was  sich  für  obn&  Ende  der  Null  nähernde  Wertbe  von  h  aiif 

zarückzieht.  Durch  wiederholte  Anwendung  dieses  Verfahrens 
kümmt  man  zu  der  Formet 


XI.       .  . 

Note  nur  IntegratioB  einer  linearen  DifferentialgM- 

chung  der  Form 

(1)  =  iiar-^H  +  Cr«-*y, 

Von 

Herrn  Simon  Spitzer^ 

'     Frofeaior  an  der  Handels •  Akademie  su  Wien. 

Im  ödsten  üande  dieses  Archivs  Seite  403.  habe  ich 
Differential- GieidiUDgeii  der  Form  (1)  mittelst  bestimmter  Inte*- 
grale  zu  integriren  versncht  £s  ist  natürlich,  dass  ich  die  bereit« 
gefundenen  Methoden  zu  erireitern  strebe  und  Differentialgleicbun- 
geD«  welche  sieh  nach  dieser  Methode  nicht  oder  nicht  leicht  in* 
tegriien  laweD«  wf  andere  Weise  «i  iotegrvee.iS«el9e*  / 
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*     der  Form  y(»>  =  Ax»*y''  ^B£^-^  y '  +  Cxn^-'^y, 

Ich  habe  kürzlich  jene  lineare  Differentialgleichung  g^eauebt« 
welcher  geoiigt  wird  durch 

ooter  m  uud  ^  con^taiite  Zahlen  verstanden,  und  habe  eine  Giei« 
ehuDg  erhalten,  welche  die  Form  (1)  hat.  Mao  kanu  dieas  leicht 
dartbuo.  Denn  es  ist:  . 

DifeMiirt  man  diese  Crletchnng»  so  erhält  mao: 


•omit  hat  man  aus  beiden  Gleichniigen: 

Wifd  diese  Gleichung  onn  iii-\-2)m9X  differenxirt,  so  erhllt  nun;' 

w 

niid  diese  Gleichung  ist  io  der  That  ein  specieller  Fall  der  Glei- 
cfcung  (1).  Ich  will  nun,  um  das  vollständige  Ifitegral  der  Glei- 
chttug  (3)  2tt  erhalten«  diese  Gleichung  (3)  integriren.  Aus  ihr  ibigl|S: 

lui  wkd  diese  Gleichung  (f*  -f  2)nial  i'ntegrirt»  so  erhÜt  man : 

woselbst         die  Form  hat: 

und  die  von  Liouville  sogenannte  ,,foDctioo  conipiementaire"  ist» 
Aas  (4)  folgt  durch  Multiplication  mit  : 

VäP^  =^ 

und  diese  gestattet  folgende  Schreibwelse: 
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^Spit%er:       »«f  ifUeoruU  tintr  linear,  ßiffer4lUUlißkM.He, 
und  gibi  integiirt:  ' 

hieraus  toigt  weiter: 

T 

•  *  ' 

und  wenn  man  beiderseits  fimal  diffemzirt: 

was  da8  Integral  der  Gleichung  (3)  Ist 

Erstes  Beispiel.  Ut  i*=0,  sq  hat  man  die  Gleichung: 

* 

ond  för  das  Integral  derselben: 

unter  Ci,  Ci,       wilikührliche  Constanten  Terstande». 
Zweites  Beispiel.  Ist  so  bat  man: 

als  Inl^nl  der  Gkicbnis 

D«-«lwr  iw.  l€*IlH»«ie  y  vier  Constanten  entMIt.  so  «»^ J'«" 
«ItoT nickt  «M  willkührlich,  und  müssen  dermalen  gewihlt 
werde»,  daw  »te  der  «leiehaog  (S)  «enttgeo. 

Druckfehler. 

1.  UtorStildMa  Bwichte  Nr.  CXXVI.  S.  1.  m...«  e.  in  der  ertten 

"    TM  XXV.  8. mZ.*. v.u.  .tatt  „pl«.ie«r."  ..  m.  „pla..ear.. 
Thl!xMi.S.251.Z.15.  .Utt  F""  " 

*"*th'xMU  Vl2l."a^8.  (»on  dem  Anfänge  de.  Aoftntze.  Nr.  X. 

.!;.t.M     d'un  manUro"  heiwen:    „d'une  manicre." 
"■^tTl  Xxlli   S.  3T.  Z.  4.     «.,  S.  «.     3.  V.     nnd  S^48  Z.  T.  T.  ..J- 
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XU. 

Zur  Bestimmung  der  Ranminhalte  und  Schwerpunkte 
▼OB  Körpern  iwiachen  zwei  Parallel  «Ebenen  nnd  einer 
znaammenhängenden  Umfläche.  * 

Voa 

Herrn  Dr.  WFHK  Mai%ka^ 

Frofessoc  der  Matheinalik  an  der  Hochschule  in  Prae. 
t  — — —  ^ 

Viele  i^eometrische  Körper  werden  von  je  einem  Paare  paral- 
leler Ebenen  (Grundebenen)  und  von  einer  zusammenhans^en- 
den,  bald  gebrochenen,  baltl  m?l)oiienen,  bald  gemischten  Fläche 
(der  Um-  oder  MaoteHläche)  eingeüchlossen  ;  und  eigentlich 
bann  jeder  allseitii»  begrenzte  Körper  in  eine  von  zwei  Parallel- 
ebeoeo  eingegrenzte  Schicht  so  gestellt  werden,  dass  diese  Ebe- 
BeD  seine  Oberfläche  entweder  blo«  berühren  oder  zam  Theil  mit 
MBinsclien  (ergftnzen)  *).  Ist  es  nun  möglich,  den  zwischen  bei- 
des Grundebenen  undztt  ihnen  parallel  gelegten  wandelbaren  Schnitt 
(Parallel-  oder  Querschnitt)  des  RSrpere  als  Function  seines 
senlcreehten  Abstandes  von  einer ,  wo  Immer  zu  den  Grundebenen 
parallel  und  festgestellten  £bene  anssndrüeken ;  so  yermag  die 
Integralrechnung  bekanntlich  für  die  verschiedensten  Formen  sol- 
di«r  Fanetionen  den  Rauminhalt  und  Schwerpunkt  (eigentlich  die 
Paialleleheoe  dieses  Punktes)  solcher  Kürper  zu  ermitteln«  AHeui 
aach  die  bekannte  und  hellebte  elementare  Behandlung  derartiger 

*)  Die  Benennangen  Konoid,  Stumpf-  oder  AfterVegel,  hesser 
Kegelgtompf  oder  KegeUlutE,  so  wie  Pyramidoid,  Stumpf-  od^rAfter- 
;).vraini(!t; ,  r^ramidcnttanipf  oder  -stutz,  und  ähnliche  passen  eigentlich 
nur  auf  gcwisie  Arten  solcher  Körper,  eine  allumfasseode  Beoenonog 
aller  der  bescbri ebenen  Körper  ist  wir  jedoch  nicht  bekaoat 

TImUXXXIU.  S 
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Intcgrationsauigaben,  nemlicb  das  verdeckte  Integriren,  tl-  *»■  dio 
GrenzbestimmuDg  der  Summen  von  iineinUich  sich  vermehrenden 
unendlich  almebmenden  Bestandtbeilchen  des  Körpers,  löst  derlei 
Frageetucke  In  mancherlei  Fällen  ohne  sonderliche  Schwierigkeit, 
tornehmlicb  wenn  die  erwähnte  Function  des  Qaerficbuittes  eine 
ganse  algebraieche*  ist 

Ich  habe  die  allgemeine  leicht fassliche  Lösung  dieser  Aufgabe 
schon  in  meiner  im  Sommer  1834  verfassten  Bearbeitung  des  2ten 
Bandes  der  „Vorlesungen  über  die  Mathematik  von  G. 
Freiberrn  v.  Vega**  (7.  Aufl.  Wien  1835.)  in  §.442.  n.  §  516. 
durchgeführt  und  gefunden,  dass  uenn  x  den  Abstand  des  wan- 
delbaren Querschnittes  Q  ekes  Körpers  von  sQioer  Grundebene 
g  vorstellt  und 

bei  durchweg  positiven  Exponenten -ft,  6,  c, ....  Ist»  der  Ranm« 
inhalt  V  des  veränderlichen,  zwischen  g  und  Q  enthaltenen 
pers  sei: 

Diese  Formel  wurde  in  §.51d.  auf  Prismen  {Q^A  und  Q-=sAx), 

in  §.517.  auf  ganae  Pyramiden  {Q^Aa?),  in  8.628.  auf  Ka- 

gelplatten  (0  =  »(o«— ««)),  tind  in  §. 634  Auf». VI.  auf  awai 

B  ß 
andere  KOrper  (©s=~ar  and  e=Ä— ji«*)  angewendet. 

Seit  den  VeruffentHchungen  der  höchst  anziehenden  Lehre 
von  den  Obelisken  dureh  Herrn  Oberlehrer  Karl  Koppe*)  und 
seit  der  von  Herrn  Prof.  Qrunert  (in  seinem  Archiv.  1847.  Tbl.UL 
.S.8SLThlXXLS.ll9.  und  in  seinem  Lehrbuch  der  Stereome- 
trie) veröffentlichten  Susserst  einfachen  und  netten,  rein  geometri- 
schen Inhaltsbestimmungen  der  Obelisicen  haben  mich»  sowohl  bei 
meinen  hiesigen  Vorlesungen  fiber  elementare  Körperlehre»  als  aael 
bei  jenen  über  Integralrechnung  und  über  analytische  Mechanik dieso 
Berechnungen  mehrnial  angezogen;  und  in  jüngster  Zeit  habta 
meine  Vorträge  über  analytische  SchvveijuinktöbestinimungensamBrf 
der  zufälligen  Lesung  der,  von  dem  überaus  emsigen  iierrn  Her- 
'     ausgebet  des  Archivs  (in  1858,  31.  Tbl.,  4.  Hft,  S.  487.)  «««h 


«)  T«rgl.  Grelle,  Jonta.  f«  Ilathematik.  188S.  18.Bd.;  Koppe> 
%\n  neuer  Lehraata  der  Stereenetrie,  1844$  Koppe«  Die  PI«** 
nimetrie  und  Stefsometf ie,  18M.  • 
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* 

der  ohm  'gekennzeichneten  gemeinfafislichea  Weise  durchforach- 
ten  Reihe  beacbtenswertber,  schon  von  L.  Mas  eher oni  *) 
untersuchter  Korper  mich  dermassen  an!»esprochen,  dass  ich  mich 
veranlasst  sehe,  die  folgenden  Betrachtungen,  von  denen  etliche 
bereits  im  Jahre  1855  gemacht  worden  waren»  betreffend  die  rech* 
irenden  Bestimmungen  der  RaumiDhalte  und  Schwerpunkte  von 
KiSipefB  der  frfiher  beschriebenen  allgeroeineo  Gestalt,  in  dem  viel 
geleeenen  und  weit  Yerbreiteten  Arohiv  in  der  ErwartoBg  an  verOibiit* 
IkhcB«  du»  cielbe  niclit  anlielieaiii  irenleii  ait%enoiiiiii€ii  weiden« 

1. 

Sei  nan  überhaupt  ein  Körper  K  (in  Taf.  1.  Fig.  5.)  von  den 
ivrel,  um  die  so  genannte  Hube  A  von  einander  abstehenden,  pa*. 
rilleieo  Grandebenen  G  und  einer  zwischen  ihnen  begriffenen 
qnanterbrochenen  lllaotelfldche  allaeiCa  begrenzt  Parallel  an  den 
Grandebeoen  sei  In  einem  (bekannten  oder  noch  erat  an  ennit* 
tdnden)  Abstände  ÄO^n  von  der  einen  (unteren)  Grundebene 
g  eine  uobegrenste  Ebene  <E«  zu  beiden  Grnodebenen  parallel» 
fest  gelegt,  ao  daaa  ihr  Abstand  yon  der  anderen  (oberen) 
Gniodebene  G  die  Senkrechte  OB^OA-\-AB::za'{-h^b  werde. 

Zwischen  den  Grundebenen  werde  irgendwo,  durch  P,  im  be-, 
fiebigen  Abstände  OP  =  x  der  Querschnitt  Q  zu  den  Grundebe- 
KD  oder  zur  unyerrfickbaren  Ebene  ^  parallel  gelegt;  und  neh- 
'  men  wir  an,  es  sei  möglich,  des  Querschnitts  Flächeninhalt  Q, 
der  I^atnr  der  Umfläche  gemäss»  durch  die  Veränderliche  w  und 
dnrcb  sonstige  bestSndige  Grössen  auszudrücken »  ate  Function  von 
«darzustellen»  aocb  falle  dieser  Querschnitt  Innerhalb  beider  Grand- 
ebenen  reell  und  positiv  aus.  Durch  einen  um  etwas,  Pp^As, 
eatferoteren  Punkt  p  Im  Abstände  Op^x^  Jx  filbre  man  den 
entsprechenden  Querschnitt  ^z^Q-^-AQi  dann  Ist  der  zwischen 
beiden  Qnerschnitten  9  und  enthaltene  Scheiben •  oder  platten- 
förmige  Körper  der  allgemeine»  von  Stelle  zu  Stelle  nach  der 
Eotfernung  x  veraTiderliche  Bestandtheil  des  Körpers  K  und  kann 
auch  als  Zuwachs  zu  dem  zwischen  g  und  Q  begriffenen  wan 
delbaren  Körpertheii,  dessen  Rauminhalt  (Volum)  v  sein  möge, 
angesehen  und  durch  dargestellt  werden.  Des  ganzen  Kör- 
pers K  Rauminhalt  V  ist  demnach  die  Summe  (Gesammtschaft, 
aadeutibar  duiefa  das  Summenzeiehen       aller  seiner  derartigen 


^  Probien!  dl  geometvia,  eollo  dimoitrasloae  del 
SaeohL  ttilnne  1000.  -  Proht^mes  doG^om.  vdsoles  de  dif- 
fiMslea  maUree,  trad.  de  ritallen*  Pari*  IMU 
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Bestandstöcke  Jt,  wie  sie  von  da»  wo  :r  =  o  ist,  bis  dakki»  wo 
kl,  in  den  AbnülDden  Ja  iii»iBterbrocli«ii  Bni  euumier 
folgoii«  oomticb 

V=  S  Jv. 

Nim  kann  der  swiachen  den  Parallelebenen  Q,  Q'  onthaltMi» 
Th^  der  Unflielie  erstlieh  so  geartet  sein ,  daes  man  dareb  den 

ganzen  Umfang  des  grösseren  Querschnitts  y  eine  cylindriscbe 
oder  prismatische  Flache  ganz  ausserhalb  dieser  Platte  z/e?, 
und  dagegen  durch  den  ganzen  Umfang  des  kleineren  Querschnitts 
Q'  eine  andere  solche  Fläche  ganz  innerhalb  derselben  her- 
umfuhren, folglich  eben  der  Platte  einen  Cylinder  oder  ein  Prisma 
dort  iinisclirei[)en  und  hier  einschreiben  kann,  deren  Inhalte  also 
Qjx  und  Q'^x  sind,  so  dass  entschieden  zfr<(?^;r  und  At^Q' ä  r 
sieb  darstellt.  Es  kann  aber  auch  der  andere  Fall  eintreten,  dass 
man  wegen  des  Baues  der  Umfläche  die  Querscbnitte  Q*  vor- 
erst noch  durch  passücbe  Theilungslinien  derniasseo  zerschneiden 
muss,  damit  man  Gber  ihren  Theilen  solche  uro*  vnd  eingeschrie- 
bene Friemen  in  die  Platte  At)  aufstellen  könne*  Dann  sind 
QAs  und  Q[A9  die  Soromen  der  Inhalte  aller,  den  scbeibenarti* 
gen  Bestandstücken  des  Korpers  am-  nnd  eingeschriebenen  Pris- 
men und  es  ist  auch  da  ^e  <  QJ»  nnd  ^e  >  Qfdm* 

Sobin  ist  z/p  ein  Mittel  von  Qdx  und  O'^jr  =  {Q\dQ)Ax 
oder  auch  ^r=sMed.(Q,  Q-^-AQ^^Jx^  und  da  ein  derlei  Mit- 
tel durch  Q\Bdx  beider  Voraussetzung,  dass  6  eine  swischen 
0  und  1  liegende  Zahl  bedeute^  sich  darstellen  liest»  auch 

und  sonach  des  KOrpers  Rauroinhalt: 

Lässt  man  nunmelir  die  an  sich  sclion  kleir)  rredachte  Scheiben- 
dicke  Ax  unendlich  abnehmen,  olmo  aber  zu  verscb winden,  das 
Differential  fix  wcnlen,  so  ^vird  auch  der  Unterschied  AQ  der 
benachbarten  Querschnitte  unendJicfa  abnehmen,  die  Somme  Q^BA^ 
ihrer  Greoae  Q  zustreben,  nnd  die  besprochene  begrenzte 
matioa  der  endlichen  Bestandstucke  bekanntlich  *)  m  «-^ne  eben  so 
(von       a  bis  J^ssö)  oingegrenste  Integration  (alleeammtliche  Zn- 


•)  Cauchy,  Reaunu*  tle8Lc\;on8  nnr  le  calcnl  infinitt'at- 
mal,  1823,  p.  Bl — —  Moignu,  Caicul  iaUgral,  p. 
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samnenfiwsiiDg)  aller  kleinsten  Bestandthtlleheo  (EiemeDte)  des 
Kffrpm  übergeheD,  und  sonaeh  wird  der  fragliehe  KSrperlDbalt 


Fflr  das  statische  Moment  dea  Gewichtes  des  plattenartigen  Be» 
aCaDdatficIca  iat  der  Aiwtaiid  aeiaes  offenliar  awiaetieii  aeinen 
BegrenBODgaebanen  Q  nud  enthaltenao  Scbwerpaolctaa  von  der 
Normalebena  1^  ein  Mittel  swiacben  den  AbatModes  dr  aad  x-^Js 
dieaar  Ebaneo,  alao  ssx-^B^Jx,  wean  aaeb  eioe  awiacben  0 
nad  1  begriffene  Zabl  yeratellt  Dana  iat  In  Besag  auf  dieae  Ebene 
€  aeia  atatiacbea  Moment  ^Jt(x-^6'^a:)f  and  die  Snmme  der 
Memente  sSmmtliclier  dieser  plattenartigen  Bestandtheile  das  Mo* 
ment  des  g^inze»  Körperraums  V  beziehlich  derselben  Momeoten- 
ebene,  iiemlich  wenn  Ä  den  Abstand  seines  Schwerpunktes  von 
dieser  Standebene  vorstellt: 

Wenn  man  nnn  wieder  ^x  and  anendlich  abnehmen»  jedoeb 
niebt  feraebwinden  ISaat,  übergeht  bei  fibnllchen  Betraebtuagea 
via  Mliar  aneb  dieae  Snmme  in  daa  wie.  ate  (xwiaeben  x=tß 
md  x^b)  begrenste  Integral»  und  es  wird  dea  Körpers  atati» 
sches  Schwermomeat: 


In  allen  hier  folgenden  Untersuchungen  der  Rauminhalte  und 
Schwermoroente  der  zu  betrachtenden  KOrpergattnng  ist  fiberbaupt 
beaebtenawertb : 

1.  die  ßestinimuiig  und  Form  der  Function  des  wandelbaren 
Querschnitts  Q  von  setner  senkrechten  Eotlernuug  x  von  der  fest 
golegten  Stoadebene      und.  - 

2.  nach  Ermittelung  des  Ausdrucks  för  den  Rauminhalt  oder 
für  das  statische  Moment  des  Körpers  die  Einführung  der  Inhalte 
der  Grundebenen  und  passlicher  Z^vischenschnitte  an  die  Stelle 
des  Abstandes  a  oder  6  und  der  Coefücienten  der  Function  des 
Querschnittes. 
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Ht^\  UHU  d«r  Querschnitt  Q,  wlo  hier  durchweg;  vorausgesetzt 
wurÜDii  «oll,  «ifia  ganze  algebraische  Function  «eioer  aeokrechteo 
U,nU$tnw»g  9  roD  d«f  Stftndebene  9>n  oemlkb 

(I)  H  =:  ^««f  ÄÄr»-^  Gn»  + .... , 

mit  il«r  Annalmit»  dM«  die  Exponeotan  p   beli«bi|Se 

ratlla  poiUlvft  Zabtoii  mIw.  Dann  Int  (nach  1.)  . 

m 

folgllnlii  Will  nUfnmtln  S^f^^  J^  Cnnnt.  filr  ponütre  r  int, 
mll  d«f  ntindlK«!!  BnaMmni^if'ldiHns 

ll^^t  tUf^A  «l«^^«*h         AiKv«iiuck  ^1)  d^  mit  j  »aüdelhaften 

muliMt  nrN>f         K.\|^vm  rititni  |»   auch  die  Coef- 

ÄoW«tvn  ,4,  ^^^  f  \v^%^  Autiit^luiid«^  i  KrxM,  nur  nocii  iwei  der 

AKiHt^Hlt^  »1»» wjii^» l»»»  tMl«r  4«  «Tiiitiitln»  I»  dftiiach 

r A  «Md  \  hiiidUn»>  «i«^^  ^^l^nlkli  KndinsC  snn  J«donli» 
<^  «H^i^  d^  t^iidt4«ii«n  f  ^  I^hkdIi  ÜHWü  fÜtlinninfcfcH  xM  lliitni 

tM'^'ih^lK^      JR^^\«%>  ^ift  ^^'^^  i^^nM^M^lK  |aft%  |i    %        A  vnB  dnv 
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(!)  M^A(a  -{■  {kh)^     B{a  -k- 

JT' = (a    |i' A)"»  +  A  (a  |»'A)»   

* 

Nach  diesen  Gleicbungen  (4)  bis  (7)  wird  man  datier  die  AbstSode 

6  und  die  Coeffieienten  A,  Bf  C,....  durch  die  HAhe  A  und 

die  Schnitte       G,  My  aimdrilclfen  und  ihre  Ausdrücke 

in  jene  von  V  und  V X  einsetzen.  P?atar!lch  wird  dieser  Vorgang 
n:icli  der  Anzahl  der  im  Ausdruck«:  von  vorkoninionden  GHc* 
der  sich  mudiGciren  (abändern),  und  mag  hier,  liei  der  allgemein- 
ileii  Lage  der  Staiidebeoe  (E,  hioti  an  der  ein^edrigeu  Form  vou 
Q  erläutert  iverden. 


Ist  Q  eingliedrig,  also 
f«ist 

r 

(10)  Fi:=j^ — T^^* 

^  '  m  +  2 

(11)  g-Äa^. 

(12)  G  =  Aki^, 

nnd  aue  den  xirei  letaten  Gleichungen»  mbnnden  mit  der  Gleicbuiig 
(4),  sind  b,  A  dnrcb  k,  G  ansandrilekeD,  was  sieh»  wofern 
vir  den  Fall,  wo  mssO,  also  Q=A,  and  der  Kfirper  ein  Priama 
oder  Oyllnder  iat»  ala  an  einfach  übergeben,  wie  folgt  beirerk- 
stelligeo  liaat.  Ana  (11)  nnd  (l^  folgt,  nachdem  man  darana  die 
arte  Wurzel  gezogen  bat, 

J  «  6_  _  A"-CasA 

VA     vg     VG  vG^Vg 

wonaih  aich  a,  6  anadrücken  lieaaea.  Anstatt  aber  ibre  Aus- 
drücke sogleidl  in  (9)  und  (10)  einzuschreiben ,  muttiplldreti^  mir 

1«  diesen  mit  A,  ersetzen  Aa^,  Ab^  durch  g,  G  nnd  tragen  end- 
lich die  Autfdräcke  iür  a  und  b  ein,  tvonach  nir  erhalteo:  * 
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m 


(16)  vx  ^  GVG*-gVi^ 

Ist  insbMoiidm  m  eine  gaoie  Zahl«  wie  n^ste»«»  «»  kann 
man  in  (9)  und  (10)  den  Factor  6*--asA  immer,  und  da,  wo  der 
Exponent  gerad  ist,  sogar  a*s (6 -fa)A  herausheben;  mau 
findet  aonaeb: 

Ah 

V = j;qp|#"'+6»-ia+6"'-2a«+..,.+da»-^+o«)# 
und  wenn  m-f  1  gerad  und  >2,  also  i»  ungerad  and  >1  ist, 

ferner  das  aof  die  Standebene  Cl^  besiehliebe  Moment: 

nnd  wenn  i?i-|-2,  also  auch       gerad  ist. 
Ah 

und  sonach,  wenn  oci^X-^a  den  Abstand  des  Schwerpunktes 
des  Körpers  K  von  der  Grund  ebene  g  bezeichnet,  das  auf  diese 
Grundebene  g  bezogene  Moment : 

*  ^  (»J  +  l)(»»+2)  ' 

oder  weil  der  Zfthler  lilr  6s a  rerscbwindet,  also  durch  b—ä^h 
theilbar  ist,  auch 

y    _  Ah^  (m-i-t)6«4-m6"— ^a-f(m^l)^«"-gaH..+2^>Q^-^iaw 
In  diesen  Ausdrücken  schreiben  wir  gemäss  (13): 

^ ,   11=  ^  ^  und  wo  nüthig  am  Ende  noch -~=  ^  ^  » 

VA  vG-'Vg 

dann  wird: 
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(16)    V  =  +  V G'^^g  4-  V  ^"-^^^f* + g) 

nod  fiir  ungerade  m>l: 


UDd  far  pperade  m>  0: 


tn  tn 


odlich 


VG—V$ 

m 


_  *•  (»+l)C+ii*VlP^-i-(a»-l)V^g*-V+....4-tf 

m  +  2   

Erstes  Beispiel.  Fflr  fiisl  tot  Qsiir«  also 

Dieser  Fall  tritt  ein:  1)  bei  einem  vierseitigen  Prisma, 
welches  aus  einem  dreiseitigen,  mittels  eines  zu  einer  Seitenebene 
G  im  Abstände  h  parallelen  Schnittes  (/  aui«ge8cbnitten  Kird,  wenn 
dit  Staodebeoe  durch  die  zu  G  gleichlaufende  Seite  des  drei* 
seitigen  Prtonia  gelegt  ist;  2)  bei  einem  elliptischen  Parabo- 
loid,  wenn  auf  der  Axe  senkrecht  durch,  den  Scheitel  die  Stand* 
ebene  C  nnd  an  zwei  um  h  aus  einander  stehenden  Stellen  die 
Schoilte  g  nnd  Q  gelegt  werden« 

Zweites  Beispiel.  Bei  i»  =  2  ist  Q^Ax^,  daher 
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Diese  AusdrOeke  gelten  Ar  Pyramiden  und  Kegel»  wenn 
aie  Standebene  ^  dureb  deren  Spitse  gefilhrt  int 


5- 

Die  Staramauedfäcke  (2)  und  (3)  des  Rauminhaltes  und  Mo 
mentes  eines  KOrpere  der  in  Rede  stelieadeu  Gattung  werden  %vir 
offenbar  weaentlich  vereinfachen,  wenn  wir  die  integratioos- 
grenxen,  mit  Bewahmng.ihres  Intervalls  (Älwischenrauros)  b—a^h, 
derroassen  abSnaem»  dann  die  antere  entweder  Null  oder  die  nega- 
tive obere  wird,  nemlich  wenn  wir  die  Standebene  C  entweder 
mit  der  unteren  Grundebene  g  xeeammenrallen  oder  dorch  die 
Mitte  der  Höhe  h  gehen  lassen.  Hiebel  darf  jedeeli  nicht  vergeii- 
seo  werden,  dass  wenn  der  Ausdruck  des  Querschnittes  Q  durch 
seinen  Abstand  x'  von  eioer  gewissen  ursprünglichen  Standehene 
fSf  bekannt  j  uameotlicb 


ist  und  hierbei  die  Exponenten  m,  «,  p,....  fallend  gereiht  sind, 
man  beaiefalich  einer  ihm  um  c  nähereu  Ebene  «,  von  weicher 
er  um  »  =  —  c  absteht,  hiemach  nur  x'  ^  e x  einzusetzen 
haben  wird,  um  den  auf  diese  neue  Standebeue  ®  beafigiioh^o 
Ansdmck  des  Querschnittes 

zu  erbaiteu. 

Sfad  hier  die  fiiipettenten  m ,  ii ,  p , . . . .  nicht  insgesammt  ganz, 
•o  ist  bei  seiehem  Umtanch  der  Verftoderllchen  nichts  sn  gewin- 
nen, well  die  Reihe  der  Entwidteinng  des  Q  nach  Potenzen  von 
X  idcht  abbricht  Hingegen  wenn  Q  ursprOngllch  schon .  also  flir 
was  immer  Ar  eine  StandeheneC,  eine  ganse  rationale  Func- 
tion von  ist,  wird  auch  sein  neuer  Ausdruck  eine  eben  solche 
Function  von  or,  und  swar  vom  selben  mteo  Grade  wieder  Mher^ 
nemlicb  vüü  dbr  Form 

Die  Berechnung  dieser  Coefficientenreihe  aus  der  Staromreihe 
A  B  C, kann  entweder  durch  Ausfuhrung  der  angedenteten 
Potenzirungen  oder  bei  hSberem  Grade  (;/<)  nach  dem  von  mir  in 
meiner  Bearbeitung  des  ersten  Bandes  von  V  ega  s  Vorle- 
sungen über  Mathematik,  1838  und  1850,  §.  286.  gelehrten 
lusnmmenhingenden  Recbnuagsange  ausgeftlhrt  werden. 
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A.  Ziehen  wir  demnacli  zuvörderst  den  Sonderfall  in  Betrach- 
tung, wo  wir  die  Abstände  .r  der  Parallelsehfi  itte,  also 
auch  den  Abstand  jr,  des  Schwerpunkts  des  zu  eriorschenden 
Korpers  K  von  dessen  Grundebene  g  an  zählen.  Da rouss 
in  unserer  allgemeinen  Forschung  (Art.  3.)  (i:=0,  also  b^hf  mit- 
hin^ weil  für  x—a  —  d  der  Querschnitt  ^  in  ^  übergeht,  iit=cO 
■nd  A=g  sein;  folglich  mi  dieser  Qaenchiiitt  Doch  allgMeio: 

(19)         Q^A^^Bsd^^CalP^,...,  m\%  A^g, 

der  RanminliaJt 

dann,  indem  man  ^  in      yertauscbt,  das  Moment: 

(21)  ''-.=Kl+*f8+^a+  ••)' 

und  die  zweite  Grundebene 

(22)  ^^s^+BAo+CAr-h*.«. 

hsu  dieser  Gleichung  kann  man  ein  Glied,  ßh^,  bestimmen 
Dod  seinen  Ausdruck  i^Ä«  =  G—g--^  (Chv  +  .,,.)  in  die  vorher- 
gebeoden  eiusetzeii,  wodurch  man  erhält; 

m   '^»-'«"-^--öri^^äjap-....).  - 


AosdrÜcke  sind  denmaeb  vollständig  durch  g  und  G  he- 
•tfniiDt,  wenn 

I.  des  QnerschoUta  Q  Auadraefc  nur  «nf  svraLGlia,« 
det  beacbränkty  also 

(25)  Ö  =  ^  +  Äa?« 
lit  Denn  da  Ist  Ccs/>s..«.xr:0,  aha« 

(26)  r=A^^±^, 

Setzt  man  abkürzend 
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(28)  ^r=y.  ■ 

M  wird 

and  y  ist  ein  arithmetisches  Mittel  der  Grundebenen  g  und 
weiches  ßlr  mitten  inne  swiecheo  beiden,  für  ii>  l  aber 

iiSher  an  ^  als  *an  G  steht  Setzt  man  danu  eben  eo : 

eo  wird 

(31)  F*.=^r, 

nnd  es  igt  V  ebenfalls  «Id  aritbinetiaches  Mittel  xwiccbm  g  wd 
6;  aber  weil  noch 

(«+!)+ 1 

gestellt  werden  kann,  i«t  Pauch  ein  arithmetisches  Mittel  zwischen 
y  und  Gf  weicbee«  weit  n    1  >  1  ist,  immer  näher  an  y  aie  an  Cr  liegt 

n.  Wenn  femer  Q  dreigliedrig  aieli  darstellt,  alse 

(32)  QssAi^Ba^i^CaBf 

ist,  und  vrenn  hierin  j:^  >  n  >  0  ist,  so  muss  zur  Bestimmung  von 
CkP  für  die  Ausdrucice  (23)  und  (24)  noch  ein  Zwischenschnitt  M 
im  Abstände  y,h  <A  von  g  geführt  werden,  und,  weil  A=^g  ist» 
erhält  man  für  ihn: 

(22)  Jlf=/y  +  ^i«.ÄA«  +  |iJ».€ftP, 

womit  man  noeb 

{2-2)  G  =  g-{-  Bh''  +  ChP 

verbindet  Ans  beiden  deiebnngen  findet  man  aolort: 

^L^  —  ftV 

nnd  die  Ansdriicke  (23)  nnd  (24)  werden  nit  Beaehtnn^  der.  fiatstfi- 
gen  (28)  und  (30): 

(33)  F=Ä(y  -  ^ir^^T)  •  ' 

(34)  F^  =  *'({-^,/3-;^^.Cto). 
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Zur  fernmn  Umwaadlang  .von  Cfti»  I9r  F  «etaeo  wir  dAite 
aaeh  (28) 

€?-^«(«+l)(y-<5^), 

und  da  wir  biernairh 

erhalten«  aetsen  wir  abkarsend 

(36)  („  +  1),-1=.-. 
und  Ibdaa 

(37)  y^h[gM^iqg^0^q^iq)y\. 

Zor  Umwandlung  von  CAp  für  Fori  setzen  wir  hingegen  darin 

gemäss  (30): 


2 

«id  da  wir  biemach 

(38)  cab.=»+^^'^^-^,^tfa 

^  ^  2(fi«— /iP) 

finden^  setzen  wir  abkürzend: 

(39)  („  +  2),._2=f'.  (,^a)(p72K,-^)==y» 
nd  erhalten : 

(40)  F*i=|'[2«'ilf+<'ffV+(l-V-«V)^ 


Id  (37),,  dam  Ausdrucke  des  KörperinbaUes»  bt  der  aa« 
mmieiigeMtate  Factor  elo  aritbmetisches  Mittsl  der  PiSchen 
JV,  j7  und  wenn  Ihre  sa  I  sich  erg&nxenden  JUultiplicatom 
y,  i^»  l'^q^iq,  allesammt  positiv  und  <1  sind.  Da  das  Ver* 
hiUiiiss  ik  noch  willkdrilch  ist,  wird  es  xur  Vereinfadinng  diese« 
Attfldraekea  (37)  am  Einfachsten  sein,  g  oder  y  beransfallen,  also 
i  oder  1  —  (< -f- 1) o  Tersebwteden  au  machen ,  folgiich  im  ersten 
Falte- 

« 

m  setzen ;  dann  ist 
(42)  F»»A[yjir+(l-,)y] 
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WoA  hierin  die  mit  h  multiplicirte  Fiäche  ein  arithmetisches  Mittel 
von  M  und      wofern  in  (36)  die  Zahl  q  »wischen  0  und  1  fiüli 

Auch  kann  «man»  woH  (1-^)  iat,  schreiben: 

(43)  FsAAf-l-a— 9)*A(/-^>* 

Im  anderen  Falle  soll  (1  +  1)^—1  =  0  sein,  uelches  Mch 
(36)  durch 

»  +  l 

(44)  »'^=^1 

erfailt  wird,  und  zufolge  (37)  iöt  ilann: 

(45)  rs=.A[iyM  +  (l— + 

In  beiden  Fällen  kann  man  für  die  Wertbe  von  n,  p,  ft,  t,  y 
noch  «ac*>  (^)  berechnen,  indem  man  darin  für  F  und  CÄf 
die  gemäss  (30)  oder  (30)  und  (35)  sich  ergebenden  Ausdrücke 
dnrch  g,  y»  M  einaetat 

In  (40),  dem  Ausdrucke  des  statischen  Momentes,  ist  der 
zusammengesetzte  Factor  ein  arithmetisches  Mittel  der  Fttcbea 
^,9»  ^»  wenn  ihre  zu  1  sich  ergänzenden  Mnitiplicatoren 
^g'  und  1  — 29'— »V  allesamuit  positiv  und  <1  sind. 

Da  das  Verhfiltniss  fi  noch  willkürlich  ist,  wird  es  zur  Ve^ 
elnfachnng  dieses  Ausdruckes  (40)  am  einfachsten  sein»  g  oder  F 
heransfallen,  also  <'«0  oder  1— (t'  +  2)9'J=0  su  machen,  folg- 
lich im  ersten  Falle 

(46)  '^•^M^ 
SV  setaen;  dann  ist 

(47)  Vxi = A (i-2^')y] = (1- V) -Ä^Cy-^ 

und  darin  die  mit  multipUcirte  Fläche  ein  arithmetisches  Mittel 
von  üf  und  y,  wofern  nach  (39)  die  Zahl  ^q*  awisehen  0  mid  1  ftHfc 

Im  anderen  Falle  soll  (* +2)^'  — 1==0  sein,  welches  nach 
(ßQ)  durch 

(48)  ^•'"•^Ha 

erßlllt  wird,  und  gemäss  (40)  ist  dann: 

(49)  Fari  =  h^l^lg'M  +  (I  -2^')^;]. 

In  heiden  FÄllen  kann  man  fSr  die  Werthe  von  n,  p,  f*,  t',  9* 
noch  F  nach  (33)  befeohiMni»  Indem  vnxt  hierin  fdr  f  nnd  Ckf 
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dtegamSM  (28)  und  (38)  sich  ergeb«ad«ii  AnsdrOcke  durch  g,  r,  M 
flintetzt 

AnweodQDg.  Wenden  wir  diMO EigeboiMO  auf  etUcbe  B e i- 
splele  an. 

1)  Zum  Querschnitte  Q  =  A  i-  Bx  findet  man  (wie  im  ersten 
Beispiele  des  4,  Art): 

* 

2)  Zum  Querschnitte  Q^A\  Ba?-  erhält  man : 

3)  Zttm  Qaerachaitte  Q  =       ^*  ergeben  eich : 

^  Für  den  viel  yerbreiteten  Queraehnitt  ^Qs^-f  ^d;'|*G«^ 
ninmt  »an  entweder  nach  (41) : 

o.  die  Zahl  fi  =  2,  d.  i.  man  Rihrt  den  Schnitt  M  mitten 
twiscben  g  and  6,  und  findet  y= — 

jl.  eder  man  nimmt  |*  =  S  naeh  (44)  und  erb&lts 
F=:  aS^^*^=  Äiir + JA(^  ^  ilf) , 
^^£^+2£+5     ^  _h  gM^^W^g    k  9M±r 

A«3^+r^..  r^^G±g. 

]f.  oder  man  wfthlt  fft3=|  nach  (48)  nad  findet: 
*  18  fllry--^^.    F2ri=:j* — ^ 
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1. 

Es  läwt  sieb  nun  leicht  erachten,  dass  diese  Beispiele  itt's 
Unbeetlmiiite  vermehrt  werden  konnten»  weshalb  wir  ans  bles  auf 
die  hier  vergelegten  beschrinken»  dagegen  es  flir  nieht  miuge* 
messen  halten,  die  Benfitsnng  der  in  yerschiedenen  Abstinden  sn 
f&hrenden  Mittelschhitte  M  und  der  mancherlei  arithmetlscbeD 
Mittel  r  der  Grandebenen  ^,  €r  In  einer  allgemeineren  und 
symmetrischen  Weise  darzulegen. 

I.  Hierzu  nehmen  wir  erstlich  betreffs  des  Rao  min  halte» 
die  Gleichung 

in  Verbindung  mit 
(22)  €?  =  ^  + ßA'«+ CÄP, 

(22)  M^g-^pk^Bk'-k'^Ckf 

in  Betraclit,  indem  uir  letztere  mit  den  vor  der  Hand  nnbestimm> 
ten  Multiplicatoren  x  und  A  iniilti[jliciren  und  von  der  ersteren  ab- 
siehen,  sonach  im  Unterschiede  die  Glieder  mit  Bk^  und  Cäp  dadurch 
▼erschwinden  machen,  dass  wir 

bedingen,  nnd  endlich  noch  der  Gleichförmigkeit  halber 

(öl)  1  — A  =  6 

setzen«  wonach  wir  erhalten: 

V 

(62)  -gzs^eg^^U^m 
und 

■ 

(51)  «+ii  +  is=l, 

F 

tum  Zeichen»  dass  ^  ein  arithmetlscbes  Mittel  von  g^  G,  M 

ift,  wenn  B$  ic»  A  gleichstimmig  sind. 

Im  Ansdmcke  (52)  kann  nun  M  nicht  fehlen»  also  keinesfalb 
X=0  werden,  weil  sonst  in  ((SO)  n  xwelerlei  Werth«  erhielte»  da 
n  nnd  p  verschieden  sein  müssen.  Dagegen  kann  G  oder  g  eot* 
fallen»  also  »sO  oder  noch  $ssQ  werden» 
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a)  80II  G  wegfalleii;  «Uo  »=0  s^in,  so  miiM  gamJu«  (SQ), 
wm  gtttbeilt  iri^^, 

m  ,  ^=|±i'  . 

gfiBettt  fr6rd«a>  und  man  erhält: 
«sdlicb 

(64)  j  =  (l-.i)^r>fAiir. 

b)  Soll  ^  wegfalle B,  also  0  =  0  werden»  so  findet  man 
ras  (50)  und  (51) ,  Indem  man     nod  A  dariras  ' jrerdriogt»  für 

die  Bedingi;Dg 

I 

1         .       1  +  - 

ood  endlich : 

(57)  j=<l-X)l?  +  XAr. 

« 

V 

e)  fifaD  kann  aber  aaeb  ans  -g  sowohl  ^  als  G  ansmer* 

2eo  und  dafür  eine  Uilfsfläche  von  dem  Ausdrucke 

(88)  mC?<f(I--m)9sy 

einfuliren ,  welche  ein  arithmetisches  Mittel  der  Grundebeneo  g  und 
G  ist;  falls  'die  willkürliche  Zahl  m  zwischen  0  und  1  gewI&bU 
wird.  Hierzu  multipliciren  wir  diese  Gleichung  (58)  mit  dem  an- 
bestimmten  Maltiplicator  ^,  addiren  sie  sur  Gleichung  (52)  und 
stellen  in  der  Snmme  die  Coefflcienten  von  g  und  G  beiderswts 
des  Glelebheltszeiciiens  einander  gleieb»  nemlicb 


(1— 7H)p  =  d,   fn^  =  x; 

IWglleb 

V 

Demnach  muss  sein : 
TkeUXXXni.  10 
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6    _n     $±n  , 

und  sofort  ist : 

V  "  ' 

(r»9)  -j^  =(1  — A)y  +  Äil/. 

Da  man  hierbei  ilie  Zahl  m  frei  wählen  kann,  »o  fragt  es  sich, 
für  welche  Werthe  von  jii  die^e  Einfuhrung  von  y  geschehe.  Hierto 
setzen  wir  den  Ausdruck  x  =  m(l  —  l)  in  die  Gleichungen  (50), 
schaffen  daraus  k  »  eg  und  erhalten  fut  fu,  und  danach  auch  liir^ 
die  Bestimmungsgleichuiigß^  . 

denen  zufolge  dann  nach  Obigem 

6  =  (1— w)(l  — A),    x  =  m(l-X) 

beetimnit  wird. 

d)  Endlich  konnte  man  wohl  auch  im  Ausdrucke  (52),  nachdem  . 
er  genügend  vereinfacht  v%orden,  für  jedes  beliebig  gewihlte 
VerhältuiM     geradehin  die  iülfsfläche 

einführen  ,   indem  man  6^ -|- x6r=(0i  k)  T^^Cl -A)  T  einsetzt  und 
sofort  findet: 

II.   Betraehten  wir  nnn  andererseits  in  Bezug  auf  das  sU- 
tische  Moment  die  Gletcbong 


Heeder  Verbunden  mit 

,  (22)  G  =  gi^Bh^^CkP, 

80  mnitipliciren  wir  die  leUteren  mit  ilen  \  orerst  noch  unbestinini- 
ten  Zahlen      und  1%  sieben  sie  von  jenen  erstereo  ab  und  setzen 

(62)  1-«'  — i'ss«». 
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na  in  erhallen: 

(63)  + 
nit 

(W)  Ä'f +    =  • 

»onms  zu  ersehen  j  dass  B'g W  G -^-X' M  ein  arithmetUche«  Mit- 
tel von  g,  G,  M  ist,  vveoD  ^,  x',  X*  glelcbstimmig  sind. 

Auch  in  diesem  Ausdrucke  (63)  kann  M  nicht  fehlen,  rolglleh 
keinesfalls  V  =  0  sich  ergeben»  vireli  sonst  in  (61)  »'  zwei  un* 
gleicha  Werths  annähme.  Hingegen  hana  Cr  oder  g  hera^uslallen» 
«Im  s'&iO  oder  werden. 

a)  8ull  G  wegfaMea»  also  sein»  so  ninss  den  Gtei- 

diaogen  (61)  gemäss 


p+1 

•Rgenommeu  werdeo,  uiid  man  erhält  : 

m        .  ■Jp'*(i-»')*4-.»'iif. 

ß)  Soll  f  wegfallen»  also  ß^^O  werden»  so  indet  man  ans 
91)  und  (62)  für     die  BestinKnnngsgleicbnng 


(69)     ^,=(l+|)(l--/»-)  =  (l  +  |)(l~f»'),  s'=l-r 


und 


(70)  Ä»=(l-r)C-|-ViV. 


f)  Will  man  In  den  Ansdruek  ipdn         anstatt  G  und  ^  die 

RfHliflSche  y  nach  der  Gleichung  (58)  einfuhren,  so  findet  man 
Ihiiticb  wie  in  I.  c)  für  |*  und  X'  die  Bestimmungsgleicbongen 

10* 
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« 

dann 

(72)  fl'  =  (l-l,)(Ir-^*V»'=^a-*'>.  . 


UDd  endiivb: 
(73) 


-^'=fl_V)y  +  l'lf. 


Soll  in  dem  Ausdrucke  (63)  geradezu  die  Hilfsfläche 

m 

»iiigelührt  werden,  ho  erhält  mau  sorort: 

.  -^•=(i-i')r+A'Ä.- 

■  « 

Es  mOcbte  nur  noch  zu  h«merkeo  sein,  dass,  sobald  ft  gemiM 
einer  seiner  Bestimmangsgl|»lch«ngen  aus  den  Werthen  von  n  und 
p  ausgerechnet  ist,  fdr  F'dle  CoefBcienteii  B^x^X  nach  den  Glei' 
chungen  (50)  und  (51),  daoii  furTa?x  die  CoeifBcienten  'B\  l' 
nach  den  Gleichuiigen  (61)  ood  (62)  au  slicben  qnd  gebürigcn 
Ortes  elnzastenen  'sind*  .  *     >    '  ' 

Beispiel.  Der  Querschnitt  sei  Q  ^  A -i- Bx Cät^»  also 
nssl,  ps=^Zt  und  im 'AMsdruck^  vo«  V  eoH  G  nicht  vorkott»#ii, 

dann  ist  nach  (44)  f*=  wo»  daher  gemäfss  (53)  i=— v  und  nach  (64) 


Ferner  ist 


also 


*-J6'  *-T5''  15 


»^^i  —  2  •  15  ' 


und  dal»ei  i^t : 


iV 


8. 


B.  Noch  einfacher  gestalfen  si(h  die  Rechnungen  und  Aos* 
drucke,  wenn        fdie  Staad eOen&.<|  durch  die  Mitte  der 
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%»iscAm  %0ei  /'(iTuUel-äfieHm  u.  einer  %usammenMng.Lukftäcäe,  i4I 

tiäfce  ded  Krirpitrsiirgt,  die  Mitte aebeu«       Itet  .jm«r;wird 

«=— jÄ-^iVund  6=^  =  ^*,  Wenn  man  "iii  den  ftwisebenrecbnun- 

ftn  die  halbe  Hübe  Ä  mit  A* .  be%eicbiiet ;  und  am  Aunallendsteo 
werden  die  Verein fadlungen  def  :£nd^geäiifo«e  akli' beüvÜif»«^ 
ran  der  Quer^chnUt  <^  dies  KürpjM  «ItoB^,  gtinze  ruti<Mia;l4» 
Function  des  Abstandes  x  i«!^ .  .ca«olNMNi  ()4il»e|«|fhlr-«irlMiir 
den  wir  in  Q  die  Potenzen  von  :r  mit  geraden  Exponenten  tod 
Jenen  mit'  nnj^eraAen  fixpönenf^li j^'  ind^Äi  wir  i^^zen: '  '  - 

(74)     ..  .     q:^zA^;^;^-i\£B»x'^H\  ^ 

■od  hierin  das  SuromeMtittbAii  auf  den  sciir ittweiseii '  Durdiis^f 
vou  m  und  n  durch  die  ganzen  Zahlen  0«  1»  2,  3,....  beziehen. 

Da  iat  denii »  wie  leicht  au  sehen : 

*  I. 


nd  wenn  |  den  Abstand  den  Schwerpanktee  von  der  £bene  ^ 
Tontellt»  da«  MoBieiir'  .  i 

otewenn  man  durch  2^sil  und  2A>*=:iA*  theüt: 

Vi  BmV'*^  v 

■»  •  •  « 

Voraus  als  bemerlcenswerth  erbellt,  dasn  im  Auadracl£e  den  Raom- 
iebaltes  V  nur  die  Coeflticienten  Aq,  A^,  A%t,,\,  der  geraden» 
«id  un  Aundnicke  des  Momentes  V^i  Mos  die  Coeflicienten 
B^t  Bis       ....-der  angerade»  Pot^aen  von  m  in  '9  vorkommen* 

Dabei  ist  für  x  =■  —  A  und     =  +  A  i 

elto 

(77)         2;^^^'"=^t^,   i;Ä,i««H  =  ^^. 

Denkt  mati  sich  noch  in  der  iVlitte  zwischen  den  GrundelNK 

Q«o  den  Mit.tQns4:hnitt        so  i«t  dafür  a;  =  Ü»  daher 

^  \*      •  j  'ji 


Digitized  by  Google 


142  Matt  ha:  lur  Benimm,  der  Rmimink,  m,6^kmefpvMfmHfirp, 

Durch  diese  beiden  GrandelMiien  ff,  ßtM4i9n  llllMli«Dlttll 

M  künnte  mai»  drei  der  Coeflicienten  A  im4  B  bestiminin  od«r 
beziehungsweise  aus  den  Ausdrücken  von  V  und  Vx^  beraue- 
schaffen.  Wär«n  in  Q  noch  mehr  Coefficieaten  vorhanden,  so 
würde  man  noch  weitere  Zwiscbeascbnitte  Itt,  Bt',  IH",  ....  in  de« 
Ab€*tÄnden  ^i'k,  n"k,       <  *  fOJireB  «ini  d«rch  sie  nocfc 

eben  so  viel  CoefBcieotaii  verdfäugeiK 

Föbrt  die  Veränderliche  x  im  Aa«dwk^  W  Q^^^  (jefidf 
Exponenten,  sind  also  alle  Coefficienten  Null,  aä  iallen Jede 
zwei  beiderseits  der  Mittenebene  (£  in  gleichen  Abständen  geltbltQ 
Qoersdüiitte  gleich  aas,  folglieh  ist  aia«h  ju 

ferner  iat  Vi^O,  aUe  avch  |?rO. 

9. 

r  «  .  f  '  • 

Betrachten  wir  einige  besondere  Falle. 
A.   Ist.Q  zweigliedrig,  nnd  zwar 

1)  QszAo-l-Am^, 
ao  ist 

A  =  ^»  ^»,Ä^=^-ilf  und  ^==ATqp5ir' 

2)  Ist  Qt=^o  +  Än^**^*».  • 


3)  Ist  g= -4«./^"*+ ÄiKi:*"i^  tind  dahei  m'Tl,  so  Ist 

daher     '  -   -  .  i  's  " 

^=SrM~2~'  *-2i.+35C+« 
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%9ßHsken  %wei  Parailei-Ei^enen  tr.  eintr  zuBommenhän^.  Vm flächt.  143 
B.  Ist  Q  dreigliedrig  uml  z«nlich«t 

•0  ist: 

^+^.it^'"=— J^,  ia«-i'=^.  4»=*.' 

ud  danach 

'^=**+2iii  +  l   *^"*  3m+l 

Erstes  Beispiel.    Hierher  gehOrt  besonders  der  Fall,  wo 

der  Querschuitt  durch  ein  vollständiges  Trinom  zweiten 
Grades  ausgedrückt  wird,  Denilicb  m~l,  n=0  und 

(78)  Q^A^-{-Ai»^-{'BoX^Af^'^B^-^Aia^ 
in.  JJiMrOiffist 

2weit«s  Beispiel.  Bleibt  m=st  und  wird  ttssl,  sonach 
so  wird  ebenfalls : 

Bemerkung.  Es  fällt  hier  sogleich  in  die  Augen,  d;is8  der 
Aasdruck  des  räumlichen  lahaites  V  derselbe  bleibt,  wenn 
bei  derselben  Zahl  m  vvas  immer  fiir  Glieder  mit  ungeraden 
Eiponentea  Im  Aiisdrucite  von  Q  stebeA*  ^  ist  dtmnacb  such  tiit 

des  Körpers  Inhalt: 
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und  insbesondere  bei  si^l'ist  Üv-       '  '  ■ 

.worin  der  Sonderiali 

(81)  e = 'i<o  +  4**  +  Si^4-Bts* 

in  vrelcbem  der  Querschnitt  durch  ein  vollständiges  Quadri- 
nom dritten  Graden  ausgedrückt  ir^rd,  mit  ^begriffen  i^t, 
wie  oben  des  .Kör{)ers  Inhalt :         '^'"/  'i  i  m>v  ^ 

%e^t.,j|(an  zu  solch  ein^m  Körper  noch  4eMI«Q  stsfifcbcs 
JWftppi^ilti,  SJ>,>?|t  /«r  «e|b«4>  (76): 

sonach    benützt  man   einen  Zwischeoschnitt  tül  im  Abstandt 

jrs=ftA=fi^  von  der  Mittenebeoe  jS»  nemlicb  . 

nnd  findet  nach  den  Glelehnngen  (77): 

und  jetst  noch;  • .  t. , 

Sucht  man  aus  den  beiden  letzten  ftleichungen  die  Ausdriiclse  vun 

BJk  .und  i?!/;*-  «nd  «Mt;  sie  in  ^  ein»  at(  erhilt  ni«#.niHslf  eioif 

gen  leichten  UmMaUangen :  •»        >  ,     :  • 

Hier  gewahrt  man  aut  der  Stelle,  dass  dieser  Ausdruck  8ich  um 
ein  Cülied  verkürzt,  wenn  man  /i*  entweder  =^  oder  =  —  6  wählt 
Fährt  man  nemlicb  tm  Abstände  x'=:i^k'=^lk  über  der  Mitten. 
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ilfkcAen  zwei  Paraliel-Eöenen  u.  Hner  waatiimünää^g.Vw/ldcAe  445 

h 

tbeaa  91,  also  lo  der  Entfemung     =  g  unterhalb  der  obeveii 

Gruodebene  G  den  Zvriscbeiiscboitt»  so  ist  selber 

und  das  Moment  in  be^ug  auf  die  i\|iU«neben|je : 

(83)  rSasy«— ^-^-f^-j:-*^).  f 

Ffibrt  man  dagegen  im.  Abstände  a73=|v^=— unter  der  Mitten 

h      '  ' 

obene  H^,  also  In  der  Entfemoog  lU  =  ^  oberhalb  der  unteren 
GrondebeDe  g  d^  .Qaec^cbnUt,  8%  iat  deieelbe 

■ 

♦  • 

and  das  gesuchte  Mement  in  Besng  auf  die  Mittenebene 


(84)  Ft=|'(,M+£^); 


10. 


Nachdem  wir  bisher  die  Bcrechrmngsweisen  der  Kauniii^alte 
«Jid  statischen  Momente  hei  den  iiii  Eiugange  beschriebenen  Kor> 
pern  sowohl  allgemein,  al«  auch  insonderheit  für  solche  Fälle, 
Ho  die  wandelbaren  Querschniite  derselben  ganze  rationale  Functio- 
nen ihrer  jedesmaligen  F'ndernunfiren  von  einer  fester»  Parallelebene 
«ind,  auseinander  gesetxt  haben  ;  «ollen  wir  nun  mancherlei  Arten 
••lieber  Körper  kennen  lehren.  Hierbei  werden  wir  zur  Abkufr 
zang  der  Rede  derlei  KOrper,  jenachdem  ihre  Querschnitte  alge- 
braische Functionen  ersten,  zweiten,  dritten,  vierten....  Grades 
tlad,  K&rper erster»  zweiterj  dritter,  vierter,....  Ordnung  nennen. 

Von  den  Körpern,  welche  in  der  Elementar •Sterteonietrie  be- 
trachtet zu  werden  pflegen,  sind  die  Pyramiden  und  Kegel, 
sowohl  ganze,  als  abcjestutzte ,  dann  die  Kugeln  mit  ihren  Ab- 
schnitten und  Parallel  -  Aijs.schüitten  (Kugelplatten  oder -Scheiben), 
bekanntlich  von  der  zweiten  Ordnung:  und  die  Prismen  und 
Cylinder,  deren  Querschnitte  überall  dieselben,  folglich  vom 
ttttflten  6rade  sind,  müssen  soiKach  der  nullten  Ordnung  bei- 
|i0ftabU  werden.  Ein  Paar  Körper. erster  Ordeiiii|g  haben  ivir  M 
«ifteii  Beispiele:  dei  4.  Artikels  attgelUlÜt 
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Betrachten  wir  daher  gegenwärtig  vor  Allem  die  sehr  gewuho- 
licheo 


A.    Kdrper  zweiter  Ordauoi^. 

Ihre  Querschnitte  sind  demnach  in  der  Form 

Q  =  ^  +  ÄJ?  +  Car«  =  ^0  +  AiX^^BqX 

begriffen  (Art.  6.,  Beisp.  4.  und  Art.  U.,  1.  Beisp.  Form.  (78))  und  der 
KiJrperinhalt,  so  wie  das  statische  Moment  derselben  wird  nach 
den  dortigen  Formein  berechnet,  von  denen  die  folgenden:  * 

(79)  F=A;,/+äA(«t£-;^)  =  A^±^; 

(80)  {  »''l"  )!•-•  >■••'  '  t  . 

k     G-g  ^ 

sehr  fördersam  sind.   Hierher  gehören  zuvörderst 

I  r 

1.    die  Ellipsoide  und  Hyperboloide, 

namentlich  1.  das  ganze  von  einer  einzigen  gewölbten  Fläche  um- 
schlossene Eliipsoid,  theils  mit  seinen  Abschnitten  (Segmenten), 
tfaeils  mit  Parallel  -  Ausschnitten ,  deren  Grundebenen  zu  einer 
Axe  senicrecht  sind;  2.  das  einmän tilge  Hyperboloid  in  VerbHi- 
drnig  mtt  einem  Paar  auf  einer  Aze  senkrechter  Begrenzungi- 
ebenen;  3.  eine  Abtheilung  des  zweimäntligen  Hyperboloides 
mit  einer  solchen  Grenzebene,  oder  eine  Scheibe  desselben  zwischen 
zwei  derlei  Ebenen.  Bekanntlich  sind  diese  Flächen  in  der  allge- 
meinen, auf  ihren  Mittelpunkt  und  ihre  Axen  bezieblichen  Gleichung 

enthalten,  und  zwar  ist:  beim  Ellipsoid  a=l,  ß^l;  beim 
einmäntligen  Hyperboloid  a=~l,  ^=1;  beim  zweiinänt- 
Jigeo  Ä=-l,  ^  =  —  1.    Daraus  folgt:     ,) .  „t.  -  4^-^.  f  ^ 


zum  Beweis,  dass  jede  zur  jt- Axe  senkrechte  Ebene  jegliche  solche 
Fläche  in  einer  Ellipse  schneidet,  die  sonach  auch  der  der  Ab- 
scisse  j"  entsprechende  Querschnitt  Q  ist.    Seine  der  z=0  zo- 
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di^egen  «o^cY  mitbin  der  ei^ptiscb«  QuerscbuiU:  . 

8onach  kUnnen  alle  derartige  KOrper,  aU  der  zweiten  Ordnung 
aogeborig,  so  wie  auch  insbesondere  die  DmdrehiHigskörper  ihrer 
Art  nacb  ebigan  Formeio  bereehoet  werden»  waa  wir  hiev  jedoch 
aar  andeuten  wollen. 

n. 

n.  Koppe'a  Obetlakeft. 

Von  den  eckigen  Körpern  gehören  hierher  die  von  Koppe 
(nacb  Bentb)  so  genannten  Obelisken,  ein  höchst  bemerkens- 
werthea  Geschlecht  bäu%  vorkommender  Körper.  Ein  Obelisk 
wild  von  awel  pimllelaii  VIeleeken  und  einer  Reihe  an  einander 
IlBgender  Trapeze  begrenat»  ?on  denen  anenahrosweiae  eloacloe 
wM  «och  PMallciugBaipiiie  edat  Djraiaeke  eete  l^diHW»  •4>8e 
Qverachnitte  deeaelben  beben  Ibre  in  einerlei  Seltenebene  gele- 
f/mtm  Gmedlmlan  pamlM»  alao  ihre  WInkai  mit  de»  pendUM 
fmeMtom  Wiefcfnln  der  GtwulebeiM  glel«b.  Hint.  mag  c^i  genf^ 
fw,  an  inigri»,  4aea  Jeder  OMIiil  ibi  K&i|ier  nw^llar.Ordauag 
ist,  da  wir  wegea  dea  Weiteren  and  Elnatleen  auf-  die  in  dar 
Emleitung  genannten  Abhandlungen  und  Lehrbücher  verweisen 
Bfissen. 

Seien  nun  A,  B  irgend  ein  Paar  Strecken  (Seiten,  Diagona- 
len» Höben  u.  dgl.)  der  einen  Grundebene  G  eines  Obelisken  und 
«  der  Winkel  beider«  ao  wird  der  Flächeninhalt  dleaea  VIeleeken 
antlanterProdneten  von  der  Form  ABt{uj  aaaammengeaetat,  wenn 
i{«)  efaie  gewiaae  Tom  Winkel  a  aUhSngf ge  FnnctioD ,  bald  1 »  bald  \, 
leid  eine  oder  ;idn«  voratellt  Daber  kann  man 

tetiettt  wolen  mtm  dae  SmuneeaeMeii  S  eef  die  2aaaeu»enfaa- 
nng  aller  nOthigen  kbnlicb  gebildeten  aoleben  Prednete  blnwelaep 
denkt.  Eben  ao  aeien  a,  b  dae  ^ar  der  A,  JB  parallelen  oder 

gleichliigigen  Streeken  der  anderen  Gmndebene  g,  ibr  Winkel 

^so  gleich  falls  folglich  das  dem  Producte^ifffC«)  eniaprecbende 
Prodact  :^  o^i  f«f ,  und  ^obio       ■    -  "  * 
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Eaditch  sei  x  der  Abstantl  eines  Querschnittes  Q  von  der  Grund- 
ebene  ff  und  seine  zu  des  vorigen  paraHtl  laufendeo  Stveckea 
a* ,  ö' ,  so  wie  h  die  Hube  des  Obelisken,  so  findet  nian,  weil 
einerMit»  iHe  Paraliel^trecken  ,  a  und  and^cMeite  die  Pa- 

raüeUtrecken  B,  6*,  b  ie  zwischen  eineoi  Paar  Kanten  (Geraden) 
liegen«  leicht  die  Proportionen; 

a'  —  a  b'  —b   x       .  ,  . 

Weil  auch  a'  und  b'  miteammen  den  Wloicel  u  bilden ,  i«t  den 
Qnereehnittee  Flächeninhalt  . 

Q'- S.a'b'ila), 

folglich  weiin  man- a' 4.6' eraetat;  . 


woraus  erhellt,  dase  der  allgeaelne  Ausdmck  des  Qoerschnttteir 

Q  jedes  Obeiietcetr  vom  zweiten  Grade»  jedweder  Obelislt'*alM| 

ein  Körper  »weiter  Ordnolig^  int  nnd  neliin  nach  oMgen  f^riNw 

bttMlInnt  vf^trden  kmM,  •  ;    -     ,  i 

•  * '  ..... 
Ffir         erhält  man  den  Mtttenechnitt 

'  ^  A^a  B^b..  ;     .  •  ' 

daher,  .wenn  man  den  vorkommenden  Unteracbied  * 


■  i 


V-  I 

Mm« 


«teilt,  ist 

Jener  Mittenschnitt  und  dieser  (von  Koppe  die  Ergä  n  z  uni^fi  J 
flgur  genannte)  Unterschied  E  sind  also  mit  den  Grundebenen 
('»Sl  gleichwirtlielig,  jt^iier  kni  überall  die  halbe  Summe  (das 
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arithiittMi^rUllllcl)»  diese  (teo  balbeD  Untiir6$bf«4  der  parallelee 
:  (86)  ^  .:F??*4f:|-i*i;=jÄL4fcii^+«+«(Ä-l-mM»    .  '! 

i 

iiul  eeioe  »tatieehep  Moment^  «od: 


11 

III.  Mascheroni's  Obelisken  mit  Einer  windscbiefen 

SeUeofiäcbe. 


Die  von.  IVlascberon i  in  seinen  „Problemi  di  geome- 
tria**  angegebenen  und  von  Herrn  Professor  Grunert  (a.  a.  O.) 
erforschten  interessanten  Körper  sind  vornehmlich  deshalb  bemer- 
kenswerth,  weil  sie  von  den  Obelisken  Koppe*^  blos  in  Einer 
^iteoÜäche  «icb  unterscbeiden,  indem  an  die  Stelle  eines  Seiten* 
tnpezes  Eine  windschiefe  Fläche  —  ein  windschiefes  Vier- 
telt —  eintritt»  deren  beschreibende  ^trctke  zn  den  föuadebene^ 
<iurcbtveg  parallel  bleibt.  Lässt  man  nemlich  bei  ^oem  schon 
fertigen  Obelidran.  (Taf.  1.  Fig. 6.), an  einem  Seitentrapea  (-Pa^aft- 
Mo^fMim  oder  -Dreieck)  DEed^.  bei  welebem  die  Seiton  M»  JS$ 
In  einer  Ebene  liegen,  dieselben  Seiten  in  gekreuite  (in  keinei; 
Eb^ne  enthaltene)  «teil  verweebaeln«  indem  man.  eine  Spitie  d 
wf  der  cd  nacB  d'  vor«  eder  nacb  ^  zuHiekflchlebt^  wonacb  iTe 
oder  mit  DE,  und  Dd'  oder  mit  Ee  «ieb  kreuzt;  so 
MtBD  in  dem  unebenen  Viereck  DEed'  oder  DEed"  eine  wind- 
schiefe Fläche  beschriebtii  werden,  deren  „leitende  Geraden" 
Ee  mit  Dd'  oder  Dd"  und  deren  „Parallelebene."  jede  der  bei- 
den  Grundebenen  ist. 

Anehbei  dienen  Maseber oni'schen  Obelieken  sind  die  Grund- 
ekeeen  g,  G  und  die  Quersebnltte  Q  Vielecke»  deren  nach  ein- 
teder  folgenden  Seitenpaare,  bis  auf  eines  (das  letzte)  parallel 
und  Velche  -  eobin  encb  alle  Zwiicbenwinkel »  bis  auf  die 
Wden  andienen  leUten  gekreuzten  Seiten  liegenden  Winkel,  parallel 
Stellt,  also  gleich  haben.  INun  ist  aber  ein  Vieleck,  also  audi 
ftin  Fiäcbe^iujiLalt«  vollständig  hes^inun,i>  wenn  alle  seine  i3eii(<Hi{ 
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M  «Bf  €111»,  M  dl«  Miiw  IVinM,  W»  anC  b#«I  «Ii  4let«r 
«tiUBft  Ml«  ll«e««den  |»«$«lien  «M,  MMilO'  IM«««  M  iltwB 
Angalmi  di«  Grandebenen  Cr  und  d«r  M^lütmMMniH,  Mm  «M 
Ramnlnbalt  und  Mmeot  der  Obeli«kenr  Mascbero.Dr«  gans  ga* 
«au  nach  deiiaelben  Formeln»  wie  bei  Koppe*«  Clbtliaken  le* 
reebnei  werden. 

Z.  B.  Sind  (wie  im  Archiv.  Tbl.  XX%{.  S.  484)  die  Grundebe- 
nen eiiieei  solchen  Obeiisken  viertel tii^,  A\\a,  ß\\f)f  C\\e 
ihre  drei  paralleiea  Seitenpaare  mit  deo  äusseren  Zwiacbenwin* 

kein  i^#a^  =  4ir,  iCc#bxtsß  «nd  jLC#m  ^s^yssiu-^p, 
so  iat  hier  ,naeb  einem  bekannten  trigonometrischen  Lehiirtatie 
f(iir)  =  I  sin  er  an  aetien,  folglich  erhält  man  (nach  Art'll.GLSft 
uDdGI.88.)  fflr  V  und  Vi  die  Auadrfieke: 

(89)  ~:z[A(^2Bi^ö)i^üi^fB)}^ma^[ß&Ci^e^^  QJain^ 

+  (C— 5 — fe-7r=^«iiijr, 

(VI)  (^i*-fl6)aji>«-*-  C^6--^»e)a»f^  +  (4C-«o>«Hiy,  . 

iftfd^'  twat  enterer  Auadraek  mit  dem  am  «ngefMirleff  Orto  vo« 
Herrn  Frefenaor  Grunert  gefundenen  Im  Weaenflfielled^  fltaela« 
«finimend» 

Bemerkun<;.  AufTallend  ist  hierbei  die  Wahrnehmung,  das« 
ein  IM as che roni'scher  Obelisk ,  der  sich  von  einem  Koppe'schcn 
nur  in  eiuer  einzigen  windschiefen  Seitenebene  unterscheiden  soll, 
aus  diesem  keineswegs  durch  parallele  Verschiebung  des  einen 
Grundvieleckes  in  seiner  Ebene  entstehen  kann,  weil  hierbei  fort- 
während alle  Seitenflächen  eben  btetben  mffieaeny.  alao  keioe 
windschief  werden  kann. 

13. 

IV*  Verschoben^  Obeliaken.  (Pilaater«), . 

Bei  näherer  Erforschung  dieser  Obelisken  Mascheroni's 
gerieth  Ich  (am  7.  Febr.  d.  J.  1859)  auf  den  Einfall,  hei  einem 
Bolcheo  Körper  anstatt  blos  eines  Paares  Seitenkanten  jedes 

r 
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P»«r  ^»ittfvlrMlM  »leb  kfMs.«n-M  1a««M 
MtltelMii^  MdbM  8iiit«iiriM9li  «Ii»  wMwUif»  Plich»  ^ 
mHif^f  4m  «Iii  daiwtfgw  KSqier  m  sini  iMkmllite  lUii 
gMebvtelMiligw  («niBdO  Vl«l«clDii»  v«»  lanAor  4mMm 
Ihgnd^B  ■■dbwBH  «Bd  wMMkMM  <8«Ü«ii->  VtaMcken,  ata»  m 
Hfklea,  ata jeilea  Onmdvtaieck  8dlen  bat,  i^iigeMlItMMtt  «i<tti4«» 
Ba  wUrda  dann  nur  eine  Abart  dieser  KSrper  entstehen,  wenn 
eine  oder  etliche  Seitenfläche«  eben  (also  zu  Trapezen,  Paralle* 
(o^ammeo  dder  DreieckeE)  uürtlen;  und  wonach  vväreo  die  Ob«-  ' 
lisken  Mascheru  II  i ' 8  unri  Koppc's  nur  ganz  besondere  Spiel- 
arten (lieser  Körpergattun«?.  Vor  Allem  aber  werden  wir  die 
ItögUchkeit  oder  Darstelibarkeit  lieber  Kürper  daraatbao  babeo« 

leb  d«ob«  mir  biana  «Id  abenea  Vieleck,    B.  (Taf.  L  Fig.  7.) 
das  Fünfeck  ABCDEt  und  in  einem  gewissen  Abstände  davon 
eine  vorläufig  unbegrenzte  Ebene  P  dazu  parallel.    Aus  der  Spitze 
A  führe  ich  zur  P  hin  willkürlich  die  Gerade  Aa,  durch  sie  und 
AB  lege  ich  ihre  Ebene  und  ftihre  aus        der  nächsten  Viel- 
ecksspitze» die  au£»t»er  diese  Ebene  fallende  Gerade  Bh,  deren 
¥!ndpunkt  b  ich  mit  a  durch  die  nb  verbinde;  dann  kreuzt  sich  « 
Bb  mit  Aa  und  nb  mit  AB,    und.    Indem  ich  letztere  zwei  als 
Crnnd kanten,  erstere  zwei  aber  aU  Üeiten kanten  betrachte, 
iwke  icb  mir  in  dieses  unebene  Viereck  Aobß  seine  wiodaebiefe 
F^be  auf  die  Parallalebene  ABD  bezogen  eingetragen.  Auf 
gfafehe  Weise  baatkiime  icb  zur  Grundkante        und  zur  Seiten« 
tait«  Bf^  das  unebene  wiadacbtefe  Viereck  BbcC,  und  eben  aa 
m  Gnudkaato  CD  mbd  wt  SeltaAkaute       da«  viiab«ae  wlivd« 
Mli«f«  Vicvfl«k  CsdJO*  bta  icb  an  di«  latsle  Tieled^aapiti*  JE 
ffrfmgl  bki,  teao  tMuOm»^  kk  wie  folgt  tuMellfk  leb  lag» 
die  Ebenen  EDd  und  EAo^  welabe  «leb  notbwandig  in  ebias 
dafcb  B  gebenden  Geraden  «cbneiden;  und  nun  üHbre  kb  an« 
B  eine  von  dieaer  Dnrebacbnltteliiiie  veraehiedene  nnd  auch  in 
keiner  dieser  beiden  Ebenen  liegende  Gerade  £e  hin  zur  Ebene 
y,  welche  demnach  sowohl  mit  der  Ud,  als  auch  mit  der  ^asicb 
kreuzen  muss  und  sofort  die  letzte  Seitenkante  sein  wird,  zu 
deren  Endpunkt  e  noch  die  Gmndkanten  de  und  ae  gezogen  wer- 
den, um  das  zweite  Grundvieleck  abcde  abzuschliessen ,  während 
die  beiden  letzten  unebenen  Vierecke  DdeE  und  AaeE  mit  ihren 
windschiefen  Flächen  ausgefällt  werden,  um  die  aeitÜcbe  Umbdl- 
'  Inngafl&cbe  de«  l^rpen  aluuaelifteeaett. 

Diene  ailgemeine  Korpergeatalt  beaitst  nn»  die  fllr*e  Felg)eadai 
beacbtenawertbe  Eigenschaft,  dass,  gleichwie  die  Pyramidenstumpfe, 
Welche  auch  (vielleicht  als  ganz  absonderliche  S[iiclart)  in 
diese  Gattung  Körper  gehüreu ,  mUiela  diagonaler  ebener  Flächig 
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Körper  ^QfcbtdUigoiiile  windeehlefe  oder  «MielMnaweie  ebene 
FUcbeii  in  l|iuier  drelaeiti^e  ebM  eelebe '  KOrper  ceraebaiMi« 
ereMeo  könne» ^  .nml  das«  eenaeh  bioe  dieee*  letattten  eteftwabeffd» 
Körper  beafigiloh  de's  RaimiBbaltee  imd  fitobwerweteeetee  an  ^ 

fbre^n  bletben.  -Deshalb  nlOelite  ich  mlil  sie  verschoben« 

Spitzsniiienrumpfe  (Pyramidenss tu m pfe)  trennen ,  aireio  well 
hei  solchen  Stumpfen  die  der  8pitze  näher  gelegene  (jl rundebene 
durciiauH  ihre  Seiten  kleiner  hat.  als  die  zu  ihnen  parallelen 
der  entfernteren  Gmndebene,  was  hingegen  bei  Obelisken  kei- 
neswegs noth\\ertdjg  ist,  so  ist  es  gewiss  angemessener,  derlei 
Korper  verschobene,  windschiefe  oder  windsch  eiche 
Oheiiskeu  odjer  vielleicht  besser  kurzweg  Pilaster  *)  zu  nenoeo. 


<  u.  ;  . 

ISnchen  mr  nun  den  Ausdruck  des  (Taf.  L  Fig.  8  )  im  Abstände  x 
Ten  der  Grnndebene  g^sJabc  geführten  Querschnittes  Q=iJJOEFf 

Hierzu  legen  wir  in  der  Ebene  abc  wo  immer  ein  Paair  wlii- 
kelreehter  Geordinatenaxen  Oif,  Oz  und  darauf  senkrecht  die  dritte 
«rolche  Axe  Ox,  und  suchen  danaeh  die  Elnschnilte  F  dcir 

hn  wlllklirlleheii  Abstände  «  sur  Ebene  parallel  geflifarieu 
Ebene  in  die' Seltenkanten  oA,  bB,  ^(X  Sefien  von  'a  die  Ceob» 
dinaten  0,  17,      von  ^:  0»  V>  0»       tT»  ferner^ 

Rlehleesinas  der  Kante  aA,  d.  I.  die  Cosinus  der  von  der  posi«» 
tbren  Rlebtnog  dieser  Oeraden  mit'  den  positiven  RicNnngea  'der 
C^ordbiateDaxen  gebildeten  drei  Richtwinkel  proportlenal  zu  1,  6, 
so  gehören  zur  aA  die  Gleichungen :  * 

1"-    6    ~    c  ' 
mithin  sind  die  Ooordioaten  des  Einschnittes  Di 

wszjr,   y:ss9i-{-bx,   x  =  f  +  car. 

Mit  ähnlichen  Bedeutungen  der  aceentuirten  Buchstaben  eind  tHit 
dbta  Einschnitt  E  die  i/oordinaten: 

ond  für  den  Einschnitt  F:         .  ^ 


♦)  Lp  pilastre,  VVanrf jffriFrr ,  vifrei  kiger  Ffeiler,  il  pifoslro,  efS 
Pfeiter,  worauf  Bogen  ruhen.  (Jageiaaiin.} 
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Denkt  man  sich  (Taf.  L  Fig.  9.)  das  Dreieck />£F  in  dieys-Ebeso 
Back  tUf  und  dlMa  auf  die  y-Aze  ntteh  rfiei/i  projicirt,  so  int 

Od^z=:y.   Oe,=if',  Ofx=fi 

did  s=  z,    €iß  =  i',    fif  SS  if 

£idef=eidide'\'dififH'-eJJe 

abo 

sohii)  mit  Beachtung  des  Anfangs-  und  Endpunktes,  lolijllch  auch 
der  Richtung,  der  Proj^ctiouen  di^e^  ^if\»  fid^  der  preieck&fieite^ 
^r^f»  fd^  auch 


^^def^  did,  eify  -f  eie^fydi  +  /",/.  rfi^j. 

t 

Dt  nan  das  ^def  dem  projicirten  ^DEF=Q  parallel«  alao^ 
MgraeDt  iet«  so  bat  man  anch  liBr  deo  Qoerschnitt  Q: 

(92)  2«  =  x(3f^-y)-l-x'(y-y')  +  z''(y-.y)  - 

Trägt  man  hierin  die  obigen  Auadrficke  der  y  und  z  durch  «  ein« 
•0  wird :     .  . 

also,  wenn  man  die  Multiplicationen  verrichtet  und  abkflraendaetst^ 

wird  der  wandelbare  QueräthuiU 

AUgeaeinao  ein  Auadmok  a weiten  Gradea  in  a*«  Ja  att#>' 

Thtuxxxin.  11  » 
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nalmisweise         bitp  «Tsteii  Grat4€»i  wenn  SeKeokanteii 
so  gerichtet  sind^  dass  C^O,  also 

aasfiUlt. 

Bei  mehrkantigen  Pilastern  ailt  em  Gleiches.  Denn  dpukt 
man  sich  einea  solchen  durch  diagonale  windjichiele  Flächen  oder 
hie  und  da  ausnahmsweis  durch  eine  Diasonalehene  in  lauter  drei- 
seitige Pilaster  zerschnitten^  «o  sind  die  einzelnen  4r«i*<''l^i»^<i 
Querschnitte  derselhen  vom  zweiten  Grade ,  also  niuss  es  auch 
ihre  Suipme,  d.  i.  der  QD^raobnitt  "Q  ^e«  ^oaen  mehrseitigen  Pi- 
laatera»  Seihst  «ein. 

13ei  jedem  Pilaster  oder  verschobenen  Obelisken  mit  lauter 
oder  v^'enigstens  mit  einigen  windachieren  öeitenvierecken  ist  di  ni 
nach  so,  wie  hei  den  Ohelisi<en  Mascheroni's  und  Koppe 
^er  veränderliche  Querschnitt  eine  algebraische  Function  zwei- 
ten' Grades  von  der  ßnlfernung  desselben  von  der  einen  Griind- 
•hene,  folglich  auch  von  jeder  anderen  zu  ihr  parallelen  Stand- 
ehene ;  mithin  y^lteiy  fu0h  för  sie  ^le  .di^«  idnrch  die  Formeln  in 
Art.  6.  Beisp,  4.  oder  in  Art.  10,  geleiteten,  Berechnungen  Ihrer 
Ranminhalte  «nd'  SchTremiomente. '  ' 

V.  Gewundene  Ohellsken,  fcrammkantige  Pilaster« 

-      .  •    *    '  • 

Der  Im  vorigen  Artikel  gefundene  einfache  Ausdruck  (92)  des 
dtoieckigen  Querschnittes  In  einem  dreikantigen  Pilaster  lässt  uns 

leicht  erkennen f  dass  wir  in  der  Verallgemeinerung  der  zu  erfofp 
«cchenden  Körperfoisii  nuch  einen  ijedeuteniien  Schritt  weiter  vor- 
wärts thun  küitfieu. 

Wir  dürfen  nenlicb  die^  g^*a4€n  Seiteitkamteo  des  Pilasters, 
a*  B.  die  aA,  eC»  dp  und  eE  in  Taf.  I.  Fig.  7.  oder  Fig.S. 
entweder  allesammt*  oder  auili  l^heil  durch  ehifacb  bder  doppelt 
gekranimte  Uniep  vo|k  gevdssani  soglelidi  ^oilher,  au  beschrei* 
henden  Eigenschaften  ersetzen  und  selbe  wie  frfiher  sn  leitenden 
Linien  einer  eine  windschiefe  Flache  erzeugenden  Geraden,  die' 
zu  einer  fe*;tgese<z(oii  l^i^raileleliene  fortwährend  parallel  bleibt, 
wählen;  wonach  dann,  wenn  wir  diese  krununen  Kanten  durch 
^.FW  i^v^r  l^liene  paraUete  £hemiik  durebseJintidttSj  eis 
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Uifpfr  «wladieD  xwei  hi  -  panilleleii  Bben^  befindliclien  gldth- 
vielseltigeii  Tietecken  and  eben  so  yielen  wlndsebiefen  Seiten- 

flScben  hervorgelj rächt  wird.  Sie  dürften  füglich  gewundene 
odei  verzogene  Oüeiiäken  oder  aucb  krummkan ti^e  Pilaöief 
genannt  werden. 

iSind  bezieblich  eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems  or,  y,  i, 
deren  ^2 -Ebene  in  der  Grundebene  ake  eines  dreikafitigco  Pikh 
Iten  aAbßcC  (Taf.  1.  Flg.  10.)  tiegt,  die  Gleichnngeh  der  kiw 
■M  Kant»  mA  igagabeii,  «Of  klhioeo  aie  i«  der  Ragei  auf  die  fWm 

(95)  lf  =  f(a:),  z=^f(x) 

gebracht  werden,  in  welcher  ale^  die  Coordlnaten  jr,  y,  t  dee 
EiMchnittea  D  der«  im  Abstände  x  gelegten  Qnerecbnitteebene  in 
dieselbe  Kante  unmittelbar  angeben.  Eben  eo  findet  man  aus  den 
Gleiebangett  der  Kante  bB  für  ihren  Einschnitt  E  die  Gleichungen 

und  aus  den  Gleichungen  der  Kante  cC  für  deren  Eioecbuitt  F 
die  GleidiuDgen  ( 

Dann  werden  in  (lem  für  den  Flächeninhalt  Q  dea  Dreieck!* 
gtt  Qneiaehnittes  />£F  oben  anfgeateilten  Anadrodi^ 

m)  =  »(y"-y)+2'(3r-3f")  +  i"(y-3^) 

üe  Cooriliiiaten  und  z,  %' ,     Functieneii  der•ISnt^erDaag 

t  ead  sonaeh  der  Querachidtt  Q  beatinm^  araebuQliien» 

'  J6.  , 

Es  wirft  sich  nnn  hier  die  interessante  Frage  auf^  wie  die 
Gleichungen  (ti5),  (96),  (97)  der  Seitenkanten  aA,  bB^  eC  be- 
schaffen aehl  mffaaen»  damit  der  QuerechbitI  Q  von  x  ehitlicb 
<iberbanpt  eine  ganxe  rationale  Function  und  dann  insbeaon* 
htB  van  einem  ge wisaen  0  r a  d  e ,  voraüglieh  vom  traten,  k  w  e  i  • 
tob  edef  dritten  wel'de. 

Um  die  Beantwortung  derselben  vorzubereiten,  stellen  wir  im 
letzten  Ausdrucke  y"  — y' =  (y*  ~^)  — (y'—y)  und  erhalten  sofort 
^  Q  den  intereaaanteu  Aasdracks' 

mtli    -  aOs=!(y'-y){»''-»)-^''-»)(»f-»). 

■ 

^och  setzen  wir  zur  Abkfiraung  die  ala  von  a  ablilinglg  aozu- 
«cliMideiiiMemeyede;..  « 

II* 
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mni  fiodeci  d^n  losserot  einfaelien  Ansdriiek 

(100)  20=st»'  — n'r, 

demc?en»ä8s  es  ,  nur  von  den  vier  Unterschieden  vf ,  n,  v'  ttt« 
häiiijeri  uird,  ob  Q  oranz  utuI  rational  aiisfallen  werde.  Sonack 
sind  hiebci  1/  und  z  gänzlich  beiiäbi^e  i  unctionen  oder  die  Olei- 
cbangen  (95)  der  Kante  aA  frei  wählbar,  dagegen  aber  die  Glei- 
chunjjen  (06)  der  b/J:  y'^y-{-n,  i'rri-ft?, 
und  4ie  (97)  der  cCi   ^*=.y  +  ii',  «"5=:s+o'. 

Hieraus  leuchtet  zujjleich  die  nierk\viirdio;e  Eigenschaft  der 
Pilaster  ein,  datss»  jede  zwei  zwischen  einerfei  (irnndebenen  ent- 
haltenen Pilaster,  für  welche  die  Unterschiede  m,  f,  v'  die 
nemiiclien  Funcfionen  von  x  sind»  gieicbe  liauminbalte  tuid 
Schweriuomeute>  besitzen 

I    Der  Querschnitt  Q  wird  olfenbar  eine  ganse  ratienaU 

Function  von  wenn  die  vier  Unterschiede  w,  w',  ü,  v'  alle- 
summt schon  ganz  und  rational  sind.  Ist  dann  n  der  höchste  Ex- 
ponent oder  die  Summe  der  höchsten  Exponenten  beider  1  aetoren 
in  einem  oder  in  den  zwei  ebenfalls  ganzen  und  rationa^^,i^  i^r^ 
ducten  uv' »  u'v,  so  ist  Q  höchstens  vom  niau  Grade. 

a.  So  kann  Q  von  keinem  höheren,  ala  dem  a weiten  Grade 
«leh  ergeben,  wenn  n,  u' ,  v,  v'  nicht  Ober  den  ersteti  ^ad '  tfir^ 
ansreicben.  Setzen  wir  demnach«  »    *  ,  j .  *. 

(101)  ,  II  =0  -^titx,    9  =6  -^ßx,' 
80  erfolgt: 

(108)  2«=(fly-a'6)+(iri3'-«'j34*ft'-*«'6)*f(«/3'--«<»««» 

und  Q  i^t  in  der  Kegel  vom  zweiten  Grade,  und  blos  daiumfti 
vom  ersten»  wenn  aß'  —  a'ß  =  0,  also  entweder  «!  i«  =  ß* iß  aieh 
verhält  oder  wenn  in  jedem  der  Producte  viß\  v,'ß  ei9  Factor,  ve^ 
achwindet.  '\   .      ■  .  /  v- 

Insbesondere  wenn  man  y  und  i  Hnear  nimmt,  erhalt  man 
.lauter  gerade  (überhaupt  paarweis  «ekreuzte)  Seitenkanten,  folg- 
lich (wie  im  12.  Art.)  gewühuiiche  Pilaster.   Setzt  man  aber 
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imiwheH  99dfParaUei'&enem  v.  ehter  rnttammettMäi^.  ßm fische,  15^* 

M  Bind  alle  drei  Settenkanten  krumme  LHiieii»  deren  Prejeetio* 
oen  io  die  Ehjenen  wjfund  wx  Elüpeeo,  Parabeln  oder  Hyperbeln  sind. 

b.    Höchstens  vorn  dritten.  Grade  wird  Q  werden*  wenn 
man  in  den  Producten         n*v  den  einen  Facfor  vom  dritten 
tirade 9  den  anderen  beständiir,  oder  einen  Factor  vom  awelten»' 
den  andtfreni  vom'er^en  Grade  nHiimt  Beiepielsweiae  kann  man 
«ihleii: 

(103)         n^A^fixi-ax'^,  V  ^U-^bx-i^ßx^, 

II.  Der  Querschnitt  Q  kann  aber  auch  ganz  und  ratianai 
aasfalien,  obschon  ti.  ,  r,  irratiotinl  sind,  und  zwar  zu^ 
förderst  da,  wo  die  Producte  m\  u*ü  einzeln  rational  eich  erge- 
ben. 8o  kann  man  eetaen; 

wo  Pf  r,  R,  s,  L  ganze  rationale  Functionen  von  j.  betleu« 
teo,  »eil  da 

Üiaicli  «eben  rational  anafallen«  aUo 

(105)  2Q  ^  ip^  -  P)s     ir^  —  k)t 
sÜM  vttteMil- ifch  dufatallt. 

» 

Ul.    Dieselbe  Rationalität  von  Q  wird  auch  noch  eintreten» 
weon  zwar  die  Produc^e  iiv\  ii'o  irrational  ii;frden,  in  den  Irra- 
tionalen Gliedern  aber  ganz  fiberein»tininien,  weil  dieee.  sodanil  ^ 
in Uaterachiede  der  Prodocte  wegfallen.  So  kOoneo  geeetat  werden: 

(106)  tt==«ViV +/?VP,    v^qVN^rrVP»  • 

I 

wo  hinter  den  GlcichheitszPtphen  alle  Buchstaben  rationale  Func- 
tionen von  X  vorstellen.    Ist  nun  der,  io  der  Entwiokelnng  von 

mf-^^ü  20t  VliP  gehtVige  MaftiplieatoT 

^     ?#r'  — .  ?i'r  +  pf/  — p'q  =  ü, 

*      *      •     "■         ■»  ►  .      "  » 

wta  doreh  sehr  vielerlei  Ahnahmen  geleiatet  werden  kann»  ao  lat 

ebeofalls  eine  ganze  rationale  Function  dea  x,    '  ' 
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tSil^Mßtßiia:  Zur  ße$ämuL (UräßumiJiA^u.ScäwerpmifU von Mdif. 

Auob  IwiA  niaD  «et^eo.: 
(107)  ii=nViV+pyP+rVÄ,  »''=iiViV+pV/*  +  rVÄ', 

wo  wieder  aiie  ßueh^taben  hinter  den  Gleicbbeitszeicben  sjaoxe 
rationaje  FimctMuen  von  x  anaseigei).  Wenn  dann,  in  der  üo^r 
wickelaog  von  in»'  —  tc'o  der  zur  yf  lSP  gehörige  MttUiplioator 

iet»  80  wird 

•bermato  eipe  ganze  rational^  Fonction  von 

17. 

Um  hierüber  B^eispiele  zu  geben  ^  schneiden  wir  eine  Fläche, 
deren  Gleichung 

(109)   ^^«  +  2By»-fC8«=«  +  i?;r  +  y:r«  +  A»»  +  ....=jr 

ist,  zuerst  durch  die  j;^- Ebene,  wo  2  =  0,  so  erhalten  wir: 

.  .•  •      '  • 

(HO)  11=^-^-^  ^> 

als  Gleichungen  einer  Kante  aA  eines  Pikslefs*  Darnadbi  schoeif' 
den  wir  sie  durch  eine  ziir  t/z -Ebene  senkrechte  und  gegen  die 
jT^-Ebei^e  unter  dem  Winkel  =ang(tang=m)  cronelgte  Ebene 
z=mj(,  und' erhalten,  wofern  wir  abkSrzend  A-i-'lBm-^Ciii^i^D 
setzen,  iüfr  die  zweite  Rante  bB  die  Cileiehnngen:        '  '  * 

*  *  \ 

(111)      y»+y  ^.  «'-^viyÄ+wy  ^^ . 

Schneiden  wir  dann  noch  diese  Fläche  (109)  mittels  einer  ande- 
ren, zur yi-Ehene senkrechten,  unter  dem  Winkel  =ang (taug 
gegen  die  a;//- Ebene,  geneigten  Ebene  z^m'y,  und  betzen  gleieb« 
l'alls  A  {■'^Bni'  -i- Cm''^=^lJti ^  so  erljalten  w  ir  fui;  qine  «Ixi^tte  l^tc^ 
cC  die  Gleichungen : 

(11»  « -H  V  '^^mg^'^'^mi^J 

FQr  den  dreieckigen  Qnerselinitt  Qi  dieses  direikantigen  PUästers 
haben  wir  daher  nach  : 
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tmisckeH  %weiParaliel'EäeneH  u,  einer  %utammeHääHg.Vm fläche.  1^9 
foiglfcb: 

,  •  (114)  ;   '  .  '    '  '  »  ' 

Nimmt  man  dazn  tioch  aU  die  .vierte  Kante  dD  de»  fiinechnitt 

:  — 0,  y= — ^  3r        J:^-Ebene  in  die  angefiihrte  Flache,  so 

Ut  d€r  dreieckige  Qaerecboltt  swieeben  den  Kanten  bB,  eC 
iB(l  dD  ottenbar  finden»  wenn  inan  in  Qi  die  Zeichen  der 
Tangenten  m«  m'  and  VA  entgegengesetst  nimmt,  nemlich  ee  wird : 

(115) 

Herder  i^anze  viereckige  Querficbnitt  Q  zwiäcbeu  allea  vier 
^eiteokanten  Q^Qi^  Q%* 

1 

Stellt  man  =  — i»  nnd  nocb  6  =  0»  alee  tt'iüibsäiA-k-Cm^, 
«•  wird 

(117)  Ö  =  rT3--7=^w*l--?^ 

,  ^    VA  Vjqpc/Ä*  ' 

je4iafalM:'«lne  ,fanie  latienale  Ftmctren  dee.;^  vofi.eelbea  (ir^d<i 

wie  X  .  : 

Für  die  Fläcbe  zweiter  Ordnung,  deren  Gieicbeng 

1  1 

Uit,  hat  man  ^  =        ^=0».  iulglicb  nach  (117)  den 

Qaenchnttt  im  yic^rluintigei^.Pil^etef*»'' 
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wesbalb  die  Formeln  ans  Art  10.  hier  aow6iidlNir  siod.  lieliniea 
wir  die  ftlnferiei  FRicfceD  »weiter  Ordeaog  einzeln  in  Betracht 

1«  Im  Ellipsoid  -  - 

Tienn  es  durch  die  Ebenen  :r=0  nnd  jr=A  geschnitten  wird,  bat 
man  fär  einen  eoklien  Pilaster  mit  vier  elliptiecben  Seiten 
luwten: 

aleo  ist  aeio  Kurperinbait: 

^=  Vm'6H^* 5-*).  -  **  ~  **55i=:p- 

Liegen  die  zwei  Flügel -fiieiteokanteu  io  der  Ebene  jci,  wofür 

— =0  ist,  80  wird: 
fit 

F=:26cA(l  ^  i  -q)  und  f&r  Assa  inebe8ondere-Fs{a6e  nnd  :r|={«. 
2.  Im  einminteiigen  Hyperboloid 

dae  durch  die  Eimen  4^=0  nnd  spssh  geeehnitten  wird/  fliidel 
eich  fttr  einen  derartigen  Pilaster  mit  vier  byperbollsebea 
S^tenlcanten; 

26*cm  Q       a       G  M  V 


_  Vxx 

daher  iet  nein  Kdrperiohalt:  4 
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zwischen  %wei  Faraiiei- Ebenen  u,  einer  tuteomenhdng.  üinfiücke,  löl 

FaUen  die  beiden  Fl£^el*SeUeokaateo  io  die  Cbeoe  ^«  n-ofiir 
-  =0  bt«  ao  wird: 

Im 

r=26cÄ(l-|-]^  und  für  A=:a  iDsbesondere  f  :=i*x^c  und  a:i=rö«- 

3.  Im  zvreimäoteUgen  Hyperboloid         '  • 

geschnitten  durch  die  Ebenen  >=a  und  x=a-f-A,  erhält  man 
Ar  einen «olcb€»i  Pilarter  äilt  Vier  byperbofi^elieo  8eitenkaiii^n : 

■  * 

i 

lülgiicil  idt  sein  Kauminhalt; 

F=r— ==.  — (1-1- J— )  und  der  Abstand  ar.  =  t  o  \-r» 

Legt  man  die  beiden  Fifigel-SeltenkaatoA  . in  die  Ebene  su^  in« 

den  naa  —  =0  macht«  ao  wird;  •        -  . 

r=26c~  (1  +  i-) 
ind  fHir  A=:a  inabeaondere: 

4,  Im  .eiliptiacben  Fataboieid  • 


i 


gctcboitten  jdqrcli  die  Ebenen  «:^0  nnd  «ssA«  findet  man  HBr 
ilMn  dd^artigen  PUaater  nüt  vier  paraboliateben  Seitenkanten: 

« 

a  0     0      0  'a 
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1Ö2  Zur  Beitimm.  äerMavminl^  u.  üchwerpunku  von  Ä'Äy» 


2 


Le^  inaii  beir1«FI8gel*8«tieiikairtett  iftidlefilieoe     indtin  man 

'  r 

■ 

=  0  werden  Ifiast»  «o  erfolgt:  .!         <  , 

.  für  A«W  hwfcewiider»  :F::itdeAc  iln)l  ;:ri  ss;<i^  « 

5.    Im  hy perboliscbee  Paraboloid  ^.  .1  - 

geschnitten  von  den  Ebenen  ;c  ^  0  und  x^  hy  erhält  mar»  för 
elnoa  Piluäter  mit  vier  |Juraiioli&cbea  k>eiteii(ML^t#a»  jt^üocli 

bloi»  e^  lange  'i^<p  bleibt: 


^abec  eeioea  Ranminliatl » 


«  I 


F=      -  ^.        1.  und  den  Abstand,  arj  =  Ja. 
Far  A=sa  insbeeondere  bat  man  F:^r2— v^^.  -        '^i  =42it- 


•     ■      .  y  ■    ,\  ■» .    .  . 

VI«   Gewaodeae  od.er  ve(drek|e  Säulen. 

Noch  dürlte  hier  einer  E^zew^uficc^vvefee  von  Kür|ierfi,  deren 
Querschnitte  Q  i^anzc  rationale  Functionen  ihres  Abstandes  x  von 
einer  feetgeetellten  Standebeoe  ai'e^  j^rs  gedacht  werden,  da 
■ie  sehr  allgemein  ist. 

Denken  wTr  lins  den  F IHcheninhalt  Q  dieses  wandelbaren  Quer- 
schnittes darstellbar  durch  (fas  Product  blos  z\vei*»r  mit  t  verän- 
derlichen Ahinessuni^erT  r  «Tid  ic  saromt  einem  j^otrssen,  sich 
gleich  bleibenden,  ?on.a;  una|ibäi|gigeni|Muili|jft(^tQr.  «i,  u^miicb; 

(120)         '  Q=zHitw. 

la  eiDem  soleheD  Falle  kann  dleeei«  ^imm^W^wi^,  hüAikmkät 
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«  mit  m  sc  1  j  oder 

8.  «In  Dreieck  Ton  dier  Ginndlinie     d«r  Hdh^  w  und  dm 
Factor  masl;  oder 

3.   ein  Trapez,  wo  0  die  halbe  Summe  (oder  die  Xwiscben« 

weite  der  Mitten)  beider  zii9ammenlaufi*nden  Seiten  und  tu  der 
senkrechte  Abi»tand  der  gieicblaufenden  leiten  i^on  einander,  au» 
gleich  m  =  1  ist;  oder 

4»  fiberhanpt  ein  Viereck,  dessen  Diagonalen  die  Länget» 
ff  und  w  besitzen  and  nnter  einem  stets  gleichen  Winkel  l  ^gen 
einandei  aicb  aeigen»  wonanh  m;;s4mi  wii:d;  oder 

6.  ein  Kreis  vom  HailnaBaeer  9£=»m  mit  m  ib»as3'I4159>-»; 

fier 

6.  ein  Parabelsegment,  bei  welchem  p  der  auf  einem 
Durchmesser  \o\\  seinem  Scheitel  aus  p^emessene  Abstand,  w  diet 
zur  Tangente  am  Scheitel  parallele  Sebne  und  ist;  oder« 
cDdlteh 

7.  eine  Eltipse  von  den  Halbaxen  e  nnd      womi  'm^w 
gffbßrt. 

Üamlt  nun  Q  =  m.ttc  als  rationale  ganze  Function  v^n  x 
neb  darstelle»  müssen  entweder 

e)  beide  Abmeeanngen.  e  vnd  m  aiagleieb  eben  solche  E*anctioh 
nen  sein,  oder 

b)  sie  müsÄeu  die  Ausdrücke  .  . 

(121)  e=snViV  +  |iVP. 

tc  =  r    v'N  —  pVP) 

haben  A  wo  ehe  hinter  den  GlelcbbeUaxeichen  stehendSen  BncAsta- 
ben  ganze  rationale  Functionen  von  s  andenten»  oder 

c)  falle  e  und  to  gleich  sein  sollen»  müssen  sie  die  irorm 

(122)  .  v^w^nvN 

bjeäitzen,  wq  n  und  iV  ebenfalls  in  x  ganz  und  rational  sind. 

Durch  diese  Gestaltung  des  veränderlichen  Querschnittes  ist 
jedoch  nur  sein  FIScheninhaK,  nicht  aber seloe»  d*.  it  selne»UmAMigst 
oder  eeli^nr  beiden  Hsafctabraesaaa^en  o  nnd  m  Lage  festgu^steJI^, 
eas  etwa  noch  in  folgender  Weise  geschehen  kann»  Man  wftblt  « 
^DOj  die  Grandebenen  schneidende  gerade  ^er;]irnnfte»<  Linie 
mn  stelea.Ort  ^es  Aafang^k««  Halbirongs^-  pder  eines  sonstigen 
laagezeiehneten  Punktes  der  einen  Abmessung  o  des  mit  seiner 
Vbeot  i^allek  anr  GrimdftbfnA  a^Mlig.  forträ«beAd^%  9jlf^cscbo^* 
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Manha :  Zar  Bestimm,  der  UmrnHiM,  ti.SelM^rpunkit  vtm  Kärp: 

teil  Q  des  Körpers;  ftihrt  durch  diesen  Piiikkt  dieselbe  Äbmes'ftung 
V  von  der  nach  :r  s^rnchteten  Lnrige  entwerler  gleicMaofend  s«- 
^er  ursprünglich  fe^tgestellteti  Ge»d«n  oder  unter  «inem  gewis-  I 
'sen  Winkel  9  gegen  »ie  genetgf,  der  eine  liestimiiite  Fnnetkm  | 
▼om  Abnlande  jr'ist;  endlich  «cbliesst  man  imi  i»ie;hn  gehörigen 
Punkte  unter  dem  unabüfider4ichen  Winkel*  i  In  de«  Q«er- 
sehnitlen  Ebene  nnch  die  xweite,  rtdeh  aMnderlichQ  Ahmeenong. 
w  an  und  construirt  die  der  Gestalt  nach  angegetteNiie  ümgr^^ 
zuiigslinie  de»  Querschnittes.  '        •     '  »      ,  » ■        '  * 

'Oder  man  wflhlt  zu- ei,  die  Gnindebenen  schneideirde  Liniert 
SU  Leitlinien*  IHi'  eine  Gerade,  frelche  m  diesen  Ehenen  fn#t«<^h^ 
rend  parallel  •  Melbptid  an  diese«  Leitlinie«  hingleilct  .und  sobin 
eine  nindschiefe  Flache  beschreiht;  In  die,  dem  Abstände  a  eil*' 
sprechende  Lage  dieser  hesc^r^ihendbn  Gcindeii-  |f!gt  man  dann 
^  Ahmensuffg  n  mit  eine«  ihr^r  nnegezetehneteA  Punkte  ^,4|ig 
eine  LeUlinie,  -.und  daran  im -gehörigen  Punkte  ..Hnd •  unter  iden 
festi^e^etzteii  Winkel  A  noch  die  andere  Abmessung  w,  uunach.  , 
man  gleithfalls  des  Quer4>chniUe«>  Uitiiatig>liuie  y«?u  vorg^esdirte-  i 
beoer  Gci^talt  btldea  kaiiii. 

Auf  selche  Weise  beschreibt  die  Umgrenzungslinie  des.  Quer- 
schnitte« Qi  w&hrend  sie,  mit  ihrer  Ebene  stets  zu  den  Grui|dr 
ebenen  par|il|el  verharrend  und  ihre  allgemeine  Gestalt  beibehaltend/ 
allniälig'  förtrOckt  und  nach  d^m  stetig  vrachsende*  At»stande  x 
von  der  Standebene  steh  In  der  Grüsse  all^  Snderf  ,  dl«f  Icrumme 
oder  gemischte  Umfläche  eine»  KSrperK,  der  im  Alicenirinen  die 
Ciestalt  einer  verdrehten  oder  ^e  wunde  neu  Säule  hesilzt 

Ein  Paar  Beispiele  megen  hier  genügen. 

1.    Bei  einer  Ellipse,  deren  Ebene  von  einer  festen  (inrnri-, 
ebene  f]  allmälii:  um  die  Weite     ah^^erückt  iat,  ändern  «ich  ihre 
Ualbaxen      to  dermasseo,  da«s  stets 

|«t;  il^r  Mittelpunkt  beschreibt  eine  beliebige  krumme  Linie  und  . 
dabei  drehen  sich  die  Axen  dergestalt,  dass  ihr  Drehungswinkel 

m  der  Eatiernuog  a:  proportionalj  also  -  =  -  Da  ist  der. 

Querschnitt  einer  solchen  g^trwNlenen  elllptlscheB  Sluli;; 

•  -.1':; 

mithb  vom  dritten  Grade,  und  sonach  kann  der  Kaumtnhalt- 
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and  das  Schwermonient  dieser  Säule  nach  den  Formeln  (19),  (jSS3) 
sod  (84)  berechnet  werden. 

'2.  Bevveut  sich  ei»  Kreis,  mit  seiT)er  F.heiie  zur  Gniiidebene 
)^  parallel  bloihcfirl ,  dergestalt,  das»  sein  Mittelpunkt  was  immer 
für  eine  Linie  diirjcbbult,  und  ändert  sich  sein  Halbmesser  U  mit 
dem  Abstände     too  der  Grundebene  so,  da««  immer 

II  =  (a  4-  a'ar)  ViTf  6'^  f 
Mt>  80  «i'ird  des  entstehenden  Körpers  Querschnitt 

daher  auch  der  Korper  selbst,  liüch.stens  vor»  der  vierten  Ordnung 
MPtfi,  ceshalb  sein  Krirperruuiu  und  Scbvvermomeut  nach  den  For* 
mein  (75)  und  (76)  gefunden  u  erden. 


8chlu8sibemerkang. 

■ 

Obwohl  hier  die  allgemeinen  Haupfformeln»  zor  Al^ltAnong, 
mittels  Integrirens  aufgestellt  worden  sind»  so  unterliegt  es  doch 
iMh*  untren  Aiid^tungen  mir  .sehr  geringen  .Schwieriglceiten, 

für  Kurper.  der  zweiten  und  dritten  Ordnung  auf  ganz  elemen* 
hr  rechnenden  Wegen ^  auf  denen  man  die  Grenze,  der  das  Ver- 
bältniss      *l  '    •  *  ' 


bei  onendlicher  Steigerung  der  Anzahl  n,  ohne  Ende  ziistrebt^, 

^mVl'  '^^^      nic=2>  3^ '4  insbesondere  si»     |  findet  und 

henntzt,  zn  den  nemlii^hen  Formeln  zu  celaniren ,  falls  es  Jeman- 
dem ncfiilltMi  sollte,   [Berechnungen  dieser  Art  in  einen  Lrchrvor-' 
trag  oder  iu  ein  Lehrbuch  für  Anfänger  aufzunehmen.  '  ' 
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JLtU. 

Ueber  die  Construcüon  der  Tangenten  gewisser 

ebener  Curven. 

Von 

Herrn  Doctor  ff^ieger» 

%a  Berlin. 


1 1  it 


' '  In  4*t  EhMie  sei  «Im  Coit*  C  gegebra  danh  4ie  Ctatehwg 

"(1)  /(P.  #')  =  o 

swiftchen  den  von  zwei  festen  Ponkteo  F  v^d  F'  der  Ebene  naoh 
einem  Pnnicte  P  der  Cnrve  gesogenen  (stet»  positir  su  neiinieo* 
den)  Radienveetoren  ^  nnd  Die  so  einem  dem  Pnnicte  P  be* 
nachbarten  Punkte  Q  der  Cürre  gehörigen  Radienveetoren  seien 

t  und  r',  so  dass  also 

ßslbirt  nmn  die  Winkel  ((fr)  and.(9'r0  nnd  niebl  gi|;en  die  Hai« 
birufi|i;diDien  durch  din  Scheitel  F  nnd  F'  Jen^r  Wtpkel  S^h* 
rechte,  so  bestimmeu  letztere  durch  ihren >J>urfhschnitt  mit  des 
«lurch  P  und  Q  gelegten  Secante  der  Gorve  C  swel  Punkte  M 
uod  iH'  von  der  Beschaffenheit,  dass 

iQHrtPM^rtQ, 

Folglich  ist 

# 

woraus  sich  ergiebt: 
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TfeD  ibm  d0|»^eKii9  9«el«lbM  In  4er  forsMend^ii  Proportion  gilt 
das  obere  oder  das  untere.  Je  Dacbdem  ^^^t  positiv  oder  nega- 
tiv Nrt.  DoM|^  i9t  «o  beAchif««  4«*  im  Msfenn  Falle 
KoRfcft»  M^mnA  M*  a«!  ^oroollm«  lili  lelstert«  auf  vorodiMoiM 
8cilofi  foo  PQ  lie^«!!. 

Lä88t  man  Q  sich  dem  Punkte  P  auf  der  Curve  uhehdiicli 
Mliehi,  ao  g^fc  liio  fi^ocfiute  PQ  fiber  in  dioTftogeDt«  der  Curve 
€  im  pufilct^  P,  Dabei  fallen  die  Geraden  ^*  r  und  die  HalbK 
tende  dea'WInIcete  'Cipr)  elnereeiU«  oiid  die  Geraden  ^^r'  und  diB 
Bttlbiieiido  iitm  Wiafcele  (^VO  andereffteiie  s^pamnieny  an 
FXtMF'ilf'  .bezlebiinff«weiao  Mifcroe^  in  I*J>  «nd  F'P  wtrt 

den;  der  Quotient  ^  gebt  über  in  4^;.  und  man  bat  nun- 

uehr  die  Gleichung:  '  '  ' 

'  .    *  • 

'  '  •  r 

tv  welcher»  wenn  man  gleichaeitig  die  obige  Bemerkoog  Qber 
die  Lafre  der  Pnnkto  M  \ind  an  PQ-  b«achtet>  nicht  aelten 
die  sehr  einßiche  Cooatmetlon  der  Tangente  In  einem  Punkte  P 

dfr  Curve  C  fol^t 

Weno  in  der  Ebene  die  Punkte  einer  Curve  C  durch  den 
Dercbschnitt  zweier  der  Gleichung  /C^,  gboO^nden«  Ga«' 

»den  p  und  o'  beatimmi  werden,  auf  die  Weise,  daaa  entwe- 
der  die  eine  Gerade  q  besfHndig  von  einem  festen  Pnnkte  F  der. 
Ebene  ausgeht,  während  die  andere  parallel  mit  aicb  Ifings 
einer  beKebigeiiy  in  der  Ebene  gegebene»  Curve  C  mit  ihrem 
einen  Kndpunkte  fortgleitet  —  oder  dass  jetle  der  (Geraden  q 
und  p'  mit  einem  ihrer  Endpunkte  an  einer  in  der  Ebene  für  sie 
besCuuiuten  Curve  resp.  f/''  parallel  mit  sich  fortgleitet:  so 
gelangt  man  durch  Betrachtucgeii ,  die  den  vorhereeheiiden  ganz 
analog,  zu  derselben  Gleichuni?  (6),  in  welcher,  nur  die  Punkte 
M  und  iH^  eine  audere  .Bedeutung  haben.  < 

Wir  erörtern  nur  den  ernten  Fall,  in  welchem  q  hestSndig  von 

einem  festen  l^unkttj  F  ausgeht*  Wälircnd  g*  an  einer  bekannten 
Carve  C  auf  die  besrlniebene  Weise  hingleitet:  die  Behandluni^ 
«Jes  zweiten  FalU  ergieUt  «ich  dann  von  seibat.  Den  benaLbljar- 
teo  pQokten  P  und  Q  auf  der  Curve  C  mögen  die  Punkte  uod 
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F"  der  Curve  C  entsprechen ,  ««o  das«  aI»o  FPssq,  F^P  =  q', 
FQ^r,  F'*Q&T*.  VerlAiigert  vnao  nun  die  8ecante  F*F**  der 
Curve  bis  sie  die  Secante  PQ  der  Cum  C  im  Punkte,  M' 
tfiffti'  vnd.balbkt  wieder 'den  MebenMiilrel  i^on . C(ir) ' dareh  die 
Gerade  FM,  welelie  die  Secante  PQ  in  M  trifft:  erb&lt  man 
wieder  der  Reihe  , nacfh  die  Gleichungen  (3),  (4),  (5)^  (6),  hat 
aber  M unter  M*  hi  der  Gleichung  (6)  jetst  denjenigen  Punkt  tu 
iwmteiien»  i»  welclieni  die  Tanf^fnle -der  Gurve  Cln' Punkte  P 
von  der  Tangente  der  Curv«  im  Punkte  F*  geschnitten  «lirdt 
FM  i»t,  wie  oben,  senkrecht  auf  FP, 

.   Der  auf  Aufstellung  der  Gleiekong  :(d)  eiferderiicke  -Weith  ?ee 

^  wird  durch  Differentiation  der  Gleichung  (1)  erhalten.   In  dem 

Falle  aber,  dass  fX^,  (i')  eibe  algetlraiscbe  (ratfonnle  und  gense) 
FwiethM  Ui,  wM  mu  dev  IMereiitial^CBlottl  bequem  vdrneiden 
können. .  - 

/ 

Ist  s.  B.  die  gegebene  Gleichung  (l) 

wo  a,  b,  c,  p  positive  oder  negative  Cobstanteo  sind»  so  tritt  an 
Stelle  der  Gleichung  (2)  die  folgende? 

£s  ist  daher 

odff    da,  Identlsdi 

rr'— =  r  (r' —  ^0  +  ^ '  (»* — ^) 

(r  ~  ^)  Kr  +  ^)  +  c^']  +  (r' -  ^0  [6  (r' +  p')  +  «•]  =  0. 
SiHtt  (3)..hat,nan  jetat  durch  die  vorstehende  Gleichung; 

und»  wenn  PQ  in  die  Tangente  äbergeht:  • 
;(7)     .    ...P)i:PM'^.}.H±^=^!^)'..     ■   .  • 
'  bt  a=6=sO>  fliS  und.sindf  und     feste Pai4[te,  so 
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.0em^9^  Omer  Curpm,  ,^  •  Iflf 

^  i^.  mß^^'^^  ^^Pf^.  «llgeroeioe.  JbeiiHpfacate,  fl|r  irelcB« 
IW.IDp  AieM  Eigeifscliaft  |Ut  |ier«it(i  Herr  prf>f!eMor  Ste.lQer 

Ist  -=±2,  ^=—.«1«;  8o  ist  die  gegebene  Corve 

Irgend  ein  Kegelschnitt  Für  die  Ellipse  und  die  Hyperbel  sind 
die  Punkte  F  und  F*  fest  Für  die  Parabel  ist  nur -«hier  der 
Punkte  F  fest;  der  andere  F*  bewegt  aicb«  während  P  die  Pa- 
itbel  darchlftttft,  aiif  doer  gegebenen  «Geraden,  anf  weleber  f^P 
in  jedem.  AiKg^nbUc|ie  der  Bewegung  «enbrecbl  steht  Die 
^g  (7)«  vMdebe' jetzt  lautet: 

idirt»  das«  iiPMFcoä^PM't^  ist,  daaa  ako,  wie  bekannt^  die 
Tangente  gleu^e  Winkel  bildet  mit  den  nach  den  Berfibruuge* 
^nkte  P  gesogenen  Radien vectoren       und  F^P* 

Herr  Professor  Joachimsthal  hat  neuerdings  (s.  Grelle'« 
Jtsraal  Hd.  5d.fift3.)  folgenden  Lebreatz  mitgetbeilts  « 

Sind  die  positiven  Variablen  g  und  q'  entweder '  ' 

L    die  Entfernungen  eines  Punktes  P  ?on  awei  festen 
PunfctMi  F  und  F',  oder 

iL  die  Entfiernnngen  des  Punktes.P  toi|  einem  festen 
'  Punkte  F  und  einer  festen  Geraden,  oder 

lU.  die  Entfernungen  des  Punktes  P  vaa  swel  Sicl| 
.scbmeidendeu  featen  Geraden , 

irelehe,  wtfirend  P  eine  Curre  C  besebreibt»  stets  der 
^         "Gleiehung  fip,  gentigen;  und  trSgt  man  mit  Be- 

rücksichtigung dta  Zefebens  anf  ^  und*^'  Längen  iab^p 

die      und  ^  profiortional  sind:  so  ist  die  OfagonaUl 

des  über  diesen  Längen  construirteo  Parallelogramnis 

die  Normale  der  Cuj  ve  C  im  Punkte  P, 

Dieser  Sats  lisst  sieh  ohne  Sehwierigkeit«  ans  der  obes  auf 
gQüelHe»  Gleiiihung  (6)  ableiten.  Zunkcbat  Ist- klar»  dass  fir  Jede 
4er  Bedingungen  L,  U.,  HL  die Glaiehung.  (6)  gilt»  tedem  die  Be* 

*')  Handelt  ea  sirh  dircct  um  i\en  Nnchw«i«  der  im  Folgenden  aiu 
geipruchenen  Eigcnachiift  der  Kt'gelai^lUfilte ,  so  wird  tuao  Daiürlicb  von 
der  firundgleiehang  ^  J^^^'.:^  Cpiui^  .nH«gehfSii^  t  ..      .•  '•  > 

timu  xxxiii.   la 
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'  17Ö  Wiegen:  M.äteCuintnei  ATa/tpehienffeHsser  eäen,Cmen, 

m 

'MigohgenlL'inid  HI.  «ler  spiteictfcii  Aiiimliiiie' eilntsprec]])€ii,  daiV 
obeh  er#81iiftMi  TiMteift  Gorven  r*  und       GmUe  sM  fib 

äaf  den  letzteren      und  p  sefiireelit  Stehen  soHen,  so  sind  fllr 

jede  der  Voraussetzungen  L,  Ii.,  Iii.  die  Dreiecke  PFM und  Pf 
rechtwinklig,  und  da 

«•  liMt  «idi  dl«  OMcbuBg  ^)  Mch  lolgeiideraiaMtD  m^Mkm* 

Zieht  man  durch  P  die  ritjrniale  der  Curve  (d.  i.  eine  Senkrechte 
zu  MM')  und  darauf  durch  irgeiul  einen  Punkt  IS  derselben  Pa- 
rallelen zu  PF  und  Pf ,  welche  die  letzteren  oder  ihre  Verlän- 
gerungen  beziehungsweise  in  4  und  Ä*  schneiden,  so  hat  man: 

(gO  FAtPä',:r>i  sin  A'PN:M\n ÄPN, 

und  da  sin  ^'PiV  r=  cos  sin  APN  =i  cosMPF  ist^  so  ge- 

hen die  Gleichungen  (g)  uud  (gO :  '  '    •   • .  % 

In  den  Gleiehoii^eN  (6),  (^),  (G)  gelleu  e3tMredeir  di^  oberen  oder 
die  unteren  der  doppelten  Zeichen  gleichzeitig. 

Ist  daher  der  Quotient        :  |^,^  negativ,  ao  liegen  M  waA 

,  M*  auf  derselben  Seite  von  P,  Zieht  nnin  aus  P  Parallelen  vx, 
FM  und  F*M* ,  welche  die  letzteren  oder  Ihre  Verlängerun<(eB 
beztelinfl^ii^eiee  in- X  end  2/  schneiden c  so 'sieht  man  ein,  dat« 
für  den  vorliegenden 'Fell  die  veHüfigerte  ^^eradeil/il/'  durch  den 
V^inkei  t^Pii,*  gehen  mnss.  Folglich  geht  die  MoriMe  ip  P  dufch 
die.NebenwinM  von  FPF*  \  »nd  v-ährend  die  eine  dcir  Lingcn 
P4  UMmI  BA^  anf  den  «ug^rlgen  Rudiueveeter  WkXt,  wird  dü 
endere  die  Verlängerung  de«  zagehortgen  RadiueTector  0ber  P 
WbUmA  bide«.  - 

Ist  dngegen  der  Quotient  (j^'^i^  positifr,  so  Hegen  il/und 

MP  in  verschiedenen  Seiten  von  P  und  die  Oerade  MPM*  kana 
aensbalb  n«#  dorcb  die.  Nebemvinhel  von  JiM^gehnn;-  Folglldi 
gebt  die  Nermld«  In  P  jetzt  jedenfalls  dnrdi  den  Winkel 

und  die  Längen  PA  und  PA^  liegen  cleichzeiticj  entweder  anf 
den  zugehörigen  ii adieu vectoren  oder  auf  deren  Verlängerungen 
P  hinaus,  ^  '  ' 

Die  iforstehenden  Bemerkungen  in  Verbrndnng  nvlt  der  l^lef* 
cbung  (G)  gehen  den  Lehrsatz  des  Herrn  P^of.  JenchiMStbai' 
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ht^gnition  der  partiellen  Differentialgleichungea  erster 

qjid  zweiter  Ordmuig» 

•  .        .  Vi» 

Herrn  Doctor  A,  fVeiler^ 
lAm  der  Matbematik  an  der  höhere^  B&rgerfchult  iv  Nannhei 


V  6  f  i^r  o  r  t. 


E«  Ist  nun  eine  Reihe  von  JahTpn  verflossen,  seit  dem  ich 
raif  t^ie  Aufgabe  gestellt  habe,  die  Lehre  von  der  Integration 
fier  Differentialgleichungen  einer  neuen  Bearbeitung  zu  unter- 
werfen.  Ich  dadrte  mir,  es  müsse  sieb  aus  den  zur  Integration 
fiibrendeii  Sükmtk  und  Regeln  ein  zns&mmenhängendes  Gebäude 
aofrichten  laese»!  -  werae  Jedem  einzelnen  Bausteio  eine  be^ 
«ÜBinte  Stdlwg  angeivieeen  eei.  I^nderereelta  aber  war  leb 
la  der  Ueberaeagiing  gekemmeo»  dase  man,  n«  diee  Gebftade 
•üutfklteii,  aiif  eine  blease  ZeeaiMneDelelliriig  def  btikaanlen 
I^iitniigea .  elob  aiebl  besebranken  dQrfe.  Dean  diese  LeietmH 
g«o  find  lani  Theii  wenigetena  iren  der  Art,  daila  ma»  das  eiaa- 
aii  fi^r.groaa  and  wichtig  zu  halten  geneigt  iet»  «ras  ein  ^ndennai 
icriog  und  onbedentead  «fracbelDti  da  man  bei  der  fieurtbeiking 
vot  TefscbSedenen  Standpunkten  ansgeben  zu  müssen  glaubt.  Da 
Kb  an»  selbst  niemals  daran  gezweifelt  habe,  dass  die  Unge- 
wisvlieit,  in  welcher  Weise  dieselben  zu  beurtheilen  seien,  nur 
W  der  UnvolUtäiidigkeit  der  bisherigen  Hilfsmittel  ihren  (^rund 
habe,  so  scbloss  ich,  dass  es  hier  darauf  ankomme,  gewisse  nocb 
fehlende  Glieder  bierbeizuscbaffeq. 

fildem  Statett  Band  des'  CTelfe'acben  Jouraala  liabe 
ick  dB»' IklegmiMb  ^er 'liniSareR'  IKffereiittalgreicliiiiigl^iik  swelter 


J 


aweiter  OrdnuDg  mit  swei  and  'nebr  Terindcrlichen  aW  ein  ÜBr 
flitfb'  abgeaehloaaenea  Ganaea  betrachtet   Dieae  Bebandlaagaweise 
iat^dadvrcb  veranlaaat»  daaa  die  Integration  der  linearen  Difertn» 
Halfleicbiingen  auf  einer  eigentbflnilicben  Grundlage  sich  aufliaoen 
läfuit,  welche  bis  jetzt  wenigstens  fBr  keinen  andern  Theil  der 
Integralrechnung  sich  ^^iederiindet.    Ich  habo  durt  gezeigt,  wie 
man  das  allgemeine  Inl<>i>ral  einiger  ausgedehnten  Gruppen  von 
linearen  Differentialgleichungen  in  einer  Form  ausdrücict,  deren 
Einfachheit  alle  früheren   Dareilellungen  weit  hinter  sich  Irisst. 
Meine  Untersuchungen  über  die  Integration  der  aligemeinen  Diffe- 
rentialgleichung erster  und  zweiter  Ordnung  mit  nur  zwei  Verän» 
derlichen  eiad  kürzlich  in  d^  29aten*  Tbeil  von  Grunert'f 
Archiv  zur  Veruffentlichung  pfekouimen.    Ich  hatte  die  Absicht 
an  aeigen,  daaa  die  Kenntniea  Ton  beaonderen  Integralen  und  be> 
aenderen  Anfldaungen  bei  der  Integration  dieaer  Differentia^lei- 
ebungen  von  weit  grüaaerer  Bedeutung  ist,  a|a  man  bia  dabin 
anauerkennen  geneigt  war.'  Jnebeaondere  aber  glanbe  ich  darge* 
than  KU  haben ,  daaa  alle  bis  dabin  bekannten  Hilfamittet  der  In* 
tegration  von  Differentialgleichungen  mit  nur  zwei  VcrÄitderllcbea 
ihre  vortheilhafteste  Verwendung  ünden,  wenn  man  die  Bestiin- 
mung  des  intecrirenden  Faktors  als  das  eigentliche  Ziel  der  Auf- 
gabe stets  im  Auge  behält.    Die  vorliegende  Abhandlung  soll  nun 
alles  üebrige  umfassen,   nämlich  die  Integration  der  partiellen 
Differentialgleichungen  erster  und  zweiter  Ordnung  mit  drei  und 
mehr  Veränderlichen.   Da  ich  liierbei  eine  noch  wenig  betretene 
Bahn  verfolgt  habe,  und  es  mir  gerade  dadurch  möglich  gewor- 
den iat»^  nicht  allein,  alle  die  schon  früher  anf  dieaem  Oehiete  ge- 
maditen  Er&brungeD  voUaländig  zu  beherreehen,  aondem  «neb  die 
Grenaen '  deajenigeny  waa  aiob  aberba^iipl  erreichen" Üsati  vn  eia 
Erheblichea  binauaaurficken,  ao  milchte  ieh  in  dieaem  .V^erweit  den 
Veraueh  maehen,  dem  aachhundigen  Leaer  Ja  huraaa  Zügen  die 
Gedatnken  aufanaeichnen»  welehe  »Ich  bei  der  Bearbeitung  geleitet 
haben,  itsrid  dann  aneb  das 'Verh&ltniaa  meiner  Resultate  xu  den- 
schon  bekannten  Leistungen  berühren.  : 

* 

Die  Integration  einer  Differentialgleichung  hat  immer  nur- den 
Zweck,  eine  der  vorkommenden  Veränderlichen  als  Fuoiction  der 
Übrigen  Verindertichen  darzustellen;  Dieae  Aufgabe  apll  aber  \o 
allen  Ffillen  ihrem  Ziel  dadurch-  entgegengeflOIhrt  werden^  daa* 
mlirt  dteaefbe  auf  eine  andere  aurffcklührt»  woroach  die  geisadite 
FiiHktion  weniger  yerSnderliebe  erhält  ala  vorher.  In  dieae^  We^a 
viM  dann  die  groaae  Mftiini|^ltl^keit  von  Aufgaben,  w'etche  derch 
die  Integration  der  Differentialgleichungen  ihre  Erledigunjs^  Gnden, 
zuletzt  jedesmal  auf  dio  Integratiun  von  Funktionen  einer  einzigen 
Veränderlichen  (>iler  auf  die  /»ogeoannte  Qqadrat,uif,,fiiriickgef(|brt, 
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Doch  darf  nmii  nicht  glauben,  dass  mau  jedesmal  dai^selb« 
Problem  vor  sich  habe,  wenn  die  xu  iotegrirende  t>ifferentiak;leV- 
draag  dieselbe  Anzahl  von  Veränderlichen  enthält  iedes  Inte- 
fn«tiMi0verfahreii  gründet  sich  auf  eine  bestimmte  Vorausaetxuog 
ia  Besag  auf  die  Beschaffenheit  des  allgemeinen  Integrals.  Di«i 
Verfahren  rülirt  dann  waS.  die  Integralisn  aller  derjenigen  Diffc^ 
mitialgleiolitiiifieii»  deren  allgemeitifee' lttlc|;iel  in-  der  Tliel  .dl0 
aogenommene  Form  bat  Doch  Ist  man  genOthlgt,  um  die*iiiemil9> 
fiitigen  hier  vorkommenden  Aufgaben  losen  an  können ,  ron  gar 
ntacherlel  Vorattesetaii^gen  auazo^ellen.  Wenn  nun  aneh  die 
vorbin  ertr&hnte  Vorecbrifl,  die  Ztfhl  der  T^riRiderllchen  in  der 
iceacbten  .Fnnktion  nach  und  naeh  an  rermtndimt,  jederaeit  die 
Reebnungsoperationen  beherrncht,  so  werden  sich  diese  letzteren 
«loch  für  alle  diejenigen  flforr)tial2^lei<Jiungen,  welche  vvegeii  der 
lebereiiisdnimung  in  der  Ifiti'gralforiii  einer  bestimmten  Gruppe 
angehören,  auch  wieder  eigenthümiieh  i^estalten.  Man  konnte  er- 
warten, dass  alle  dicjpni^;erj  Differentialgleichungen,  welche  selbst 
in  ihrer  Form  auflfallend  iil»erelnstimmen,  jedesmal  auch  nr\oh  einer 
miii  derselben  Re^el  6iich  integriren  ias.«en.  Dies  trifft  aber  oflt 
g«nn{r  nicht  zu.  Denn  wenn  auch  alle  diejenigfen  Differentialglei- 
cWffen,  welchen  ein  und  dieselbe  Integral  form  zum  Grunde  Hegt» 
jeileofalls  gemeinsame  Eigenschaften  besitzen,  so  treten  dieselben 
(ioch  nicht  immer  deutli«:h  herror^  und  werden  oftmals  durch  an- 
foe  unwesentliche  Momente  so  sehr  zärficfcgedrSngt»  dass  nur  eine 
geoine  auf  Rechnung  gegrSndete  Untersuchung  dieselben  erkennein 
Üist  'Diese  Bemerkungen  miigen  nun  binteidiend  dartbun,  dase 
^Nalnr  der  Integralform  den  nächsten  Einflnss  erhält  bei  der 
Titnaaag  des  ganzen  Gebiets  in  einzelne  l&r  sieb  abgesebloseene 
TWie.  : 

Dus  allgemeine  Integral  der  partiellen  Differentialgleichung 

norin  ZyXW  bestimmte  Funktionen  der  n-fl  Veränderliclien 
tyxit...  sind,  hat  jedesmal  die  Form  tp{aßy.,.)=0,  wo  <p  eine 
willkubrliche  Funktion,  aßy...  aber  bcetlnimte  Funktionen  der  Ver» 
luderlichen  sind.  Allein  die  Bestimmimg  Aer»  Funktionen  a/?y«^ 
b«t  iminoberlef  Sebwierigkeiteii,  da  es  nicht  müglieb  Ist,  dieseNbea 
^•itk  iln»  beellmnif  Torgesobriebene  und  allgetoeln  gfiltige  Eni* 
«Meng  nii  erzielen.  •  i^ltes»  was  hier  erreiebt  werden  kann,  gilt 
1«M HUP  ISr  ge4«biee  Formen  der -Fmikflonen  ZYÄWi^mliit 
^  |teifien»B«BiebiHigetf«'  welche  diene  Funktionen  unter  einniider 
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'  Ltiicfran^e  hat  zuerst  gezeigt  (in  den  Ahhaitdiungen  der 
-B^rhner  Akademie  1779),  dnm  die  /z  (ileichnni^cn  a  =  o, 
/9irr6,  'yz^c...,  welche  als  besondere  Integrale  jener  partieiien 
■Differentialgleichung  Genüge  leisten,  wenn  a,  6,  c...  wtllköhr> 
liehe  Bestäiii^e'  Vorslell«!!»  gleichbedeutend  sind,  mit  denjeBigeo 
-^lemh^ngetti  woraus  man  die  it  Veränderiicben  ^a;»...  ats  Funk* 
114»aff»  von');!  zu  bMmmtit  hat,  -  danAt  na»  dadnioli  lll^is«  IMf» 
MWtlalglalohangeiii '  - 

zff=r.  zf^Ä,  z^^w.- 

V.  s.  w*.  beiViedige.  Da  nun  aber  die  TorRegeiiden  Differential- 
gleichungen  durch  die  Elimination  von  irgend  ii— 1  abhängigen 
Veränderiicbeti  auf  eine  Differentialgleichung  der  nten  Ordnuog 
mit  |iar  zwei  Vecfind^rlichen  fuhren ao  war  man  der  MeinuDj^ 
da^s  durch  den  von  ]Lag  ränge  entdeckten  Zueammenhang  zwt* 
sehenden  n  Funktionen  aßy..*,  der  partiellen  Differentialgleichung 
qnd'  dem  Tutegral  jenes  Systems  von  Differentlalgleiebunf^ea  die 
Integration  der  partiellen  Differentialgleichung  geWistet  sei.  Die 
Bestininiiing  der  Funktionen  aßy....,  sasjte  man,  sei  nun  auf  die 
Intejjratioii  einer  L)iffereutial<{Iciciiung  niit  nur  zwei  Vern iidt  rÜcheii 
zurückgelührt,  und  die  Reduktion  auf  eine  Difi'erentialgieic bung 
mit  weniger  Veränderlichen  sei  doch  In  allen  Fällen  dasjeoijje 
Ziel,  woruacb  man  streben  müsse« 

'Allein  das  ron  Lagrange  gegebene  Integrations verfahren 
verlor  li.ild  diesen  glaiueiiden  ISchein,  da  man  i?icb  überzeugte^ 
wenn  es  auf  dii3  wirkliche  Integration  einer  partiellen  Differen- 
tialijleichiinjj  ankomme,  dass  man  dadurch  nicht  ge(('>r(ierf  werd«* 
\)nch  darf  man  nicht  glauben,  dass  desshalb  der  Grund^satl 
an^reiochten  wer  den  könne,  wornach  das  Problem  der  Integra- 
tion seiner  Losung  näher  gebracht  ist,  nachdem  es  gelungen, 
die  Anzahl  der  in  der  geaecbten  Funktion  vorkommenden  Ve^ 
finderlichen  zu  vermindern.  Das  Irrige  einer  solchen  Meinung 
atelll  aiek  behaus  ^  wann  m»  die  Integrat^o»  ^ttmr  DSfcrepitildr 
glnichun^  dar  «ten  Ordaung  mit  auf.  awei  Vafll|d4l:IMieii  nlhar 
las  Aege  laiiaL  Naai  weiae,  das«  diene  IntegmtlM  ldwtoll  diialfl*- 
'  sümmung  dinr  »  etatea  lategfala  su  Stand« 'kooimi)  «odtoiid««* 
verschiedenen  Dtferentialglelchuage«  der  ii-^sl4»Ckdm»og,  welebe 
dureh  DitTerefitisition  auf  die  vorliegende  Differentialgleichung  za- 
rQckfübren.  Mn»  weiss  auch,'  dass  die  linearen  DKItireiitialgiei* 
cbuagen  bis  dahin  die  einsige  Ausnahme  machen,  wo  mao  noch 
auf  einem  antieren  Weg  tum  Ziel  ko^nn^l»  indem  man  uomUtelhar 
die  endliche  Gleichoiig  mit  ihren  n  wiUkabrlicbea  Beatindigaw 
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darzusteiien  im  Stande  Ut.  Das  ergfe  Integral  einer  Üifferentiat<« 
glekhunsr  der  ?iten  Ordnang  mit  zwei  \  eränderlichen  ist  abet 
teÜMit  nieder  eine  Fynklioa  voo  n-\-l  Veränderlichen.  Aussei 
4m  hfM%u  Vertiiderlidien.  y  .uMi  s  kommen  nämlich  dafmJiodi 

die  7Ä  — 1  Differ^ntialquotienten       ,    j|^'**'^2«-^  wefthe, 

wenn  aneh  unter  sich  in  einer  bestininten  Abhängigkeit  siebend, 
bei  der  Gewinnnng  des  ersten  Integrals  aber  die  Rolle  von  nn- 
abhängigen  Verfinderlicben  ilbernebmen.  tJud  so  fiberxengt  man 
•ich  denn»  wenn  man  an  dem  vorhin  ausgesprochenen  Grandsate 
fe^thllt^  das*  dann  nocb  kein  Grund  vortiegtt  die  Integration  dnetf 
OfiJbrentiaigleichung  der  nten  Ordnung  mit  nur  swei  VerftnderK«* 
eben  fiir  eine  einfachere  Aufgabe  anzuseheis  afs  dte  Integratfon 
jener  partiellen  Differentialgleichung  mit  ?i  +  1  VerRriderWcfcen. 
Da  man  aber  auch  nachweisen  kann,  da.ss  die  ersten  IntegraliS 
einer  DifTerentialgleichnns:  der  iiXew  Ordnung  im  Alfgemeinen  nichf 
vortbeiThafter  sich  darbte  !len  lassen»  als  am  h  jene  Fuijktionen 
«^•/....,  und  da  überdies  die  Herleitung  der  Differentialgleichung 
der  n\t  u  Ordnung  allein  schon  schwierige  Rechnungen  erfordert, 
80  nickt  allerdin«;s  die  Aussicht  sehr  in  die  Ferne,  aus  dem  von 
Ijagrani^c  entdeckten  Zudiammenbang  iiir  die  Integration  der  par- 
ti^iitt  Differentialgleichungen  einen  Vortbeil  au  sieben. 

Wenn  demnach  die  partielle  Differentialgleichung  nicht  aut 
eine  Differentialgleichung  höherer  Ordnung  niit  nur  zwei  Verän- 
deriicben  zuriickgcriihrt  werden  soll,  so  wird  denn  doch  jene 
Leistung  von  Lagraiige  stets  von  grosser  Bedeutung  sein.  Älan 
wird  sie  richtig  wfirdigen,  \venn  man  zu  dem  Schlüsse  gelangt, 
dags  die  Integration  eines  System«  von  Differentialgleichungen 
der  ersten  Ordnung  mit  nur  einer  einzigen  unabhängigen  Verän- 
derlicben  nicht  von  einer  D^erentialgleichung  buberer  Ordnung 
mit  nur  zwei  Veränderiicbenj  sondern  vielmehr  von  einer  partielieh 
jUUFerentialgleicbung  der  ersten  Ordnung  abhängen  soll,  weil  faian 
80  dnr^b  ein^n  geriogereo  Aufwand  von  Rechnung  zum  Ziel  kommt 
Man  ^t  nur  dann  einen  Grpnd,  den  er«iteren  Weg  einzuschlagen» 
Wann  derselbe  auf  eine  lineare  Differentialgleichung  führt,  da  hier 
4as  Integrationsvef fahren  sogleicb  die  endliche  Gleichung  liefert»' 
•fs9  die  abhängige  Veränderliche  unmittelbar  als  Funktion  der 
^jgen  poch  tibrigeft  unabhängigen  VerSnderllchen  dargetiteflt  wird. 

Es  war  eine  ffNMse  Anfmontening  Air  misb,  zu  erfahren,  das« 
«Ml  Af  ^dieae  'tisit  'der  gewabnKchett  se.  sehr  SibHekbinideii  Be« 
traebtuttgsweise  srbon  frdfaer  eine  Antorittt'  ««sgesproobea  Ifat« 
UhiQfiliprfiwIllPQpav  vim  Jaeob'i  über  die  M^gratioo  der  par* 
HjAw  |^ec<Hlt^glm€yb^^^  vi  eiche  in  9^msx  AbbaadluQg :    D  i  ^ 


I 
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I  üc  i  fl  a  ti  o  n  68  de  aef[uafio  ii  um  diff.  vul^.  systcmatia  en- 
rtimqtie  connexione  u.  ^.  w.'*  in  dem  23s t^D  Band  des 
Creile'sclien  JoiirnaU  niedergelegt  sind,  {^^ÜMeo*  ToM  «ictesel« 
ben  Gedanken  aua,  da^fl  di»  Fmilrtioim' «r^f  'wora«9  das  sMa» ' 
icemeine  liites^al  zttsaroroefigesctct'  Uitt  a«s  dcur  paHitllM  Differenr 
tialgleichang  seibat  beatimmt  werden  aidlen. 

Da  man  ittiii  aber  zn  dieser  neherzeuifiing  gekonuiien  ist,  so 
entsteht  die  Fraf»e,  wie  man  aniU  rs  die  liitegralion  der  partielfen 
DifTereiifialG^leicliuni^  auf  die  Quadrafur  zurückführe.  Auf  diese 
^rage  hatte  Jacobi  nocb  keine  bestiniinte  Antwort,  wiewoiil  efw 
•die  Ansicht  ausspricht,  es  werde  sich  am  Ende  /doch  wohl  her* 
aussteUerii  dasa  die  Lösung  der  Aufgabe  auf  einer  allaiüligen  Ver* 
mioderong  der.  Veründeriichen  beruhe.  Um  dies,  »ii^.emicbeo» 
l^ab«  icb  ^wei  verschiedene  Wege  eingeschlagen.  Das^tinemal 
gelingt  es,  cinrcb  Transfomiatjon  die  Anaahl  der  .VerSnd^tlicheii» 
welche  In  der  gesuchten.  F'ufiktiop  vorkommen,  au  vernlndero. 
Die  neuen  Veränderlichen,  welche  hierbei  au  benutzen  sind,  er- 
geben «Ich  nach  bestimmten  Kegeln  aas  den  etwa  bekannten  be> 
sonderen  Integralen  und  besonderen  Aufirisungenl  der  partiellen 
Differeutialüleichung.  Wo  man  alier  8o  nicht  zum  Ziel  kommt, 
da  gelingt  es  oftmals,  die  partielle  Differentialgleichurif;  in  mehre 
andere  zu  zerlegen,  von  denen  jede  für  sich  weniger  Veränder- 
liche einschliefst,  aU  die  ursprüngliche.  Die  weifere  Lösung 
der  Aufgabe  besteht  dann  darin,  die  allgemeinste  Funktion  anzu* 
geben ,  welche  gleichzeitig  den  .verschiedeoeii  |ntrtielteii  Differett- 
tialgleichungen  Genüge  leistet.  ■  * 

Ich  habe  es  für  nöthig  erachtet,  den  bis  dahin  besprochenen 
Gegenshuid  in  seinen  Cinzelnheiten  hervorzuheben,  wahrend  ich 
andere  Erg(  l»insse  meiner  Untersuchungen  in  diesem  Vorwort  nur 
mefir  aiulcnten  w(dlte.  Denn  die  Ws  dahin  niifgetheilten  Kesul- 
täte  dienen  allen  übrigen  Untersucliungen  zur  Grundlage.  Indem 
ich  überall  den  noch  so  wenig  verfolgten  Gedanken  festhielt,  die 
Funktionen,  welche  einer  partiellen  Diflferentialgleichung  Genüge 
leisten,  aus  dieser  Gleichung  selbst  abzuleiten,  ist  mir  die  Freude 
geworden,  Immer  mehr  zu  erkennen,  dass  ein  weitreichendes 
HiHsmitte!  dem  Reebner  hieraus  erwachse.  Denn  dieser  einzige 
Gedanke  beherrscht  mit  Leichtigkeit  ein  weites  Feld  von  Unter- 
suchungen, welche  vorher  lästigen  Schwierigkeiten  unierworfen 
waren;  demselben  Cledmiken  Mfen  «leb  irllli|^  auch  «olcho  Ün* 
tersuchungen ,  auf  welche  meines  Wissens  vorher  Niemand  mit 
Erfolg  eingegangen  war.  % 

Was  zunächst  noch  die  Integration  ^Ines  Systems  vbn'Dlffe- 
f  ^ntiftlgläicbungen  betrilli  so  lUsst  siebleldit  dnsjeiAge,  verMo 
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fM  fien  Syfttom  von  ttiferentitiigMchnngeTi  der  ersten  Ordnung 
mt  Dor  einer  emsigen  unabhängigen  VerAnderlichee  gesagt  wMr* 
den  »ig  eaf  ein  System  derartiger  Differentialgleichungen  höherer 
Ordnung  ausEudehoen.  In  der  Thai  bat  man,  wenn  beliebig  viele 
fiüeilMlielgleicliMgen'.dbr  M  vetliegeii,  besigÜch  veii  Her.  1*^ 
pf  f teo  n.  e.  w«  Ordnoiig,  ein  sehr  elnfaehes  'BUdengsgeeeta  ÜBt 
doe  partielle  DiCerenlialglekcbnng  der  ersten  Ordnuf^g  .und  des 
•fiteii  Gräfes  mit  1-f  -f  9^ «»«^  Verftnderfichen,  deren  In* 
l|B||raiien' Unreiehty  'um  unmittelbar  dae  allgemeine  Intef^f  dee 
Vorliegenden  Systems  angeben  zu.  können.  * 

I 

A»eli^.ein  gewisses  8y»tem  von  partiellen  DiffcrentialgleiebUn* 
pn  der.  ersten  Ordnimgy  wedaiefa  aleo.  die  Abhängigkeit»  miebreret 
Grossen  von  mehr  als  einer  nnabhängigen  Verinderllchen  anegb* 
drückt  ist,  Ifisst  sich  mit  Qilfe  einer  einxlgen,  partiellen  DiSeren- 
tialrielcbung  der  ersten  Ordnung  integriren.  Hat  man  ein.dersr- 
<i|M  flfyittem  von  n  partiellen  Differentialgleichungen,  woHil  'IH' 
tiliaiihSnglge  Terilnderliehe  vorkommen,  Kor.  findet'  sicli'  etne'perllelte 
Merentialgleichung  der  ersten  Ordnung  mit  nt-|-ti  VeräuderHchen, 
auf  deren  Integration  es  hier  ankommt.     "  '>  * 

Die  allgemeinste  partielle  Differentialgleichung  der  ersten 
Ontanng  mit  n-f  1  Veränderliclien  Ist  dergestalt  dufcli 

wiaa  jyZsJmi'**'*  die  Differentialquotienten  sind.  Das  allgemeine 
lotegral  dieser  partMlen  Oifferestialgleicbttng  lässt  sich  bekannt- 
Heb  ebne  Weiteres  anfich reiben,  isenn  ein  veüständiges  Integral 
Mannt  ist^jsdsr. eine  Funktion,  welehe  der  partiellen  üifferentikil> 
l^iriehaBg  genffgt,  und'  sbgleieh  •n  wUlkabrlielie  DesIRndige  eiiif 
stMleBSk.  Sciura',  Enier  kat  I»  setnen  Minsttt'irManM  carb 
sali  lategralia.**  ^seigt,  wie  man  das<'aligearain€i  llflegnd 
.  da*«»  abMIet.  •  Die  ^Bselimmang  ehies  vtollstiiHiigen  «blegpale 
Ist  dessbalb  die  eigeatiehe  Angabe  der  Integralredineng. 
die  partielle  Dll»rentialgleichung  mit  aat  Jrei  VertederUcbea  . . 

hat 'dies  Lagrange  in  seinen  »^Verleitungen  über  Funktio- 
niareielftchnniig**  geleistet  Man  findet  nllmtlch  eine  partielle  DIf- 
fbnetialglelehung'  der  ersten  Ordnung  und '  des  ersten  Grades, 
'  trena  es  darattf  ankommt,  die  beldim  Differenttelquefieliten  2y  und 
U  Ihi  fcstimmen;  welcbe  dem' atlgteeineii  Integral  entv^prebhea* 
1h  beseiiderea' Integral  d  ^  «v  In  Vvrbiadubg- trit  Hp  sa  0,  'liefert 
itrlMlie^  Werffce  ^  «nd  ix  ala--Fimktiene»^d«r'dedl  Ter&nder- 
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tioKen  %^  y  uad  i£  luxi  iiier  vv'iUköhrlirlien  Beständigen  ic;  imd  4i9 
IfiUgratioii  def  YAÜiit^mHgeii  UiffefeatlaigMialiMUg  '  ^     -  •  :  : 


mvt  dann  •auf  #t»  volUljiniKgt8<  lMgml>d«f  pMtiell»li.ilMM*» 
lUdgleiebuiig  ^:teO.  ^  i     >  .      -  i 

Nach  La«;ran£je  hat  man  sich  vielfach  heiiiiih^,  dje  obige 
Regel  auf  die  partielle  Diflferentinlgleirhuti!^  tint  n\  l  V'crSnder- 
lieben  auszudehnen.  Es  kommt  hier  darauf  an,  die  n  Differential- 
quottenten  als  Funktionen  der  Veründerlich'^n  und  von  n  —  1  will- 
kabriiche»  fieatftndiiien  damitflelloiiV  «m  4wmi' etn/valliMMigea 
Integral  dureb  ile  kitftgratiaa  der  voHatMige*'  IKfiranliil||l«|> 
ebong:;  .... 

dz^Xijd^  \ ixdx  f  in,c/i<7  + . . . . 

iKpi  «nielen»  Allein  mn  iat  damil  nicht  Ende  g^komtpea»  ^Uod 
4ecb.läaaea  aicb  (ibne.  Anataod  partielle  ÜUIejrfnUalgleiqbQn« 
gel»  der  eraten  Ordniffig  und  d?<  erateu  tiradea  a^tebreibem 
welche  die  EigenachafI  beaita^»  daaa  jede  der  it.— I  endlifbeu 
Gleichungen 

u.  8.  IT.,  woraus  die  Differentialifoofienten  'in  der  angegebenen 
AVeise  sich  berechne,  deiMelben  gleiebseiti£f  Geniige  leislet. 

• '  Die'lntegnitiob'der  al^eMeiiien  paHiüfan  OMTerentjalgliBieinMig 
i^astd  iatiawar  aehnv-bilige  Tbii;P  fafrgegtlitn<lpYd8w  IkbliMdV 
krnffett  def  BeitUnej*  Akade«ireo.l8l4 madilW)!..  AlkM 
Pfaff  verlSaai  ckia' von- Lagrange  flir.drei  VerfinderlM«' anig«» 
«oblagene*  ¥«rflbrefiy  iit  <der  AleinHng^  daat'«Ket#iA  filr  wftkt  al« 
drei  Veränderliche  tmühefsfetirliche  Hindernisse  en(£t(',?t*nstelieu* 
l>ie  PfaiTVche  iMcthode  i^ciit  von  einem  afidern  Gesjehtsptnikl« 
aus»  ond  betrachtet  die  vorliegende  Aa^ab«  als  Mppitieilon  Fall 
eir>er  ?iei  all^^emeineren,  näailieb  der  integtaliuti  ''tT  YitHmimnila 
digea  XMlerentialgleiciiuagd  *  ^         i  i* 

Zdz^  Yd^  ^  Xdx  ^  Wd»\>...^  Äidzx^  FFiC^2«,  +  ...,  =  0, 

w0riii  Z%XW.^..J^Wt^^.  \s;$ßM\  FmpktUittea ,.der  2ii ■Tjai#iiiiar> 

lieben  z«£t»>  .*«2^^tt>  .aind.  Ba  viir^' geaeigtj  daaa  aicb  jedesmal 
ein  Integral  findet»  bestehend  aus  n  endlichen  Gleichuniren,  vi  orin 
eben  8o  viel«  h illkührlicbi'  liestauJige  vorkonmuMi.  Zu  dtes««*n 
n  GUiobaagen  gelapgl  Pfaü,  indem  er  v  \ trschiedeno  Systeme 
iron  betüglicb  %^ — li  1  l>ifi[crou^fi,i4U5ii.hnii>ieii  der 

aiat«» .  Urd^ttng  «mU  ^  emac.  piaaigQH  <  «iftab)>biiivg^  V«itäiHlo(lik- 
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iMfl«  u  lAi^' Stelle  ^«11     ffcr  uns  ^«eO  l^tfcftMte  WeHll"«iif* 
geiMt  war^y       tfeMIht  Fall  der  v^o  -Pfafr  gelOcrti^  AvT 
gibA'Ut^^ hier  dte Ciiefiztoiittftt  Xi^      , ....  ^ereeliwiiidem  Die 
t  endliche»  GielehangeD  rdhren  aber  durch  die  ElimlnfttlcNi  der 
1  DiffereDtialquotlenteo  »«z»....  auf  ein  TollstSndiges  Inte^al. 
Ich  bebe  von  der  Pfaffecheo  Methode  Eenntnl««  erhalten,  nalh- 
dem  ich  seihst  schon  auf  dem  von  Lagraiige  angebahnten  Weg 
zum  Ziel  gekommen  war.    Wiewohl  nun  der  zwischen  den  beidätl 
MethodeEi  bestehende  Zusammenhang  nicht  schwer  zti  (ibersehen 
ist,  da  es  nahe  liegt,  die  Pfa  ff  sehen  Systeme  ans  (fen  von  mir 
.    aufiresteliten  partielien  Diflferentialgleicluin^jen  abzuleiten,  so  läs^t 
sich  ilcK'h  Mancherlei  zu  Gunsten  der  letzteren  Methode  anfTihren. 
Nicht  allein  ist  hier  der  leitende  Gedanke  der  Natur  der  Aufgabe  ' 
mehr  angemessen,  so  dass  man  zu  einer  schnelleren  und  doch 
üaferea  Einsicht  Ui  das  eigentliche  Problem  gelangt;  die  vorkom- 
menden Rechntingen  lassen  auch  sehr  henierkensnerthe  Verelii» 
hcbongen  zu«  welche  der  Pfaffbchen  Methode  freoid  aind. 

Was  Jacobi  gegeben  hat,  um  die  Pfafl'&ehe  Metbode  ab* 
lükurzen,  erleidet  keine  AenderuiiLS  wenn  man  die  andere  Me- 
thode gebrmirht.  Jacobi  zeigt  nämlich  (in  dem  Crel  le'sc hen 
Joarnal  üand  17.),  dass  man  ein  voltständiges  Integral  «ic|i<>a 
ans  jenem  erateu  Systeme  von  In  —  1  l>ifferentialglei4|hii|ig^i  .ab* 
leiten  kann,  so  dass  also  die  übrigen  n  —  1  Systeme»  von. denen 
Pfaff  Gebrauch  macht,  entbehrlich  sind.  Jenes  erste  System 
hl  ikee  mit  der  ersten  von  jenen  n  1  partiellen  l>ifferenlielgM> 
^a$9a  gleichbedeutend f  deren  man  sich  auf  d^m  an^rn  Weg 
n  hedleoen  hat  Wenn  nian  geneigt  i«t,  diesen  von  Jacobi  ge* 
fdKiliepi  ÄufschlttSf  als  einen  bedeutenden  Fortschritt  In  di^r  lo- 
tigndioo  der  partiellen  Diffarentialgletcbongen  anzusehen^  fo  k^n^ 
Ich  nicht  omhin,  hier  eine  andere  Ansicht  auszusprechen,  da  leb 
midi  flberzeugt  hab#,  dass  4tm  von  Jacobi  angeschlagene  Ver- 
fahren grosse  Hindernisse  der  Integration  entgegenstellt,  welche 
sonst  nicht  vorhanden  bind,  ich  glaube  auch  dejn  Leser  ohne 
viel  Aufwand  von  Rechnung  diese  üeherzeugung  verschaffen  zu 
luiHien;  doch  will  ich  ntir  dabei  erlauben,  nur  ber^^pielneise  fie 
^ftit^ei^  Diff^er^utial^leifbu^ig  mit  vier  Vefändeii^  '  / 

va hatipahtBB^  r«.  »•*•  *  i.-  ••'..> . 


Digitized  by  Google 


1^  Weiler:  IniegraUoH  der  parUtilen  Dlff^retUfaigleUkungen 

Bezcichiiet  man  daiü  volUtäiicli^e  Integral  der  |iartielltttt  Uiflfo* 
reuÜalgleichung  ^  =  0  durch  y  =  q)t  wo  tp  eine  willkührliche  Be- 
ständige Ist,  y  aber  eine^  bentiminte .Funktion  der  vier  Veränder-- 
liehen  z  tfxte,»*,  üod  von  zwei  andern  uillkäbrIicbM  Betttandigen 
a  und  ß,  90  im^fi  nßßw  bekanotlioli  fib»  rQ«|e.iK  ^  eine  willtvftbff 
liclie'Fiiiiiitiiin  voo;«.  ufi4  #  aMrgelM»  «,ii|hI  /S^akMii  .«elM^e 
qipe  b«8tiiiiiele  Abhünjn|()^f{t , treten  «jw  4ee^.\eriiiil«rtifffc^  HHffh 
Mea^  man  die  drei  Ul^idiungeti :  ■  >  '  '  '  .  • 

•     '  ,  a\  ''r  f'f 

I 

annchreibt,  um  das  alls^enieine  lnte<rral  der  (lartieJlen  DiQVrenti^l- 
gleichung  if/ =  0  dar^zutellen.  Daraus  er<jeben  sirli  mui  uti/.ähiig 
viele  besondere  (ntegrale,  nenn  man  die  nillkulir liebe  Funktion 
(p(aß)  irgendnie  s|jemliti!irt,  nnd  dann  die  EJiminatiüii  von  a  und 
ß  vorniiamt  bleiben  bei  dieser  8peKiali.sirung  drei  willkührlicb«^ 
jßßfitändige  ia  ififiß)  zurück,  so  gelangt  niaii  auf  d^^Aege^^^l»^ 
^ep  Wege  zii;  eitlem  •  vW<>tän<i igen,  integr^l^  .Aiie^  niiie«te  ich 
V4irgiiiii^;bic|(eip9  um  an  «tisn  j&ufaoimeiihaiig  xu;eriw|iern^  welclier 
j^wieeben  .den  voll^täiMligen.lat^rel^n.  nqd  d(>iii..ellgepffneii  'ln^r 
gral  beatehi.  ilacobl /uitegrirlftjifn  eii|  toII«MM«Us««i  I^N^I;  ^ 
erhalten»  jenee  erate  System  von  2fi<— 1  Differentialgleichungen. 
tiAe  Integral  aei  hier  aüsgedrilekt  durch  die  finf  Qfolehifttgvii : 

.  '  449=««'  A=^'Ä»  rv^^9  <iT=4ji.  H*tF^#.'.  .  .,i.f  I 

worin  «|,  ßi,  ....  bestimmte  Funktionen  der  V'cränderlit Iu  d  zi/wto 

und  (1er  Differenlialquotienten  Zyi^Zw  sind,      h,  aber  uitlkrihr- 

liebe  Beständige.    Aua  der  Natur  der  Aufgabe  schttesst  man»  daaa 

•  äy     dy  i       .  . 

die  fünf  GrvMen  a,  ß ,      ^>         des  allgemeinen  Integrals  al^ 

bestimmte  Funktionen  ven  «|,  sich  darstellen.    Da  man 

«Iber  von  dleaee  fünf  Grossen  je  zwcfS  swisch^n  denüre!  GloMiM^ 
pten  I*  eltminiren  kann,  so  Ist  das  allgemeine  fiitegrär  iiueh  dilt^ 
die  drei  felgendeb  Gleichungen  ausgedrfiekt:  ' 


It.       ri«*9l(«kA>»  ^i^ViC-iA)*  li=««i(«iÄ)» 

■ 

vrorin  aber  die  drei  Funktionen  <jpi ,  qp^'  <P3  einer  bestimmten 
Abhängigkeit  zu  einander  steben.  Es  hat  keine  Schuieriglseit, 
diese  Funktionen  in  derjenigen  Gestalt  anzugeben,  weltbe  ihnen 
zukommt,  sobald  man  die  Funktion  qp  der  Gleichun«^  y  —  (p(aß)  in 
einer  eigenthümlichen  Weise  spezialisirt.  Lasst  man  nämlich  die«e 
Gleichung  in  eine  identische;  jlbergeben,  narbdem  man  die  tn  y 
vorhommenden  VerfiDderlicben  zyirie  durch  willkübrlicbe  Bestandiice 
ereetit  hat»  ae  veinleht  sieh»  dann  auch  die  beiden '<jlleleh««4^« 
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htwitisch  glnii,  soliafd  man  jene  Beständigen  an  die  Stelle  dei* 
Veränderlichen  einsetzt.  Auch  die  aus  diesen  drei  Gleiehongen 
aT»^eteifefen  Gleichungen  il.  werden  dann  Identisch  sein.  Es 
kommt  aUo  darauf  an,  die  Funktionen  <jp| ,  (p^y  q>^  anzugeben, 
dass  man  identische  Gleichaogeo  Tor  sich  hat,  nachdem  man  an 
Ae  Steile  der  Veränderlichen  lyxto  «rUlkObHIdi»  Beständige  ein- 
giesettt  bat  in  dieser  Absiebt  ersetze  nian  die  drei  üii^iitilll«'. 
qbotienten  x^tsXm  in  yi^i^i  dur^h  die  {beidefll  Fottktleiiev  ^  und 
Ä/Me«  teo  M  Hilfe  der- drei  Gt^cHnng^t  * 

diese  Dlffereiktlälqoiiflfenr^n  enrolnirt,  ond  nach  ToHsufjafitr  Eilml- 

Moo  ^Meder      und  ßi  an  die  Stelle  von  a  und  h  bringt.  Sdireibt 

mau  die  so  entstehenden  Gleichungen  in  der  Form;  ^ 
,        •  >•>        ,«••  • 

V0  ^1  bekannte  Funktionen  sind,  so  bat  man  offenbar  die 

Funktionen  (fiq)^(pz  iii  der  verlangten  Weise  be/Btimmt»  Meno  inaii 
«ich  der  drei  Gleichungen: 

■ 

^»("i  ßi  iJJ^^)  =     i^i  ßi  <^a^'a) 

MlMrtl  V^  '  demrieff  wlllkttliilieben  Bestindii^en  ec^^gCt 'bum. 
Mih  elfi0  gentHehea  w«rdeii»iiii«l  die  ElininetiDii  f en  «i  und  ßi  llOlifft 
n 'eintm '▼«iliütlndigeo  Integral.    Dleeen  Weg  abie  hal  JateM' 

eiogescblagenf. 

Man  rouss  zugebco,  oass  das  vollständige  Integral,  welcbee^ 
nach  der  Jacobi  sehen  Regel  gebildet  worden  iat,  eine  aabwiar. 
ti|i»  Form  haben  kann«  während  man  doeh  im  Slatide  iat,  volM|l9% 
^Integra^  in,  einfacher  Form  dartoatellen,  wi^n  «wt  ^rei^lekli.. 

Föiiklien  9»  irgend  .aodefa  wi<(  xitbeatimmen  ala  es  jene  Be* 
^1  verlangt.   Bei  der.,Darj|teUiipg  des  allgemeinen  lategrala  wird 
WM  aber  aM»  der  uns^bligfn  Menge  vollatäiidiger  {iitegrale.  dem- 
jenigen den  Vorzug  geben,  welebea  darcb  die  einfacbste  Funktion 
«isgedmckt  ist.   U^nr^  dadu^qb  wird.d^r  Gebr^upb  des  aiiljl^emei- 
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182   Wtileri  lmu§rmtl0m  der  pßräeBeu  IHgiraUimi§U§£ämagem 


Be«  Integrals  mu^lich^t  erWchtert-    Nan  sich  xwar 

den.  ja  dai»  alleiffneiTO  lotegrai ,  wie  maü  a^cb  iia^CT 

geiarvgt  niä;^^  all«       blieben  ToHst&idieni  late^raJe  asafa«««« 

V^eaa  man  ai»er  bedenki,  dti^  sich  keiae  Regel  gtucij  l^<st« 
wamac^  aiaa  aa^  defD  aligeiaeitieii  lote^raJ  ein  mügiichsl  ciftitiiches 
"fllrfia^i^rt  l^tegnl  ableitet;  wc«s  mam  bedenkt,  das«  jene  Oi- 
BmatiAoea»  «reldbe  lAi^h  Jacob i  n  €mm  v^Mtn^QM  lat^pal 
filkie«,  alle«  adiM  ipcitläaige  Rechnnagai 


Mittel  •■■d»  w  w  des  latci^ 
Jig««  btcs»!  ia  TartfciifciUir  Fwi 

^leicfeeiti^  aodi  die  fbriges  Sj«^enic  gehfasdit,  w  hak  mam 
Fteibe^l  «icr  W^hl  der  FubLi«^:.  ^*  dj..s^  iisBiittelbar 
za  alleu  mO^iicheQ  rolUtändigen  lote^ralea  gelajis^  kano.  Wenn 
B»fi  Bau  aber  jeneii  andern  von  L abränge  aogebahoteii 
Tcrfol«t,  Terdankt  laaa  ebeo  dieser  Freiheit  io  der  Wahl  der 
Fmkti—  ^  Dach  etner  aodera  Seile  hin  nr^rh  ^eitere  Vereiaiar 
isea  der  Rtcfc— welche  n  It  der  Pratr»diCB  Metfcade  ub- 
aiad,  ^  un  dDfft  bei  def  wiiHiriiw  Besthuraas  dos 
valiiü»digc8  Integrals  die  late^rati««  der  Teiscüedcnes  Svstene 


Was  mm  Jfe  pwfiHle  Diffiiflii^iiiih^  der  swctte» 
IS  beliift,      deekt  ane  aick  daa  alggfiac  lafegTil  ab 

endfiefce  Glei<4iBiMr»  «elcbe  xvct  mm  eiaaader  aaabhäBsise  ^^il 


Lübrii^Le  1^  iuwAiionefi  einschliessl.  Jede  dieiter  Fynktiooen  mt 
V. kührtich  nirh  Hner  einzisen  verä»deTfichen  Grua^jHe,  wenn  die 
pafiielle  ih^t^t:h,i^tz>^t^€hiMs:  »nr  drei  Veräadefiicbe  bat.  Im  Aii- 
seaieioen»  m<em»  a  ^  1  VeräfideHkhe  vi»fkoafea,  eaibäit  jede  dai 
imim  ■üiiihifa  hwi  Feabtiaaea  «—I  ¥crfiad«ficfcc  Gitocm.  £• 
iat  twmr  aocb  aickt  geloasrea  auhweSita,  4mm  mtk  ftr  jade 
partiette  Ilifiereatialsleiebaa*  der  Aactoi  Otilaaai  ciae  eadfielw 
(aeieh««s  der  AH  fadet»  aad  ca  addil»  akkt  efaiaäl  lekktsela» 


ier  m[iia«il|JiiiiMj>  ikcAaapt  sea««t:  wtkSm  kk  gl^ake» 
Mia  Am  KiütiiaM  Iftr  dk  AI%fMMi^  dier  iitei^ralromi 
dcaaack  ItltkaHta  caH»  sa  tuB«<e  wf afaij^as  aU  man  nicht  Im 
Staade  iat  aneh  nur  an  .<peitetiea  BetfrpiHe«  der.  Bewek 

ftr  des*? u  rntnlSr^^-chkeit  bt;^,:: -ir*ifn.  fcb  habe  de»>halb  auch 
gegkaabt,  die  UaisteÜBaag  eiatr  eatffickca  li  irirbam,  Mit  awei  der- 
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arffgeti^'WilHMbjilillfoii*  MkMMie*  iitt>  lUb  Mel  flftcKer  UiifiMW 

Bei  der  BeHtimnioog  des  ail|;ei|}^iiieii  lotegrale  «^ifaUea  41^  * 
parliellen  llifferentialglelchiingen  der  iweiten  Ordnung  xunfichet 
in  zwei  Klassen,  je  tieelideiii  'dleselbeii^  «in  erstes  Integral  be- 
4p^^  od^r  n'^c^t.  .V^enn  ein  erstes  Integral  vorbanden  jst»  oder 
wenn  'die  partielle'  Differentialgleichung  der  zWeiten  Dränung  auf 
eine  von  der  ersten  Ordnung  zurficknihrt  von  solcher  Allgemein^ 
heit,  das»  mau  durch  die  zweite  Iiite^r*tii>»  zu  einer  endlicl^en 
Gleichling  gelangt,  weiche  die  ol>ig«M»  Aiifordertjngen  leistet,  so 
iiann  <iaipfi:ell>e  auuüch^t  in  der  Form  ^(aßy — )  =  0  vorausgesetit 
werden,  woriu  qp  eine  willkuhrÜDhe  Funktion,  aßy..»,  aber  bestimmte 
Fuotctianeii  der  VeräiidcrÜchen  und  der  Differentialquotienten 
eri»ter  Qrdnui^g  sind.  Die  Anzahl  dieser  Funktionen  ist  d^nn 
iiQqier  om  ^  Einheit  kleiner  als  die  der  Veränderlichen.  Die- 
wlbep  ptGfse^  S]0  .bestimnit  werben  ,  das«  jeje  von.  ihnen  gleich- 
ifil^  Qiellf ereil  partiellen  DiHerentialgleichungen  der  ersten  Ord-»^ 
snAf  and[  (les  ersten  Grades  .genClg^t  ß^^Xieifk  diejenigen  Fftllej^  U, 
welchen  ein  solchsH  Integral  au  Stande  kommt»  vereinzeln  stcl| 
«hnell*  wenn  Ale  Anzahl  der  Ver&nderlichen  zunimmt«  In  der 
That-bfft'  nnhi'  bMMdpil'<Ver«nderllobeA  iwr  zwei  «bMier  parltellen 
Differentialgleichungen;  vrenn  aber  n-\-\  VerändeHiehe  torksm- 

nen,  so  giebt     dereni  •    j  ^    ^*  .Däs'»  4rsle^  Integral  bann 

(tfirigens  Mich  auch  anders  beschaffen  sein.  Die  allgemeinste  Form, 
[n  welcher  dasselbe  auitriti,  ist  in  ganx  aboliciker  Weise  gebildet 
wie  das  allgemein^  integral  einer  partiellen  Differentialgleichung 
der  er«^teu  Ordnunp;  von  hObereni  liifa^^»  Für  drei  Veränderliche 
1.  B.  hat  man  die  Form  ß  =  (p{a)  wo  q>  eine  nillkührliche  Funktinn, 
jl<eber,eine  lifutimwile  Faobtien  der  drei  VesliiHlerlicimt  der  beit 
den-  Differentialquotienten  erste«  Qrdiiang  iwil  der  (kOmf  ü$  iat» 

dB 

w  eiche  selbst  ( ftii^  4«r^  i^ituebifi^  ^  ^  9'     » kei|eqh9li|jt  wird.  Zur 

tffitiaiuumg  der.  FnnkHon  ß  bat  iqan  aueb  bier  wie^etf  partielle 
Dliffer^tidgJeicbungen  der  ersf^  Ordnung  und  de^  ei;st^  Grade^^. 

fopssere  Schwierigkeiten  stehen  der  Infegralion  partlellei^ 
Diifirebtlilglel^buiigen  der  zweiten  Ordnung  entgegen,  wenn  es 
kein  erstes  Integral  gMt  -  Monge  unfl  Legend re  bab^  ge^ 
stfgt,  wie  man  fi3r  gewlfse  Fftlie  das  allgemeine  Integral  darstellt. 
Hm  tnlbn  dstiber  InacUeeen  in  Laeroix,  Ton  II.  ^.  629-~d32. 
Die  oben  angegebenen  Hilfsmittel  haben  mich  in  den  Stand  ge- 
setet,  diese  KesuUate  wesentlich  zu  erH'eitern,  und  auf  die  alige<«^ 
wMkti  partielle  Differentlalgleiehuog  der  jweiten  Qrduung  aua* 
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a»Mii#i. .  ^enn  Mi  dacjenige  »bracbiie»;.j||M,  tMWitiber  die 

Alle«»  WM  sich  Iii«  dahin  erreichen  lieel»  auf  der  Deret^inng  Mit 

vohetindigjftn  DIfferentiiilglelehongi 

:••■»»< 

'  ■  B  ■  » 

P 

oder  auch  jler  volUtändigen  Differenüal^IeichoDg  der  zweiten  Ord-  . 
nung     .    *        '  •      .     ■         '  I 

Um  al^er  die  Differentialqaotienteo  der  ersten  Ordnung  als  Fonk- 
fipoen  ddr  Veränderlichen  oder  auch  die  Differentialquotienten 
der  zweiten  Ordnung  als  Funktionen  der  Veränderlichen  und  der 
Diferentialquotlenten  der  ersten  l>rdnong  darsnstellen ,  bat' man 
andere  partielle  Differentialgleichungen  der  swetten  Ordnung  her« 
nustelien;  und'  der  Erfolg  des  hier  angedeuteten  Verrahrees  Ist 
davon. 'a|bh&ngig,  dass  es  gelingt,  die  neue  partielle  Differenllftl- 
glelchung  der  xweiten  Ordnung  durch  die  faehanntett' BilfsHlllst 
zu  integriren. 

*  ■ » 

.    Wie  die  Iiilegfation  der  vallstSndigwi  PIffireetialgleiehang:  det 
ersten  Ordnung  mit  n^-l  Verftuderliehfa:  . 

von  der  Bestimmung  einer  Funktion  abhängt,  welciie  gleichzeitig 
die  it  Differentialgleichungen  der  ersten  Ordnung: 

befriedigt,  ebenso  lülirt  auch  die  Integration  der  ▼olbtindigen  Dif- 
ferentialgleichung swelter  Ordnung 

■ 

worin  2TX  V,.,\  bestimmte  Funktionen  der  Verlnderllebe*  nnjl 

der  Differeiitialquotienten  erster  Ordnung  sind,  auf  die  Bestiitf^ 
roung  derjenigen  Funktion,  welche  gleichzeitig  niehreren  .partiel- 
len DilTereritialgldicbungen  der  zweiten  Ordnung  Genä|^^^|fiibteti; 
Arlan.h^  Säni|ich  hier  die  Differ?ntialgleitb^ngen;     ^  ^,      .  j  .  .  ' 

ee  dnss  eli)»  jeder  .eins^b^  Diffmntieiqipelieel  JecfweiteB  Chri« 
nung  ale  beetiminte  Funttiop  ^dei.  SvitM^iii^^ 


« 
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ersUr  und  wetier  Ordnuitg.  185 

reBtialqootienten  erster  Ordnung  vorlregt.  '  Aber  auch  diese  Aof- 
gabe  ist  Tun  der  Beatimmong  derjenigeo  Funktion  abhäogig,  welche 
gMcbieitig  mebreren  partMlen  Oifferentialgleicbungeii  der  ersten 
Ordtiniig  nod  des  ersten  Grades  entspricht  Wenn  die  Anzahl 
der  Verllnderlicben  wieder  n  -|- 1  ist,  so  liegen  n  derartige  par- 
tielle Differentialgleichungen  vor. 

W^nn  diejenige  Funktion  verlangt  wird,  welche  gleichzeitig 
mehreren  partiellen  Differentialgleichungen  der  zweiten  Ordnung 
entspricht,  fiir  welche  kein  erstes  Integral  besfeht,  irenn  aber  die 
Aosahl  dieser  Differentialgleichungen  kleiner  ist  als  die  Anzahl  der 
mierentialquotienten  zweiter  Ordnung,  so  ist  die  Aufgabe  nicht 
wesentlich  schwieriger.  Man  gelangt  hier  wieder  zu  partielieh 
DIferentialgleichungen  der  ersten  Ordnung  und  des  ersten  Grades, 
itfdem  man  die  fehlenden  partiellen  Differentialgleichnngen  4^ 
twdten  Ordnung  aufsucht,  welche  zur  Darstellung  der  voll^tftndi-- 
geo  Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung  erforderlich  «ind. 

Wein  ich  In  diesem  Vorwort  eine  gedrSngtere  Uebersicht 
Hier  die  Besehnffeaheit  meiner  Resnltate  gegeben  habe  und  fiber 
di«  Art  und  Weise,  wie  ich  dazu  gelangt  bin,  wenn  ich  darin  eine 
^«lleichung  mit  den  bis  dahin  belcannten  Untersuchungen  an* 
Mok  wollte,  so  war  es  doch  mein  Wunsch,  dass  meine  Schrift 
«mI  bei  Anderen  einer  gfinstigen  Anfnahme  sich  erfiPeoen  könne, 
wdchc,  mit  den  darin  behandelten  Gegenständen  nicht  vertraut, 
die  vorausgehenden  Zeilen  weniger  verständlich  iiiideu  möchten. 
Ich  dachte  desshalb  in  einem  einleitenden  Abschnitte  die  allge- 
cemetne  Aufgabe,  welchn  in  der  vorliegenden  Abliandlun?  gelüst 
werden  soll,  nochmals  vorlegen  und  in  ihre  Hauptbetiitaiidtbeile 
ans  einander  setzen  zu  müssen.  Da  irh  bemiiht  war,  die  ver- 
schiedenartij^en  Hilfsmittel,  welche  zur  Lösung  führen,  in  einen 
organischen  Zusammenhang  zu  bringen,  so  glaubte  ich,  dass  die 
folgende  Anordnung  der  hier  vorkommenden  Untersuchungen  die 
geeignetste  sei.  Zunächst  habe  ich  diejenige  Funktion  bofittimmt» 
welche  gleichzeitig  mehreren  Differentialgleichungen  der  ersten 
(hidnong  genflgt,  von  denen  jede  nur  zwei  Veränderliche  hat.  In 
ihiem  weiteren  Abschnitte  habe  ich  die  partielle  Differentialglei- 
ebong  der  ersten  Ordnung  nnd  des  ersten  Grades  integrirt»  und 
«mMcb  das  Verfahren  angegeben,  wodurch  man  zu  dc^rjenigen 
Phoktioo  gelangt,  welche  gleichzeitig  mehreren  solcher  partiellen 
Diferentiatglelebnngen  Genüge  leistet  Der  nftchstfolgende  Ab- 
iclinitt  ist  der  Integration  verschiedener  Systeme  von  Differential* 
gleichongen  gewidmet.  Iti  deui  fünften  Abschnitte  findet  sich  die 
Integration  der  partiellen  Differentialgleichung  erstnr  Or(]niirig  von 
buberem  Grade.   Die  partiellen  Differentialgleicbungen  der  zwei- 
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tßD  Ordiiiins;  zerfallen  io  z\vei  natürilcha  Grupp^D«  jit  ndcbdem 
ef  ein  erste.<  Integral  giebt  oder  nicht.  Diei^e  Einth^iUng  bat 
denn  zwei  vieUjBre  ^(>t|pJi^l)Mte  in  vprUf^lUl^fill  A^u^hlOg 
jt|ir  Folg«. 


Jede  Gleichung,  welche  eine  Abbangiijkeit  ausrlrucltt  zwi- 
;5chen  den  Differentialen  zweier  pder  mehrerer  iiru^Äen»  )iei6.at 
DUTerentiatgleichung.  Im  Gegensatz  damit  s[>ricbt  inai»  von  einer 
«odlicben  Gleichung^  w^on  Hieselhe  von  ÜifferenUdlen  frei  i«t 
J>2«jenigen  Grussen,  deren  pifferentiaW  in  der  Gleicbiiptg  ▼Qrk^^Oi-' 
men,  heissen  difi  V^ndwlichen ;  dagegeo  wird  jed^  ««dwe  <?l|iNW 
BeffUiidige  genannt  Die  hucbste  Ordnun^^  der  vorkorom^i- 
den  Differential«  be«tiiiiait  die  Ordnong  der  Uiffer^attalgleichung* 
OeiMiiiflli  hat  eine  IKffereelialileiclMNig  der  erate»  OnkiuBg, 
fiann  aar  Diffeieiitiale  det  eraten  Ordanng  f»vit#aMaea;  die 
teantialgleidiung  betsat  eiae  dar  aweilea  Ordaaag»  waai»  aie 
Hilf  ereaHaie  de«  aweitan  Ordauag  entbÜt  aw ».  ir.  Der  C^md  der 
.  lilWereutialgleioliaag  riebtot  sieb  aacb  dem  Eapaaeatea»  aatir 
arelfibein  die  DilEeriHitlale  der  huobsten  Ordnaag  aldiea.  Sa  haiaat 
a.  B.  die  Oiffereatial^leiehung  der  Eweilen  Ordnung  jedesmal'  elae 
d^  ersten  (irades,  weim  die  Uifferentiale  der  zneiteu  OrdBimg 
Dur  Ünear  vorkommea. 

Wena  mebrep^  Pifferentij^lgteicbmigen  vorliegen,  aa  eatatelil 
Ter  Allem  die  Frage,  wie  viele  endltcbe  Gletcbiingen  darafia  bei:* 
vorgeben  aollea,  Dena  die  Aqzji.U  diea^r  endlidien  ^leidiangen 
brauebt  nicbt  ObereiDioatimnien  mit  d<'r  Anzabl  der  Uifferentiiil-' 

gleichlingen.  Die  Differentialgleichungen  tätigen  sieb  dann,  jede^ 
mal  $o  herrichten,  (lu8s  die  Differentiale  nicht  anders  aU  in  deil' 
Differentialquotienten  von  eben  so  vielen  Veröndeilii  liee.  vpr-keTO" 
men  als  endliche  Gleichur»gen  vorau^iijeselzt  werdei».  Diese  Vef' 
anderlichen  heissen  die  abhängigen,  wahrend  all.e  (ihrigen  \  erän- 
dorlichen  die  unabhiin^ii,^  n  «jpnannt  werdeü,  weil  die  er^tere^ 
als  Funktinnen  der  letzteren  aus  den  endlichen  Gleichungen  sich 
berechnen  lassen.  Jede  Differeutialgleicbung  aber»  derei)  Differenz 
tiale  n.ur  in  differentialquotienten  eine  Stelle  finden^  beisst  parfffilk 
Wenn  nur  eine  einzige  unabhängige  Veränderliclie  d^  ist«,  ao  lair 
Aen  «ich  die  Differentialgleichungen  unmittelbar  so  apsch reiben« 
da$a  man  au|iaer  den  Diffjpreotiaiquotienten  beiaie  Diffeientjale  aifta 
bat.   Mi^a  «(riebt  ab;eCi»voa  paitAlall^  Qpferi^atiidgjlafebapgea  wm 
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enur  und  umfUer  On^mnßi  ISS 

MMribkil  «i»  solchen  DiffereDtlalgteiebiingtpn,  wariit  die  Difla- 
fttitfile In  ftftderer  Weise  vorlcommen«  iusbesoaiierö  nur  dann«  wenn 
mehr  als  eine  uiiabhängii^e  Veränderliebe  vorhanden  ist,  da  daon 
die  öninandlung  in  partielle  Fiicbt  mehf  so  unmittelbar  sich  be- 
werkstelligen lässt.  Die  partiellen  Differentralgleichun^en  aber, 
in  diesem  8inne  aun^ela^st,  s'iud  (iee^enstand  der  vorlieuenden 
Abfiaiidlang.  Die  Intes^ralrechnung  stellt  sieh  die  Autgalie.  alte 
endiithen  Gleichungen  aufzustellen,  welche  den  partiellen  Differen« 
tiafgleichungen  tieouge  leisten,  wenn  man  sich  derselben  bedienl» 
um  die  abhängen  Veränderllclien  aiw  diesei^  Differ«i|taalg)^ebiia- 
$09  m  elimlnireD. 

luh  betrachte  zunfSchst  den  Fall,  cTass  nur  eine  e?n/i.,'e  pnk- 
Welle  DifferentialgleicfiiiDij  vorliegt,  und  dass  es  auch  nur  eine 
eintige  etidlicbe  Gleichung  giebt.  Die  Integralrechnung  kommt 
da  immer  zum  Ziel,  indem  sie  die  allgemeinste  endliche  (ileichnng 
bestimmt,  \rorau8  die  vorliegende  partielle  Differentialgleichung 
abgeleitet  werden  kann.  Diese  endliche  Gleichung  heisst  das  all- 
gemeine Integral  der.  partiellen  Differentlalgleiekang.  Es  Ist  leicht, 
diejenigen  Rechnungsoperationen  zn  übersehen»  wodurch  mau  die 
'^rlielle  Differentialgleichung  ans  dem  allgemeinen  Integral  aSIel* 
kt.  Denn  das  allgemeine  Integral  scbliesst  gewisse  willklihrliclie 
CIrSraen  ein,  welche  in  der  Differentialgleichung  fehlen.  Man  wird 
llift  das  allgemeine  Integral  denjenigen  Üifferenliationen  unter» 
werfen,  wodurch  die  in  der  partiellen  Differentialgleichung  vor- 
Imnmenden  Differentialquotienten  entstehen,  am  aus  allen  den 
Gfeichuo^e]! ,  Vielehe  dann  vorlie<ieu,  Jas  Willkührliche  zu  eliml- 
niren.  Nachdem  nuui  zur  Kenntniss  des  allijemeinen  Integrals 
gelangt  ist,  hat  man  die  weitere  Aufgabe,  alle  W  ertho  der  abhän- 
gigen VerSnderliehen  daraus  abzuleiten,  welche  die  vorbin  verlan^tje 
Eigenschaft  besitzen. 

'WeM  mm  elntf  endlielie  OleielMing  ehiindl  od^r'aeeh  tnehr> 
Ml  «mIi^  einander.  ^Üarenfiirf,  w  werden  nlle  Werthe  der  ab- 
hängig geiadlten  VerSnderliehen,  welche  der  endlichen  Gleichung  . 
€^fige  leisten,  jedesmal  auch  den  so  entstehenden  Ditferential- 
gleichungen  geniigen,  welcher  Faktor  auch  immer  nach  der  Diffe- 
rentiation wegfallen  mag.  Wenn  *  =  0  der  etuJIicben  Gleichung 
genügt,  so  dass  diese  in  der  Form  as  =zO  angeschrieben  vTcr- 
den  kann,  wo  a  irgend  eine  andere  Funktion  der  Veränderlichen 
l«t,  wenn  ferner  yx,...  die  unabhängigen  Veränderlichen  sinc^ 
io  aeigen  sich  jene  Differentialgleichungen  in  der  Form : 

(«1)^5=0,     (ßi),  =  0,     (W)3,i,  .==  ü,     (Cjf),y  =  0,     («l)«  =  0  U.  S.  W. 

Dl#  «ntifc««#  S^BBidiill       FMitiott  »  Imü  efteif  dwln  iiitwl 
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Grund,  dasei  jedo  dM«r  l>iftereiilialgl«iclittRgep  w^fiiggtei^  einen 
d«r  Quotienten: 

St         Sar    fiÄ  '££ 

#     #      j ;     f  « 

cioecMiessl»  too  denen  jeder  für  eich  in  ^  dbergeht,  sobald  nuiD 

die  abbän(?i^e  Veränderliche  mittel»  5  =  0  eliminirt.   Aach  jede 

andere  Dlfferentiali^leichuni^ ,  welche  man  aus  den  vorliet»enden 
ableitet,  indem  m:in  irgend  welche  Grü.sse  daraus  eliminirt,  wird 
durch  j  =  0  erfüllt  sein.  Denn  die  endliche  (Gleichung  lässt  sich 
jedesmal  in  einer  solchen  Form  of  ==:0  anschreiben,  dass  eine  von 
den  Grössen,  durch  deren  Elimination  die  partielle  Diflferential- 
gleichung  herbeigefiibrt  wird,  io  allen  daraus  abgeleiteten  Diffi^* 
rentialgleichuiigen 

«y  s=  0*   er«  =s  0«    CTyy  a=  Of   ttjty  «  Ot   etgs  =  0  u*  e*  w* 

nicht  mehr  Torkommt*  Man  erreicht  dies  immer  dadurch,  daw 
man  jene  Gruese  ans  der  endlichen  Gleichung  -entwickelt«  ttisg 
dieselbe  nun  eine  viiltkQhrliche  BestSndige  oder  mag  sie  eine 
wiHkührliche  Funktion  sein.  Nachdem  man  die  endliche  Gleichung 
aber  in  der  angegebenen  Weise  angeschrieben  hat,  so  ist  dicMlbe 
bei  der  Darstellung  der  partiellen  Differentialgleichung  entbehrllcb 
geworden;  denn  man  bedarf  zur  Cllmination  des  Willkflbriithen 
nur  noch  der  daraus  abgeleiteten  Diflferentialgleichungen.  Daraus 
schliefst  man,  dass  alle  rliejenigen  Werthe  der  abhängisjen  \  er 
Snderlichen,  welche  der  endlichen  (^leiehnnsr  geniigen,  auch  jede 
partielle  Differentialgleichung,  welche  irgend  wie  daraus  abseiet 
tet  ist,  befriedigen  werden.  Diejenigen  Funktionen,  welche  eine 
partielle  Differentialgleichung  befriedigen,  weil  sie  auch  dem  all- 
gemeinen Integral  geDtlgen>  nachdem  man  die  darin  vorkommen- 
.  den  wiUkflhrlicbea  Grikiseo  irgend  wie  bes^mmt  faii|,**werden  be^ 
•endete  Integnhle  genannt' 

Wun  giebt  e^j  aber  noch  andere  Funktionen,  welche  zwar  nmh 
die  partielle  Differentialgleichung  befriedigen,  nicht  aber  deren  all- 
gemeines Integral»  wie  man  auch  immer  die  willkührlichen  Grossen 
darin  Bpeaialisireo  mag.  Man  bat  solche  Funktionen  besondere 
Aufllisungen  der  partiellen  Differentialgleichungen  genannt  Dock 
lassen  sich  aoch  diese  nncb  bekannten  Jlegein  aus  dem  ailgeoni- 
nen  Integral  ableiten. 

Aus  der  Gleichung  aj'"-f  ^=0«  worio  «,  |3  und  s  irgend  FuDk« 
tion«n  der  VerlUiderlicben  sind»  m  aber  ein  swischeo'O  und  J 
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li4g«Nl«r"lk|^o«ent;  efgiM '«M- die' folgenden  WfeviitiAlsIti 

Man  übersieht  leicht,  dass  allen  diesen  Differentialgleichungen 
durch  s  =  0  Genüge  geschieht,  obgleich  die  endliche  Gleicbang 
dadurch  unerfüllt  bleibt*  Auch  auf  andere  Differentialgleichungen, 
welche  durch  die  Elimination  irgend  welcher  Gruaaen'  aus  den 
ffojfli^enden  entstehen»  wird  diese  Eigenschaft  übergeben.  Doch 
nstfs  hierbei  bemerkt  werden«  dass  die  Gleichung  «  =  0  zuweilen 
lucht  mehr  genügt,  wenn  die  partielle  Differeutialgleiehuog  die 
ersle  Ordnun<;  übersteiget.  Dies  erklärt  s,\c\\  nämlich  daraus,  dass 
diejenigen  Funktionen,  welche  man  für  die  Quotienten 

*l/      Sx  t«y  9xs 

«      *       i  .      9  s 

im  den  obigen  Differentialgleichungen  entwickelt,  dnrcb  die  Au- 
aalms  i3=0  nicht  einen  endlichen  Werth  erhaltens  sondern  in 
«  Übergehen.  Es  lassen  sich  dessbalb  Differentialgletcbuagen  hü* 
b»|r  Ordnung,  bilden,  deren  Gliedec»  nachdem  m.an  einen  gem^n- 
iiBten  Nenner  getrieben  hat^  fOr  4=^ 0  sum  Tbeil  versehwmden» 
mn  Th^l  aber  .endlich  bleiben.  Um  nun  su  besonderen  Auflii- 
mgen  der  partiellen  Differentialgleichnng  zu  gelangen,  wird  man 
4$  allgemeine  Integral  zunächst  in  jener  Fünn  a  =  0  anschreiben, 
M  dass  durch  die  Differentiation  sogleich  eine  der  willkülirlic  heii 
tiröMen  weg! all t.  etin  dann  neben  andern  veranderlitlien  Glie- 
dere auch  solche  v(»rkoininen,  «eiche  mit  dem  Faktor  jf"*  verbun- 
den sind,  so  erhält  man  dnrch  die  verschiedenen  iGleichnn»jen 
^-0  alle  besondere  Auflosungen.  Wenn  die  partielle  Differen- 
tialgleicbimg  der  ersten  Ordnung  angehört,  so  genügt  jedesmal 
i==0;  wenn  man  aber  eine  partielle  Differentialgleichnng  der  swei- 
teo  Ordnung  hat,  so  bedarf  dies  noch  der  Beatätigong. 

Wpph  eine  ]3;jrtielle  Differentialgleichung  der  zxveiten  Ordnung 
vor)ie{;t,  so  gelangt  man  zu  noch  anderen  he^ouder^u  AuflÖ8un- 
geo»  welche  von  den  soeben  aufgefundenen  In  einem  wesentlichen 
Punkte  abweichen*  Die  Tsrscbi^denen  Differentialgleichungen  der 
•riMtti  Ordnung 

IT«  s=  0,   «X  =  U,  u.  s.  w. 

•  •  • 

iMsea  sich  nSmIlch  so  umwandeln,  dass  eben  so  viele  willkühr- 

Wie  Grossen  schon  in  den  daraus  abgeleiteten  Differentiali^Ui- 
^ungeu  der  zweiten  Ordnung  jiicbt  mehr  vorkommen.    Um  die 
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pattmlle  iHiWrentidgkichung  idanMiatelien,  mclit  mftii  dans  iiaiiief 
mit  4en  lettsteren  aus.  Wenn  nun  aber  die  in  der  aneregebeMi- 
l^eine  umgewandelten  Differentialgleichungen  der  ersten  Ordnung^ 
ne^en  andern  verändecKphen  gliedern  andi  »olcbe  enftialten, 
welche  mit  dem  Falctor  «verbunden  sind»  wo  m  wieder  i^o  zwi- 
echen  Q  und  l  liegender  Exponent  iet,  eo  erhSU  man  durch  dieee 
Gleichungen  i=;:0  offenbar  eine  andere  Klaisse  von  benonderen 
Auflösungen»  da  dfeee  den  au«  »=0  abgeleiteten  Differentialglei« 
vhongen  der  ersten  Ordnung  nicht  genügen. 

Wenn  es  alu  aoegemaeht  aikgenommes  wird»  daee  man  dier 
liartletlen  Dlflcfrenttalglelchnng  nur  durch  eolehe  Werf  he  der  a^ 
'  hSngigea  Verftnderliehen  genfigt,  welche  auch  die  vorhin  aae  dem 
allgemeltiea  Integral  «r^O  abgeieitietea  DifferentiatgleielittAgw 

oder  doch  einige  davon  b'efriedigen,  nachdem  man  die  wiNicfi hrKches 

Grossen  angemessen  bestimmt  hat,  so  unterliegt  es  keinem  Zwettel, 
dass  man  aii(  «iem  angegelrenen  Wege  zu  allen  Funktionen  ge* 
langt,  welche  der  partiellen  Differentialgleichung  genügen.  Denn 
man  w  eiss,  das^s  man  auf  eben  diesem  Wege  alle  diejenigen  Funk- 
tionen er^chöplt,  welche  den  aus  «  =  0  abgeleiteten  DiffereTitial- 
gleicbiingen  geniigen.  Mnn  sieht  zugleich  ein,  in  wiefern  die  all- 
gemeine Aufgabe,  welche  sich  die  Integration  der  partiellen 
Dlfferentiaigteichungen  steltt,  als  gelHst  betrachtet  werden  kkum, 
nachdem"  man  daa  allgemeioe^  Integral  bestimmt  hat. 

Da  man  aus  einer  endlichen  Gleichung  mit  mehr  als  swel 
Veranderliehen  verschiedene  |>artlelle  .Differeutialgleichungen  ab» 
leiten  kann,  mo  versteht  es  sich,  dass  auch  umgeicebrt  mehrere 
pnrHeNe  Difftveatialgleiohtingen  auf  ein  und  dieselbe  südliche  Glei« 
obiing  hindeuten  k^Huteir«  Bei  der  Darstellung  aller  derjeuigetf- 
'  tWfatioaen ,  von  denen- jede  glsiehselttg  die  versehwdcnea  'par« 
tiellMi  OiHerentblgleichungen  befriedigt»  kommt  es  hsi^reif lieber- 
Weiae  auf  die  Bestimmung  der  allgemeinsten  endbebe»  Gleiebim^ 
an,  woraus  die  vorliegenden  pertleHea  Diffarentklglefebongea  sieb 
ableiten  lassen.  I>ie  neue  Aufgabe  steht  in  naher  Beziehung  su 
der  vorigen,  welche  das  allgemeine  Integral  einer  einzigen  par- 
tiellen Differeritiatgleichung  zu  bestimmen  hat.  Denn  wenn  man 
flie  willkülirlichen  GrtJssen  in  dem  allgemeinen  Integral  irgend 
einer  der  vorliegenden  partiellen  DiflTerentialgleichunaed  so  angiebt, 
dass  dasselbe  zugleich  den  librigen  Differentialüleichuni^en  genügt, 
so  hat  man  offenbar  diejenige  Gleichung,  woraus  alle  jene  par* 
tiellen  Differentialgleichungen  abgeleitet  werden  können. 

Noeb  eine  dritte  Aufgabe  sqU  in  dieseo  Blättern  ihre  Losung 
^deq.  Wenn  nlimUeh  mehrere  partiaila  Di£[QfenttalgleicbiMigoa 
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f«rffe$tii|  wekUe  mH' mehr  AN  eine  eridliöhe  Gleichung^  hinw^lsett, 
(1*  dann  mebrere  abbMrüjifie  Veränderlich«  auftreten,  «o  wird  man 
»ach  d^f  allgemeinsten  Form  jener  endlichen  (ileichiin^erl  frageil»  > 
H#ratm  alle  diese  DtfTerentialgleichungen  sich  abieilen  lassen. 
Nifo  könnt«  tnan  zwar  einwenden,  das»  man  hier  durch  die  £ti' 
minatMa  von  alihünglgen  VerMnderKchen  andere  Differentialglei- 
cbimgcn  mit  Mr  emer  einai^en  abhäfigi^^^en  VerÜnderKtben  dar-' 
«teilen  knnne,  umd  Aubs  aM  4i9  Liiaiirtg  iKecet  Aalgabe  eigeiHlfch* 
dofcb  4i#  i>iff#rentla4r0elMrtli$  mmittelt  werde.    Allein  tu  zeigt  • 

dant  miHi  Met  Mb  D#efc  malt  ander«  Weiad  Düereiili^algiif:^ 
cbwijl^Ni  *ltf0iiMjMlMfy  ImoiiV  K#  'd^effr  JcdtfMtal  Mir  'rtnn  ^nirflgo 
iimiiBifmi  VerÜildwitciw  Aoilrltt;  dastf  rma  «t  VMleiMe««f1i-» 
gea  Aufgaben  der  Integralreebming  gel'tlbrt  wird,  jfi  mteb^em  mmt 
den  einen  oder  den  anderen  Weg  einecklftgt.  In  nofern  aber  nur* 
db  Integralreebnnng  enf^elieiden  kinn»  welcher  yr^tt  den  ireraebie* 
denen  Wepen  den  Vorzncr  verdient,  hat  man  Grund,  diese  Aufgabe 
III  den  Beieich  der  uactilulgenden  Üutersuchungeu  zu  ziehen. 


IL  Intefl^ratlM  der  vollntftndfffen  Dtirereiill»l||lei- 


Die  Anfjrabe,  eine  endliche  Gleichung  zwischen  den  drei  Ver-, 
äid«rUcfaen  2,  beatimmenf^  liegt  ili  ibri^r  i^nfacbateu  . 

dz 

«lilt  vor»  wen»  dfe  WerÜe  des  beiden  Dlimntia4qu«rtienlen 

ds  ' 
and  ^i^einxeln  gegeben  aind  »  ao^  wie  nian  Jieaelbetf  aus  der  ver- 

laiiofen  Gkichun^  ableitet,  indem  man  diese  das  einemal  nach 
und  y,  das  anderenuil  nach  2  und  x  differentiirt.    Die  zwei-  Dilffe- 
reniialgleiobungen»  welebe  biec  gegeben  sind»  aeien  beaeiebnet 
dof^b:  . 

I.  i5  J+r=ö.         2.  2^X^0. 

tror^  2^»  K*  nncf  X  Munitionen  der  if rei  Verämferlieiien  s»  y  und 
a  aiiid,  Ü'aa  alligenieine  Integral  oder  die^  allgenieinate  endticbe 
Qtteliong,  woran«  ifie  beiden  M]terent{argleicbttngen  h  und  % 
gleichzei  tig  abgeleftet  werden  (ohnen «  Üai  jtfrfenfaUb  die  fi^orm 
^=e,  worin  ß  eine  6eattmmte  Fanlctiion  der  drei  t^eränderlichen, 
c  aber  eine  witfkübrliche  Beständige  ist.  Denn  die  Entstehung»-. 
Weiüe  der  vorliegenden  Differeiilialgleichungen  läö^st  keine  allge« 
hteinere  endliche  Gleichung  zu. 

Cm  nvn  dU  Fnnktieu  jl  an  be«iaii«eH»^lntegi(ire»iMM&  wu^Hufm- 


» 
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die  .Gleicbang  ]/  Man- findet  eine  l31ckbtinf/«=o;  worip  «  iAm 
bestimmte  Fiinkfl#D. der  drei*  Verinderllebeii  x,  9  i<(t,  iwihrend 
ceiiie  willkabriiehe  Beständige  oder  elfte  wlllkahrliche  Funktion  Ten 
alle«  den  GrOsneo  vofB teilt,  welche  in  der  DlfTepentialgleiehung  1. 

als  Heständifve  auftreten  ,  und  also  auch  von  lülan  schreibe 
desshalb  die  (ilelchung  a— c  in  der  Fornn  9(aa:)  =  c,  wo  ^  eine 
willkührliche  Funktion  ist,  die  willkuhrliclte  Beständisre  c  nun  aber 
von  uniibliäniiig  gedacht  wird.  Die  Grösse  ß  ist  demnach  eine 
Funktion  der  beiden  Veränderlichen  a  und  a: ,  u  eiche  der  Diffe" 
rentialgleicbuDg  2.  genügen  »oll.  lÜan  setze  desshalb  in  dieser 
Gleichung  an  die  Stelle  von  z  die  neue  Veränderliche  a  ein. 
Vorhin  bat  man  »zsf{zp  ff*  9)  bentlmint  Die«  diiferentiire  num, 
und  e«  ontstebt: 

da       df  ,d/ 

dx     dz '  dx  dx 

'  '  dz 
Indem  man  den  Werth  ^  eineetxt*  welcher  durch  die  Gleichnng 

2.  gegeben  ist»  gelangt  man  zu  der  transroroiirten  Gleichung: 

In  deren  Coeffizienten  noch  z  mittels  a  =  /'(i  y  ^)  zu  eliminiren 
ist.  Da  aber  eine  blosse  Funktion  von  a  und  x  zum  Vorschein 
kommen  soll ,  damit  die  l)ifferentialgleichuf»a  1.  ertüüt  hleiht,  so 
wird  durch  die  Elimination  von  z  zuijleich  die  ^  erarulerliche  y  hin« 
wegfallen.  Durch  die  intei»ration  erhält  man  alsdann  das  allgemeine 
Integral  als  bestaunte  Funktion  der  beiden  Ver&nderlieheii 
•ff  und 

Ks  ist  einleuchtend,  dass  die  Grössen  Z,  F,  A  in  den 
Gicichuf)£r<Mi  1.  und  "2.  nicht  durch  beliebige  Funktionen  der  drei 
A'eränderlicljen  i,  ,  x  ersetzt  werden  kr»nnen.  Die  Voraus- 
Setzung,  dass  die  beiden  Differentialgleichungen  1.  und  2.  ans 
derselben  endlichen  Gleichung  ihren  Ursprung  nehmen ,  hat  eine 
gewisse  Abhängigkeit  zwischen  den  Coeffizienten  zur  Folge.  Diese 
besteht y  wie  man  bei  der  Bestimmung  des  allgemeinen  Integrals 
gesehen  hat,  darin»  dass  durch  die  Elimination  von  %  mittels  s 
angleich  die  VerSnderliche  y  ans  der  Gleichung  2.  verschwindet, 
wenn  «r^r  das  allgemeine  Integral  der  Gleichung  1.  Ist  Man 
kann  aber  diese  AbbSngigkelt  zwischen  den  Coeflizlenten 
X  auch  In  einer  Gleichuns:  ausdrOcken.  Es  bedarf  nur  der  £D- 
minatiua  der  Differentialquotienten  von  2.  Man  schreibe  die Glei* 
cbungeu  i.  und  2.  in  der  Form: 
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los 


Wenn  man  die  erstere.  nach  z  und  ar,  die  aoder«  nacli  z  upd  y 
differeiitiirt,  so  erhält  xuao  die  beiden:  . 

4 

dl 

dyiLc  ^  dl  dx'^  da  ' 
+  jTwt.  +  -:yr=0. 


fUcdj/  '    dt  dj/^  dg 


d^ 

Mao  elimiDire  den  Differentlalqaotienten  ^-V,  man  setze  zu- 

gidch  die  Wertbe  ^  *  und  ^-  aus  den  Gleichungen  1.  und  2.  ein 
und  man  hat  die  verlangte  Bedingungsgieichung  in  der  Form: 

'  dzJZ      dx       dz  Z  dj^" 

Matt  der  Mden  Gl^iehungeB 

kann  man  sich  auch  einer  einzigen  Differentialgleichung  bedienen, 

wie  jene  beiden  ,  da  sie  zu  dem» 
selben  allgemeinen  Integral  führt.  Wenn  nämlich  die  drei  Grossen 
nnd^  in  der  Gleichung  /3  =  c  gleichzeitig  die  verecbwmdendeD 
Aenderungen  dz,  dy  und  dx  erleiden,  eder  wenn  diese  Gleicbinig 
gleichseitig  nach  den  drei  GrJissev  vy.  «  differontlirt  wird;  8o 
entsteht  die  Dilfefentialglelchuog: 

Bs  auQ  aber  auch  die  beiden  Gleichungen  « 

dßdz     dß  dß:  dz  ^  dß  ^ 

betttehen,  so  lässt  sieb  jene  Oifferentialglei^bnog  3.  in  der  Perms 
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anschreiben».  w««r|fi' mn  sich  an  der  Stelb  ve»  ^  und  ^  die«' 

jenigen  Funktimien  zu  denken  hat,  nekhe  au8  den  Differential* 
gfptchungen   f.  und  2.  j^ich  erstellen.    f)ie«e  beiden  CileictiungeD ' 
haben  demnach  einerlei  Bedeutung  mit  der  Üifierentialgleicbuag: 

4  Zdz  f  Ydy  +  Xdx  =  0, 

worin  von  den  drei  Verän4lerlik:ben  sv  tf  tto(l »  bgend  afrel  ala  die 
nnabbängigen  betrachtet  werden  kennen.  Doeb  muaa  noch  be- 
merkt werden,  dara  man  diese  CSIelchuog  durch  keines  der  llllTe* 
rentiaie  dz,  dy  und  dx  tbeilen  «fürfle.  um  btwa 

au  achreiben.    Denn  man  denkt  sich  unter  dem  Differentialquo- 
di 

tienten       jedesmal  das  Verbfiltofsa  awSacli«»  den  Differentialen 

dz  und  dXf  welches  entAtehf,  wenn  man  die  endliche  Gfeichung 
/Isse  nach  den  beiden  GrOssen  t  und  x  differentlirt,  8o  dass 
also  hier  die  Aencltrang  dz  affeln  durch  die  Aenderung  dx  be^ 

dingt  ist;  und  el>en$o  bedeutet  der  Differentialquotient  ^  da» 
Terhfiltniss   der  Differentiale»  welches  ^ovcii  die»  tfleleliny 

»i>  Ja 

^i/y     dx^  ^  ^  gegeben  ist»  so  dass  aisq  die  Aenderung  ^ 

allein  von  der  Aenderung  ilx  abhängt  Die  Differentialgleichung  4 
aber  enlslnnd  mitec  der  Vorauaaetong,  das»  die  4*«asM»  z,  $ 

und-  M  die  glelchaeitlfM  AendoMiniMn  dt,  dy  iin4  dsr  erleiiUe^ 
fi«-  4aiis  «kif  Werth  det  eifieir  Aendereng  jedeunndi  al^i^bieiti^^ 
durch  die  beiden»  anderen  bedtegt  ist  Die  Gleich»»g  5.  h^it  deai- 
imch  eiae  ganz  4in<lere  Bedeutung  als  die  Cvleiiihung  A  Die 
GWicbuiig  4*  aller  hat  man  ema  voilstäticiige  Differentiidgieicbuttg 
genannt. 

Wenn  die  vollstindige  Dlfferentialgleichnog 

Zdz-^rd^-l'Xda!=:0 

ans  einer  endlirtien  Gleichung  ß^c  abgeleitet  ist»  so  kann  das 
volUtäiidi|^  Düereaflalf 


nnr  Insofern  eine  Aendervog*  erlittet  haben »  als  ein  geiiieinsanier 
Faktor  dsnius  u  egEet  Dl#  ifollsCiiidlge  Differentialgieicbung  kune 


Digitized  by  Goog 


1» 


diMfaalhi  jedesmü  imch  ewan  Faktor  x  in  ain  TolUtiiadigea  DüL 
faretitiat  umgewäii<felt  tverden.  Wenn  dieaer  Faktor  bekiant  iat^ 
00  Iä89t  «iah  liie  lategratien  unmittelbar  anf  die  Qaadfatof  pi- 
ritekfibran.  Denn  durch  die  Vergleichung  nitt  dem  vollatfind^en 
DigwenM  «fgebeai  «lab  dann  m:  JBeelilttmiNtg  yq»  ß  4i»  dfli&. 
Belebungen : 

i-*- 

Setit  man  abkfinei)d  fZndz^ßi^  ao  liefert  die  erat«  den  Werth 
P^ßi  -f  r>  wo  ]i  eine  nach  unbekenote  Funktion  yoo  ^  und  x  töt. 
Darana  folgt  aber: 

dß_dß.dy  dy     „  dßi 

d^-dj'^Ty*      •^•^  d^^^^-'d^' 

Nimmt  man  abkürÄend      (^»  — ^*)rfy  =  fe,  so  erhält  nian  hier- 

aua  y=/?«-|-&»  wo  eine  noch  unbekannte  Funktion  von  x  ist. 
im  dar  CMcbttng  ^»^t  folft^  ^mm  w^ers 

dj  _dß,     dß^     dß^  .  rfft  _  dß.     rfÄ ,  ' 

UDd  die  Integration  liefert  =7^ 

im  daa  Integral  der  yollatfindigen  Dilferenttalgleichung  in  der 
fm  A  +    -I-  fts»«  vorliegt 

Der  Weg,  auf  velchem  man  jedeofalla  zu  dem  Pakioc  n.  ge*' 
langt,  ist  durch  daa  yorhin  angegebene  Intei^rationsverfahren  Tor- 
^  inet   Denn  ironn  i  den  integrir^nden  Faktor  derOlelebung 


Zd;i-^  Ydg=:Q  be^seichnet«  ao da^aalao  ZXzz ^  und  Yk^  ^  geaetat 

werden  kann,  «o  geht  die  vollatSodige  DifferentUilgferebnng,  nach* 
muh  dieselbe  mit  X  multiplizirt  bat;  über  In:   '  - 

df ,  df 

Man  bilde  aua  a=zf(zyx)  durch  volUtändigea  Differeotiiren: 

Diiwh  die  Elimination  von  -£dz  +  erhält  man  daim  sur  Be* 
«luBmong  von  ß  die  Gletcbung: 
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Der.Coeffizient  von  dx  ist  hier  eine  Funkttoo  von  «  unil  x,  und 
mim  findet  tden  Integrireoden  Faktor  fi  als  Fnaktion  derselben 

zwei  Veränderlichen,  so  dass  also  f*  =  ^^  ""d  {XX  —  ^~dx 

ist  Das  Prodskt  Af4  aber  ist  .  der  intagrireede  Faktor  der  v^l- 
stindigen  DiSereatialgleicbong: 

,        Es  sei  ntto 

Aus  filz 4- =3  0  felftt  t*-|-^s=:c.  Das  Integiai  4er  voJV 
ständigen  Diifferentiaigleicbong  Ist  demnach  eine  bestimmte  Funk* 
tion  von  is  und  von  «=2*+^*.   Man  erhält  weiter  die  Cicichung: 


Durch  dieintegration  entsteht  £ +ar=^,  oder  auch +  iy*  +  aJ*Äcar. 

». 

2.  Es  sei 

Durch  dl^  Integration  der  Gleichung: 

(aar — 6^)  f/z -f- (6z  —  cx)  % = 0 

.   Ar  cx- 

findet  man  /(ftz— ca:)  — /(aar— 6^)=/e,  oder  auch  =e» 

WQ  6  die  willkürliche  Beständige. ist.  Das  Integral  dei;  vo^lstän- 
digen  Differentialgleichung  ist  demnach  eine  Funktion  yon  x  und 

von  a  =  —  TT  *  deren  Bestimmung  lindet  sieb  die  Glei« 

aap  —  > 

chnng  c{asO»  .nad  daraus  folgt  wieder 

•  aar—  6jp  ™^ 

3..  Es. sei  oun 

(s —2»^)  {ydz  —  rdy)  +  s=:0. 

Aus  ydz-'zdif  =  0  luigt  ^  =:c.    Das  gesuchte  lutegral  ist  dem* 

nach  eine  Funktion  von  ^  und  ce  =  —  *  Diese  bestimmt  sich 
aus  der  Gleichung: 
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worin  ^  ab  die  Stelle  von  «  iriedw  einsoffiliren  iet 

4.  Es  sei  noch 

Ma»  genügt  dieser  (ileichung  durch  rr^iund  y=:z.  Desshalb 
bringt  man  mit  Vortbetl  an  die  Stelle  von  y  und  s  die  neuen 

Verftnderliebeii  '^^-^  und  D«,  dniur  civsml^tf  «du  unfl 

dif=vdz-tiäv  \»tf  so  erhält  man  die  neue  Gleichung: 

(MV  4- « >!•  v)  (tt    V  -f  1 )  <2x  4-  (»^  4^  >A  -ft^  i)  2i2 0  4-  (P  ^  f  0  -I- 1)     = a 
Üaraoe  ergiebt  eich  dae  volUtÜndige  Differential: 

■ 

oder  auch  9  wenn  man  in  die  partiellen  Brfidie  serlegt: 

dz    i,u^l)dv^^{t^\)du  dv\du 

Durch  die  Integration  erhält  man  die  Gleichung: 

lx+/(iw  +  «fi»)— /(«+e+l)  =  /c,   oder  ^^^^^Jt^  =  c. 


Das  allgemeine  Integral  hat  demnach  die  Form': 

'  - 

Es  sei  nnn  die  Aufgabe  geeteNt,  die  endliche  Gleichung  swiecben 

den  vier  Yerlnderlicben      y,  x,  to  anzugeben,  wenn  die  Diffe- 

dx     dt       ,  dt 
teotialquotienten         ^         ^        Funktionen  der  Verän- 

ilerlichen  einzeln  bekannt  sind.  .  Mau  hat  dann  die  drei  Differen- 

tialgieicbu  Ilgen: 

1.  Zdzi-  rdy  =  0, 

2.  .  Zdz  +  Ädx^O,  ' 

i  Zdz-^Wdw==Or 
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worin  Z,  F,  X  und  W  bestimmte  Fun ktlonco  der  V«r 
sind«  oder  auch  die  volUtäodige  Differentiaigleicbung; 

Die  Inti^atioo  von  Zäz-i-  Vdif^zO  fährt  auf  die  endliche  Glei- 
chung u=^Cp  worin  m  eine  beatinimte  Funktion  der  viff  Verln- 
deriichen  t»  ff»  x  und  io  ist»  c  aber  eine  vrillkdhrllche'  Funktion 
der  beiden  Verindedichpn  x  und  i9«  fveli  diiMe  in  det  Diferan- 
tialgleichnng  1.  nie  Bestfindige  auftreten*  Man  schreibe  die  Giei* 
.chpiag  ^^-c  inderForsi  <p(axu))=iQt  und  bsstimMe  die  FimMiM 
in  der  Weise,  dass  zunächnt  auch  der  Gleichong  Xdx\Xdx  =0 
Genüge  gesebieht.  In  dieser  Aböicht  «limuiire  mau  die  Veräo- 
derücbe  i  mit  Hilfe  der  Gleichung  uz=,f{z^xu>)»  Man  bilde  daraus: 

du      dt  dl  ^df 

dt 

Indem  man  den  Werth  ^  aus  der  Gleichung  3.  hier  einsetstr 
gelangt  man  su  der  transformirten: 

deren  CeefBsienten  als  Funktionen  von  ce,  »mid    sich  darstellen 

lassen.  Durch  die  Integration  findet  man  weiter  die  endliche  Glei- 
chung p  =  wo  ^  eine  beistimmte  Fnnlction  von  x  und  w,  e 
aber  eine  willkObrIiehe  Funktion  tau  tc  ist,  da  dies  in  der  Difie- 
rentialgieichung  2'»  als  Beständige  auitrKt.  Man  schreibe  dai«  In- 
tegral der  Gleichong  2'.  in  der  Form  (piißw)  =  ü,  und  bestunnie  die 
Funktion  q>i  in  der  Weise,  dass  auch  die  Gleichung  Zdxi-Wdw^i^ 
erfüllt  ist.  Man  elimioire  desahaib  die  Veränderliche  z  mit  flilfe 
der  Gleichung  ß  ss^(s  jf««D).  Man|dlflerentiire  dies  nach  s  und  nr» 
nnd  es  entsteht: 

•  dM  dm* 

dt 

Indem  man  den  Werth  aus  der  Gleichung  3.  hier  einsetzt» 
.erhält  man  die  transfennirtee 

deren  Coeflizienteo  als  Funktionen  ron  §  und  to  sich  herausstet' 
len.  Die  Integration  liefert  das  allgemeine  Integral  der  voUstia- 
digen  Differentialgleichang:^ 
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Inder  Form  y—Cy  wo  y  eine  begtimmfe  Funktion  von  ß  und 
f  aber  eine  von  den  Tier  Veränderlichen  2,      x  und  (0  «oabbän- 
Grrniise  ictt. 

Wenn  die  volUtSiidiga  DifferflllUlgle^Qb^llg  : 

<litreb  Diffeceiitiiiitdii  «friier  endlieben  Gleirhunj?  entstanden  j^t,  w 
besteben  gwi^clica  den  €oe(Tuiei»tei»  ^  und  s^ewinfe 

Ae&i«biiug0ii,  H«iebe  mit  HÜI«  4er  i^kiciiiiugeii  1^  2,  iaa^  ^  - 

leicht  in  Form  von  Cileichungcn  ausgeilrückt  werden.  Indem  mvh^ 
nämlicb  je  zwei  der  Gleichungen  1.,  2.  und  3.  verbiodet»  um  die 
jedesmal  irorkommenden  Differentialqootienten  von  z  zu  eÜmi. 
■Iren,  so  finden  »ich  drei  ve»i«biedeM  Bedir^^iigsgliioliiiiigflil. 
&  dar  ol%en  Bedi»|cmi|?sglcMiiiig>  <a)  nümlicii,  widehe  Idr  db 
«dliiiMliipa  Diffeneatfalglawliu»«;  tuil  wir  drw  Vetibdtlttdm 
iUr  Fdir^ Xdjrc&all  i«»tebt,  kmmmm  «aiath  s««]^  andnt«  Mim, 
leieli»  UM»  au»  dar  efeMwiai»  (4  alMtaR  ieaiiiH  ladmn  «uia  daa 
«baoMi  dl«  BiMfcatabea'  iC  uad  daa  andawatt  die  BucbatalMui 
^  üttd  ^  gegea  dia  .Badbatatba»  iF  ^nd  t»  vartauacht 

Itan  Oher»|eht  n«n  auch  leicht,  wie  mao  die  voIlatSndige  Dif* 
Ibrenljalgleich  ung 

aiHii-f  1  TerSnderltchen  i^orcp..,.  aa  Itot^fren  hat.  D!a  AntM 
der  Bedfngungsglelchuageii»  welche  xwiaclieii  den  GoefHclenfen 
bestellen  roffsaen,  damit  afeh  eine  endliche  Crlefchung  findet,  iat 

liidr  dwraii  dapk  An^dffiicl(  ^^y^  »"•»»I!^  Ö»»»  |ft  GW-- 
^<iii|«i»  w^djuxck  4'i<L  II  liifiereutiaiqu^tieatan  , 

als  Fanktionen  der  Veränderlichen  einzeln  gegeben  sind,  lassen 
«bfa  8«  viele  Combioation^n  zu  je  zweien  unter  einander  zu. 
Jede  dieser  Contbifiationen  fuhrt  a^ei»  eijie  neue  Bedingungaglei- 
<b«ag  herbei. 
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Jll.  .  Inte^ation  der  p»vtiel1en  mtferenilalirleicbus 

 llejr  €ff teu  Ordaaiif  und  de«  ernten  Gradeü. 

Uie  allgemeinste  partielle  Differentialgleichung  der  ersteo  Ord- 
nung und  .de«  ersten  Grades  i 9t: 

wfy  ÄI  Z  irgend  Funktionen  der  drei  Veränderlichen  zya:  sind. 
Man  gelani^t  zu  einer  solchen  Differentialgleichung,  indem  nmn 
die  endliche  Gleichuiic^  a  =  0  vorerst  nach  2  nnd  ^,  sodanti  naeh 
t  und  a  differentürt»  indem  man  jeder  der  beiden  Gleichungen: 

dtt  cEz     da  „ 

und  . 

da  dz     da  ^ 

^*  dz  dx*  da 

ehven- Faktor  giebt,  welolwr  seUwt  als  Funktion  der  Veränderti- 
elieli'^edaobt' werden  kann,  und  eodtich  diese  beiden  Gleichungen 
in t einander  *addirt'  Altein  die  so  gebildete  Differentialgleichung 
entepticbt»  wenn  a  eine  bestimmte  Funktion  der  Ver&nderlichen 
Uk  nun  nlcbt  mehr  allein  de?  Cileici^ang  «rssO»  nondern  auch  ei- 
ner'mwihllgen  ll«nge  anderer  Oielefaungen  •  der .  Art  Wenn  nlTni- ' 
lieb  ein  und  dieaelb'e  €rr8e«e  In  sv^ei  vernditedenen  CMchuni^ 
vorkommt»  und  man  beabeichtigt,  eine  andere  Gleichung  daran« 
abzuleiten,  worin  jene  Grösse  nicht  mehr  vorkommt«  00  addirt  mw 
dieselben,  nachdem  man  jeder  von  beiden  einen  gewissen  Faktor 
gegeben  hat.  Die  vorhin  erwähnte  Blldungsweise  der  partiellen 
Differentialgleichung  stimmt  aber  mit  diesem  Verfahren  überein; 
und  dessbalb  lässt  sich  in  dem  zum  Grunde  Heißenden  Integrale 
eine  Grösse  annehmen,  welche  zwar  in  jenen  beiden  durch  die 
Differentiation  entstehenden  Gleichungen  noch  vorkommt,  welche 
aber  durch  die  oben  bezeichnete  Operation  hinwegfällt.  Gebt 
nian  nun  von  der  Gleichung  j?  +  g)(a)  =  ü  ans,  worin  a  und  ß  be- 
stimmte Funktionen  der  Veränderlichen  sind,  während  rp  eine  will- 
kflbriicbe  Funktion  bezeichnet»  ao  bat  man  die  beiden  Differen- 
lialglelchnngen: 

dß  dz_     dß     d(p  /du  dz  da\ 

dz  dy^  dy^  da  \dz  dy    dyj^  * 

dß  dz    'dß  ,thfdudx  dtt\_^^ 

dz  dx     dx     da  \dz  dx  dx) 
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du  dz  da 

Giebt  man  der  ersteren  den  Faktor  2^  ~i~  2b  '  andet^ 
den  Faktor  ^        ^*      fällt  durch  dte  Sabtraktion  die  will- 

kibrliebe  Fanktioo  ^  weg«  und  es  zeigt  sich,  daas  man  aach  sp 
wieder  su  «iDer  Dlfferentialgleichong  von  der  Form: 

gelangt,  worin  ÄTZ  bestiminfe  Funlftionen  der  drei  Veränderii- 
chen  gind.  Man  kann  auch  von  der  mehr  symmetrischen  (jlleichun^ 
9(aj?)  =  0  ausgehen,  wo  a  und  ß  dieselbe  Bedeutung  haben»  wie 
voibin.  Deun  dareh  die  DüTerentiatioii  entatebt  biers 

da\dz  d^^ dy)^  dß\dz  dy'^dffj  —  ^* 


.  du\dtd»^ dx)^  d^dzdx^ dx)--^* 


md  daa  Resoltat  der  EliminatioD  von  ^  •'  ^  ist  ideotiacb  mit  ' 

da  dp 

dem  vorigen.  Doch  ist  die  letstere  Form  nicht  allgemeiner  ala 
(Üferatere,  da  man  auf  diese  zurackkemmtf  wenn  man.  die  Gleir 
cbng  micb  ^  auflast. 

Will  man  a  und  ß  bestimmen,  in  der  V^oraussetzun^,  dass 
«ioe  endliche  Gleichuncf  ^(a/J)  =:  0  besteht,  so  muss  man  erwägen, 
dass  die  partielle  Differentialgleichung  durch  die  Elimination  ?oo 

aos  deo  beiden  Gleiefaiiiigen  L  und  %  entsteht  Wenn  - 

dx 

nan  den  Differentialqnotienten  ^  zwischen  der  partiellen  Diffe« 

rential^ieichung  und  der  Gleichung  1.  eliminirt,  so  wird  man  auf 
die  Gleichung  2.  kommen ;  und  wenn  man  die  Gleichungen  1,  und 

dz 

%  gleichzeitig  benutzt,  um  die  beiden  Differential quotienten  -j- 

w  ^  ans  der  partiellen  Dlllerentialgleichang  zu  ellmiolren^  so 

IBQM  eine  Identische  Gleichung  zum  Vorschein  kommen.  Um 
diese  Elinination  bequemer  durchzuführen,  setze  man  abkürzend 
9>(aßsc  Dann  achreibt  man  die  einfaeheren  Gleichungen: 

.   I  dz  dx  dt 

**        .  dzd^^dy-^^' 

tbtuxxxin.  u 
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2  #^p  fit  ^  <fir  Q.  ' 

fi;  r/o;     i/o:       ,  ' 
und  durch  Hie  Elimination  der  beiden  Uififereotialqaotienten  ent- 
(»tobt  dia  Gi^ifibung: 

der  man  also  ji^enü^t,  wenn  man  %  als  Funktion  der  drei  VerSn- 
derlicben  einseUL    Da  nun  aber: 

dx  d<p  da     fJcp  dß 

,. 

dx  _  dq>  da     dtp  dß 
d^  ^  dtt  dif-  dß  dff  * 

ilx  dcp  da  d(p  dß  ^ 
dJc  "  da  ilx     dß  dw* 

m  geht  die  Gleicbnng  (a)  fiber  in: 

Wegen  des  willkührlicben  9  kann  luan  derselben  nur  dadurch 
genügen,  dass  man  Jeden  der  beiden  Faktoren  von        and  ^ 

iär  eich  verschwinden  iässt.  Man  hat  demnach  zur  Bestimmung 
4ron  ff  nsd     die  beiden  GteiobeDgen; 

Es  kommt  also  daraul  an,  z^v  ei  verschiedene  Funktionen  der  Ver- 
Hnderüchen  aiizui;«'iK?i» ,  welche  heitle  der  Gltiolinr»!?  (rr)  an  der 
Stelle  von  t  cenficen.  Solche  Funktionen  sind  jederzeit  nioj^üch, 
da  die  Unliekannten  a  und  ß  ohne  Beschrnnknncj  alle  (vro^sen 
aufnehmen  dürlen,  ivelche  auch  in  (ien*Coeffizienten  der  Gleichunü^ 
(a)  eine  Stelle  linden.  Auch  wird  «ieb  im  Laufe  der  folgenden 
Unters uchnnsren  noch  herausstellen,  dass  jedesmal  nicht  weniger 
als  zwei  derartige  Funktionen  besfeh<»n.  Wenn  aher  dies  fest« 
'steht,  so  ist  der  Beweis  geliefert,  dass  die  partielle  Differential* 
di  tlz 

gleichung  X^-i-  =  Z  in  allen  Fällen  aus  einer  endlicbeo 
Gleichung  tp{u ß)^0  abgeleitet  ir DrdoD.hann. 
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Eio  aUenMilier  Avudfvck  Dir  die  Md«n*  Fmlttiont»  «.M 
/i«  welcher  in  allen  Fällen  dinr  Glekbimg:  \ 

6en0ge  leistet,  wie  aucli  immer  die  Veränderlichen  in  den  Coef- 
fizienten  X  ¥Z  vorkommen  mögen «  ist  unmöglich.  Jede  Liwung, 
ZD  der  man  gelangt,  stfitat  eich  auf  gevrisae  VoraUaaetanngen  in 

Bezu^  auf  die  Form  der  Funktionen  F  und  Z.  F0r  ZsQ' 
behält  man  zur  Bestimmung  von  a  und     die  einfachere  Gleichung: 

mn  genügt  hier  offenbar  durch  assz,  da  dtetnn  ^ssQ,  und 
da  ^ 

TjaO  iat.   Die  andere  Funktion  ß  ergiebt  eich  durch  die  Inte* 

gratioo  der  Gleichung :       ^  '  ' 

Xd^ — F«Lr  =  0, 

wie  auch  immer  die  Veränderliche  z  In  den  beiden  Coeffizienten 
viwkommen  mag. 

'  *      d  fix 

h  Für  die  Gleichung  !f  jj^^^^^^  hat  man 5 

dt       dt  ^ 

Daraua  folgt  tt^z,  und  ß  ergiebt  aich  ans  3;rfi)f-f*^i^^0.  Man 
editit  ßs^<fd^,  nnd  daa  allgemeine  Integral  ifit: 

» 

„       ,   dz       ^  ^d  z  ^ 
%  E.  «.I  ai-#Wd^  =  Ö- 

Man  erhält  die  Funktion  ß  aua  der  Gleichung; 

dy  -f  ^(*)dx  =  0. 
Desehalb  lat  /'^jf 4-^*^(2);  nnd  daa  allgemeioe  Integral: 

■  *  *  ■ 

V^eao  der  Coeiiizient  Z .  nicht  fehlt,  ao  iat  die  einfachate  An- 
aabaie,  ?on  der  man  auageheo  kann»  die,  daaa  jede  der  beiden 
Funktionen  «  und  ß  nur  Irgend  awei  von  den  drei  Veränderlichen 
iyx  einachlieaat  Denn  unter  dieaer  Vorauaaetzimg  Ist  die  Be- 
sttnittmig  Ton  er  und  ß  unmittelbar  von  der  Integration  einer  Dif- 
f^rentialgleicbuDg  der  ersten  Ordnung,  mit  uur  zwei  Veränderiiciieu 
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y  enthalte,  so  das«  aUu  ^=0  »st.  so  behält  mao  zur  UesÜtu. 
mnng  dieser  Fenktien  die  einfaehere  GleiclKing« 

(»)/  •  : 

oed  man  ibdet  «  dnrcb  die  Integration  von 

Man  erhält  aber  so  eine  blosse  Funictioa  Ten  4P  ond  jf,  nnr  Air 
den  Fall,  dass  die  Verflnderliche  %  ans  dieser  Gleichung  doreh 
einen  Faktnr  getilgt  werden  kann^  oder  wenn  das  VerhiltniM 

^  von  z  nnabhSngig  ist.  Oans  ebenso  scbliesst  man,  dass  eicl^eioe 

Funktion  x  findet»  worin  nur  die  beiden  Veränderlichen  z  und  x 

X 

eine  Stelle  finden,  wenn  der  Quotient  ^  von  ^  frei  ist;  und  dam 

F  . 

eine  Funktion  von  nur  y  und  %  genfigt«  wenn,  der  Bruch  ^dis 

Veränderliche  x  nicht  enthält. 

dx  dz 

3*   Die  Gleichung  8**''** 

dx  .    dx  .  dx 


Nimmt  man  ^  =  0»  so  behfilt  man  zur  Bestimmung  von  fdis 
Gleichung: 

Daraus  folgt  as/;y— fosiS,  oder  auch  Nimmt  m» 


~  t-Oy  so  bat  man  sor  Bestimmung  Ton  ^  die  GleleBttng 


Man  findet  ^z=.h^a.lx  —  l{zx-'')%  oder  auch  /?  =  iar-«.  Da» all- 
gemeine Int^al  seigt  sich  demnach  in  der  Form: 


dx 


r^iromt  man  ^  =  0,  so  erhält  man  eine  dritte  Funktion 
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lAmlkb  y  zm  *  Man  «ithl  alm  XMA  «ia,  4aa«  dies  7  aalM 
eioe  FttiikHon  Ton  u  und  /3  tat  Man  hat  nSmlich  y  =  ßm^. 

4,   Es  sei  nun  Man  hat  hier: 

Nimmt  man  ;^  =  0>  mo  findet  man  die  Funktion  «  aus 

Daraua  folgt  «  =s  J  —  i.  Nimmt  man  aber  ^  a*  0,  ao  bat  man 
ur  Bestimmung  von  ß  die  Gleichung: 

1  1 

Mau  erb&lt  fi^^ — Das  allgemeine  Integral  ist  demnach; 

III] 


y    X  zj 


dt  \  \_ 

Für  ^  =s  0  findet  man  eine  dritte  Funktion  3^=-— -.  Bs  ist 

afeer  y  =    —  «. 

5,  Es  sei  noch  («S'*"^^*^^*^  ~  ^* 
(a)  '*"W5i-1l'"'«3^  +  £  =  a 

Ütetttmandas  eJnemal^sO,  das  anderemal  ^ssO,  so  bat 
naa  sur  BeatiiBnong  von  «  nnd  ß  die  beiden  Gleichungen: 

dy-^^j'Xz)dz  =  i),    und   <Zir  -  a  =  Ol 

Dordi  die  Integration  erh&lt  man : 

uud  man  bat  das  allgemeine  Integral 

4?— ii.  t/;'(2)  +  ^(z)  =  9(y  +  y  (x)). 

Wenn  die  eine  Funktion  u  des  allgemeinen  Integrals  q>(aß):^0 
Miani  ist»  jse  hat  es. keine  Sqhwlsfigk^t»  4ie  andere»  Funktion  ß 


Digitized  by  Google 


20^  Weiler:  imgrtttfm  49r  !(arti€lhn  Differmiiaigieickungen 

aus  einer  DifferentialglepchaoR  der  mten  Ordnang  mit  irar  tvei: 
VerSnderlieheu  M  te^tirameD,  auch  wenn  diea^b«  d*t  drei  Vef>«. 
ftnderllclien  z^  y  und  ^  gleichzeitig  eiDachlleaat»  Ea  Terateht  alch, 
daaa  man  der  Gleicbnug 

nur  dann  tlureh  ß  =  x  genügt,  wenn  der  Coeffizlent  Z  versrhwindet. 
Wenn  nun  iu  dieser  Dififerential^lcichung  an  die  k>telle  von  2  jene 
Funktion  a  ab  Veränderliche  eingesetzt  wird,  so  das«  also  das 
allgemeine  Integral  t=sO  nicht  mehr  als  Funktion  von  1,  y  und«, 
sondern  als  Funktion  von  a,  y  und  x  auftritt»  so  ist  die  Verän* 
derliche  a  seihst  die  eine  Fttpktion  des  allgemeinen  iategrals,  nad 

daraus  folgt,  dass  der  CoeAizient  von        in   der  transformtrte» 

Gleichung  verschwindet.  >  Man  hat»  da  dano 

♦ 

dt      dt  da     dt     dz        dt  da     dx      eh  dt  da 

dx     dct  dx  ^  djc*  ^  dy~^  da,  dy    dy*    dz     da  dz 

einzusetzen  ist«  die  folgende  Gleichung: 

^dr     -.dt  .  ,^da  .  .  „da^dx  ^ 

Da  nun  aber  nach  der  Annahme  die  identische  Gleichaogs 

■ 

hesteht,  so  hteiht  in  der  That  die  Mnfaiefaere  Gleichung:  * 

In  deren  Coeflizienten  noch  z  mittels  «  zu  eliminfren  ist.  Hie 
Grosse  a  tritt  hier  als  Beständige  auf»  und  man  lüdet  die  aireite 
Funktion  ß  durch  die  Integration  von:  . 

Xdy-Ydx^O. 

als  eine  Funktion  von  y  und  er.  Nachdem  man  irgeod  wie  die 
eise  Funktion  a  aufgefunden  hat»  entwickle  man  daraus  elA6 

den  drei  Veränderlichen  z,  y  und  Xf  wie  dies  gerade  am  bestCO 
gescfiülien  kafin,  und  setze  diesen  Werth  in  die  Coeffizienten  der 
Glekhun*;  (a)  ein.  Man  setze  dasjonif^e  Glied  gleich  NuH,  welche« 
mÜ  dem  partidkn  Differential({uotiettlen  von  t  uaeh  der  ^ 


Digitized  by  Google 


<  trMt^r  tmä  »meUer  Ordnung,  207 

w 

minirenden  Veränderlichen  verbunden  ist;  und  mau  hat  dann  eioe 
Differentialgleichung  der  ersten  Ordinnig  mit  nur  zwei  Veränder- 
lichen, um  die  zweite  Kunktioo  ß  zu  bestimmen.  Da  man  soj^-. 
denfalls  zu  einer  Funktion  ß  gelangt»  welche  verachiedeo  ist  von 
der  Funktion  80  ist  hiermit  zugleich  nachgewiesen,  daaa  ea 
jederaeit  zwei  verschiedene  Funktionen  der  drei  Veränderlichen 
tfiffX  gieht»  welche  der  Gleicbong  (a)  GenOge  leiaCen. 

6.  ^  M>  ^  +      =  ^'(y  +  <^)< 

ebung:  *  /  ' 

dt  ^    (fr      _        ^dt  ^ 

Mao  erhält  a  aus  di/  —  adx^O,  und  desshalh  iat  a^y  —  ajc. 
Man  elimiDire  y  and  man  beh&lt  die  Gleichung: 

Doreh  die  Integration  von  dx'^f^{u-\-^ase}dx^f^  findet  man 
fzz^a% — ^tt-f  2aar)  =  2as'-*^(^-|*fM:);  und  d^a  allgemeine  In- 
tegral «chreiht  aich  in  ^er  Form: 

%i%  =      +  flj:)  4-  ^(jf — flu;) 

7.  Fflr  dio  Gleichung  — ^^(0  b»t 

dt  ,   dv  ^       /y\  dt  ^ 

Man  findet  aunächat  =^  ^*  Durch  die  Elimination  von  y  eut- 
atebl: 

Die  iDttgralion  von  dt^'^(a)dx:=:0  liefert 
«id  dl»  allgemeine  Integral  iat: 

,=:*4'(|)  +  t(|). 
dt  d% 

Es  aei  nnn  !f  d^'"^'^^''^  Man  hiCt  hier: 
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Die  Funktion  a  ergiebt  sich  aus  der  Gleichung  ydy'\-xdx  =  0, 
und  man  hat  a=zy^-{-x^.    Durch  die  EKmination  von  y,  indem 

man  y  =  ^fa-^x'^  einsetzt,  findet  sich  zar  Beetimmaog  yo»  ^  die 
Gleichung: 

dz  odx 

Daraus  folgt  — — 7c==^  =  0;  und  di^rcb  die  Integration  entsteht 
z  V'«-*«* 

ftp 

^s/i— a« «reein— ,  eder  aadi 


ß^h — a.arcsiu -^===  =  & — a.arctg  — • 

Das  allgemeine  Integral  kann  demnach  angeschrieben  werden  in 
der  Form: 


a.arctg 


9.  Es  sei  noch  F^+^  +  ^'^O«  imin  TZZg  ir^ 
gend  FMktÜnmn  Toa  4P  nnd^  bedeotett.  Man  hat 

* 

Die  Funktion  o  entsteht  durch  die  Integration  volT  F€2d?  =  0. 
2nr  Bestimmung  von  ß  aber  hat  man  die  Gleichung 

dz-^(Zz-^^Zi)dxr=0, 

vrenn  man  3^  mittels  a  in  den  Coeffizienten  Z  und  Z|  eUminiri 

Man  iindet  alsdann 

1  « 

* 

weiia  aber  erat  nach  vollzögener  Integration  an  die  Stelle,  von  a  die 
Funktf on  der  VerSnderllcben  y  und  *  wieder  eingresetzt  werden  dart 

Man  sieht  nun  auch  ein ,  das«  es  nicht  mehr  als  zwei  ve^ 
aehiedene  Funktionen  t  giebt,  welche  der  Glelchunt;  (a)  genügen. 
Denn  man  weiss»  dass  sich  für  eine  Differentialg;letchung  der  ersten 
Ordnung  mit  nur  zwei  Veränderlicfieo,  wie  »ie  bei  der  Bestim- 
mung der  aweUe»  Fueklion  ß  vetlioft»  aar  eiae  einaige  Fuaiftlkii 
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m  hMßlt  VMnMIkbte  findet.  Da  mfH  ip(aß)s=iO  die  allge. 
ndsste  Ferm  der  endliclieii  GleidHiDK  tet»  woraus  maa  die  par« 

tietti  DiierontialgieicbuDg  ^^"^  ^^^^  ableiten  kann,  da  fer« 

wr  imr  eine  einzige  endUebe  Gleichang  der  Art  möglich  ist,  ae 
leliliesst  man  weiter,  dass  dies  als  allgemeines  Integral  der  par»  . 
t  eilen  Differentialgleichung  angesehen  werden  muss.    Wenn  also 
laebr  als  zwei  Funktionen  vorliegen,  ueklie  der  Gleichung  (a)  an 
der  Steile  von  r  Genünre  leisten,  so  ist  deren  Verschiedenheit 
Dur  eine  scheinbare;  und  bei  der  genaueren  Untersuchung  wird 
«eh  berauaaleUea,  daea  jede  eine  beatimmte  Funktion  von  irgend 
zweien  der  übrigen  ausdrückt,  so  dass  man  immer  wieder  zu  der* 
selben  Gleichung  9(aj3)  =  0  gelangt,  wekbe  von  den  Torliegendea 
Fonktionen  man  auch  an  der  Stelle  von  u  und  ß  gebrauehen  mag« 
Man  kann  aber  auch  umgekehrt,  wenn  einmal  awei  Funktionen 
«und  ß  bekannt  sind,  aus  diesen  zwei  andere  Funktionen 
nnd  (p^{€tß)  ableiten,  um  dadurch  elnfaebere  Formen  au  erhalten, 
uDddann  die  mOgllcfaat  einfache  Integralform :  9(71  (aj?),  9'2(^i?))=0 
herzustellen. 

Während  man  die  besonderen  Integrale  der  partiellen  Diffe- 
icotialgleicliung  aua  dem  allgemeinen  Integral  9(a/3)ssO  didureb 
dileltet,  daaa  man  die  willkübrUcbe  Funktimi.^  angemessen  be» 
aimiit,  ae  kämmt  diese  andererseits  bei  der  Bestimmung  der 
bwmderen  Auflösungen  niemals,  in  Betraebt.  Man  erkennt  die- 
selben unmittelbar  ans  irgend  zwei  Funktionen  a  und  woraus 
das  allgemeine  Integral  zusammengesetzt  werden  kann.  Denn  es 
kommt  bei  dieser  Bestimmung  bekanntlich  auf  diejenigen  Glieder 
der  Gleichung  — 0  an,  welche  mit  einem  Faktor  ver- 

bunden sind,  worin  in  ein  /,v^isc}^en  0  und  I  liegender  Zahlenwerth 
bt  Wenn  man  aber  alle  diejenigen  Gleichungen  5  =  0  ausschliesst, 
welche  der  partiellen  Differentialgleichung  als  besondere  Integrale 
genflgen,  ao  beh&lt  man  die  besonderen  Auflösungen;  und  an 
den  letzteren  gelangt  man  jedesmal,  indem  man  die  so  eben  an- 
gedeutete Untersuebung  auf  die  beiden  einlaeberen  Gleichungen 
asa  und  ß^t  bescbr&nkt^  worin  a  und  6  als  willkfihrllcbe Be* 
it&odige  gedacht  vrerden. 

Die  Bestimmung  von  a  und  ß  ist  schwieriger,  wenn  sie  beide 
nur  als  Funktionen  der  drei  Veränderliehen  sieh  daratellen  lassen« 
Auch  hier  gelangt  man  zqr  LOsnng  der  Aufgabe,  Indem  man  sie 
auf  die  Integration  einer  •  l>lfferenttalglelchung  der  ernten  Ordnung 
nit  nur  zwei  Veränderlichen  *  zoHIckfdhrt*  Dies  iSsst  sich  zu« 
nächst  dadurch  erreichen,  dass  man  die  Veränderlichen  i,  y  und 
gegen  andere  vertauscht,  welche  als  bestimmte  Funktionen  der 
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eriitereu  gedacht  werden.  Es  kommt  darauf  ao»  die  neuen  Ver- 
äiiderlicheu  von  .solcher  üeschaffenlieit  anzuget^en,  da^tft  iveoig* 
steiiM  die  eine  Funktion  u  nur  zwei  davon  aufnimmt.  Deno  oiicii« 
dem  man  die^e  Veränderlichen  in  die  Differentialgleichung  einge* 
fjibrt  bat»  so  muaa  i^ich  diej^elbe  in  der  Weise  umgeetelteo»  daM^ 
tine  VQO  den  drei  Veräiiderlicheii  daraiia  weg£Wt»  9»  bald  ma» 
de»  eiit»prechendeii  J^i^renUalquotie^ten  veo  t  glaicb  NitU  ««tat 
Man  bebfUt  dann  aar  Beaümiiuing  d^r  Fuuklion  u  in  der.Xbti 
eine  IMerentialgleiebnng.der.  eratoo  Ordouog  mit  nur  ami  Vat*. 
taterlieben. 

Die  Transformation  selbst  hat  keioen  Aastaiid,  so  bald  die 
lieuen  Veränderlieben  tt,  9  und  to  als  Funktionen  von  y  und  x 
gegeben  stnd.  Da  nJInilicb  das  allgemein^  Integral  t=:0  als 
Panbtlori  von  u,  v  und  w  sich  darslellen  soll,  so  bat  man  zu 
aets^n: 

dt  dx  du    dx  dv     dt  dw 

'  ^   ^  dz^  du  dz    dt        dw  dz ' 

dt  dt  du    dt  de      dr^  dw 

djf'^  du  dy    dv  dy    dw  dy  ' 

dt     di  du     dt  dv     dt  dw  ^ 
und  die  Gle'icbung  (fi)  geht  fiber  In; 

'    dj:       dy       dz^  du 

worin  noeb  die  EKminatioR  von  x'§»  anszufllbren  Ist 

Aus  der  Lehre  von  der  Integration  der  Di ffereotialgleich untren 
mit  nur  zwei  Veränderlichen  sind  die  Untersuchungen  bekannt, 
«roraus  folgt,  dasrs  alle  besonderen  Integrale  und  besondereo  Auf- 
lösungen der  partiellen  Differeotialgle'icbuDg: 

besonders  geeignet  sind»  eine  Transformation  in  der  beabaiehlig* 
.toft  Weinn  barbai«ifil!iM   W#sb  ^  ekie  Fanktlo«  V4ni    «mI  f 
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in;  «el«bt  die  pattieUe  Dlfferenflalltletciittng  an  der  Stell»  voa 
s  MMbdigt,  MO  wird  mao  aimtatt  s  die  neite  Verftnderliclie  x-^f^ssit 
gebraacben.    Wenn  aber  mehrere  Funktionen  der  Art  Torliegen, 
in  der  Form  z  —  fXyxa^)^  z  —  f(y^rn2),  u.  s.  w.,  welche  sich  nur 
darch  die  l>(\st.iii(ni;e  a  von  einander  unterscheiden,  so  wird  man 
am  vortheilhaftcsttM)  die  (il(  i(  hiir!ff  z  =  f{f/ ,v  a)  nach  n  auflosen, 
und  dantj  die  so  bestimmte  Funktion  a  —  (p{zyx)  als  neue  Verän- 
derliche an  die  Stelle  irgend  einer  der  ursprünglichen  in  die  Üif- 
ferentialgleieiiDni;  einfuhren.    Bs  bandelt  sieb  also  hier  nur  um' 
die  Bestimroang  von  besonderen  Integralen  und  besonderen  Aul» 
ISsnngeil.    Da  übrigens  aucli  solche  Funktionen  bei  der  Trans* 
formatien  forderlich  sind»,  worin  die  Veränderliclie  z  nicht  vorkommt,, 
<f  dsss  also  auch  von  einem  verinderlichen  Werthe  z  keine  Rede 
«ein  kann,  oder  da*  vietleiobl  aas  der  fraglicKen  Funktion  eine  der 
Widen  andern  Veräderlichen  y  und  x  tetchter  entwickelt  wird  als 
die  Veränderliche      so  mag  hier  die  Bemerkung  nicht  unpasseoil 
sein,  da«>s  die  beiden  partiellen  ÜifferentiaJgleicbuogen« 

Bit  der  oben  gegebenen 

finerlei  Integral  haben.  Denn  wenn  es  sich  um  die  Bestimmung 

flea  Integrals  £:^0  bändelt»  so  gilt  jedesmal  die  Gleichung: 

Jeoe  anderen  paKiellen  Differentialgleichungen  aber  werden 'sich 
bei  der  versochsweisen  Bmittelung  der  besonderen  Integrale  und 
der  besonderen  Auflösungen  unter  Umständen  vortheilhafter  ge- 
brauchen lassen  als  die.  ursprüngliche  Differentialgleichung. 

10«  Es  Bei  (i-|-y)a:^-|-(«+«)iy^  =  (y+a:)2..  Maabathie^' 
die  Gleichung: 

Setat  man  2s=miy  ein,  so  geht  die  DiiareatialgiMcbM^  übet  In 


Digitized  by  Google 


2l2  Weiler:  Inugr«^  äir  pmtUeUen  DfptreHUiUgleichungen 

iii(fli'-*-])  =  0*  Unter  derselben  Bedinga^g  genügt  man  durch 
xssinar«  Mao  nehme  deseMb  anetatt  s  aad  «  die  neuen  VerSo- 

derlicben  c  =  -  und  «=-.  Die  Gleichung  (a)  geht  daim  über  in: 
oder«  wenn  man  ^  und  o;  elimlnirt*  In:  , 

Man  bestimme  «  aus  {u—\}di>-{v—\)du  =  {^,   Üaou  ist  ö=^;:;:;|' 

€te  ianeh  4le  amdere  Fv^ktie»  su  erhalten^  so  elimmire  mmi 
u  mittel««.  Man  hat  »  =  a(9— 1)4- 1»  «nd  dtoeiiaib.  aur  Be- 
stimmung Toti  /3  die  Gieiejiting: 

7  +  e(e- 1)  +  «(e- 1)*  +      1  ~ 
Wenn  man  hier  in  die  partiellen  Brüche  zerlegt»  so  elitstebt: 

dl     ih  .  2rfp  g<ft>  _- 

Oanm  fofe*  ■•»•'  P  =  r(„(r  - 1)  + 1)  =   

Ninrnit  man,  um  swei^  symmetrische  f  unktisnea  mT  erhalten» 

ß  «^^(ülli^  anstatt  und  setzt  man  zugleich  die  ursprüng- 
*^  «e 

liehen  Veränderlichen  an  die  Stelle  TOii  U  und  e  wieder  ein»  ee 
hat  mau  das . allgemeine  Integral: 


11.  Essel  nun  (ox— 3^)^-(62-a?)^  =  6^— Man  hat 
die  Gleichung: 

Bilan  gentigt  dnreh  %^mj^-{^nXf  und  findet  snr  Bestimmung  Von 
m  «ud  ift  4i6  Mdeo  ßleiehotigens 
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ipm — an)n  =  wi  +  a. 

Daraus  folgt  m<f  a=0  und  n-f  d=iO»  und  man  gelangt  au  dem 
besonderen  Integral  z-f  ay4-6a?sO.  Man  setze  nun  an  Hie  Stelle 
▼on  z  die  neue  Veränderliche  w  —  z atf (*äs  ein,  und  die  Glei- 
chung (a)  geht  über  in  die  folgende:  * 

oder  auch^  wenn  z  eKmiairt  wird,  in: 

<(«»  +  Djf  4-  Äto-  w)  ^  -  ((6«  +  l):r  +  a6^  -      ^  =  0. 

Davans  er|»iebt  steh  et^w,  und  dann  die  andere  Funktion  /Sducch  • 

die  Integration  der  Gleichung: 

((«*  +  I  )y  +  ö^o:  -  au})djf  +  ((6*  +  1  )x  >      — =  a 

Man  findet  /J  =  (««f  D^^f  2aZ>a:^+(62-|-l)a:2  — 2(a^+Äa:)w.  Mmmt 
■aa  anstatt  ß  lieber  den  Auadruck 

M  aelgt  aich  das  allgemeine  Integral  in  der  Form 

11  Ee  imt««^  +  (2+^a:)^=5(a*-l)jrV  Mwi  bat: 


^tst  aian  %  s:        so  besteht  die  Gleichung  (m + 1)^  s  a*.  Man 

z 


nehme  dessbalb  anstatt  z  die  neue  Veränderliche  to=— •  Di 


Gleichung  (a)  geht  dann  fiber  ins 


oder«  wenn  man  nun  i  eiiminirt. 
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Die  Funktlooeo  a  und  ^  ergebea  «iclt  demnach  au«  den  Glel- 
chungeu: 

Ple  letet#i^  liefert  ^  »2/5^  4- ^(«••fJ)*—«^  oder  atieb 

Uro  die  eratere  Gleichung  zu  iategriren,  schreibe  man  sie  in  der 
Form: 

dx        dw  dm  • 

Daraus  findet  inan  a  =  'lalx /(fc -{-X^a) — /(a« -f  '  *f  ^i)«  ^ucb : 
•  |g.afeji^,y  ^  ?  ,       Ha»  nekme  aber  anstatt  dieeer  FmiMoncii 

<er  and  |3  die  beiden  einfacheren         und  V      and  man  hat  das 

allgemeine  Integral 

13.  E^sei 

Setzt*  man  hier  1^  my  -{-nx  ein,  so  erbült  man  zur  Bestimmoog 
von  m  und  n  die  beiden  Gleichungen:  ^ 

l)  +(rt--c)(m  -|-  l))(mA-l)ÄÜ, 

((a-«(»  +  l)  +  (a-i?)(m-l))(ji-l)  «  ft 

Daraus  folgt*  n  =  1  und  m  =  —  1 ,  m  =  1  tind     —  —  1 ,  m  =  1 
und  71  =  1.    Man  hat  also  die  drei  besoniiereii  Integrale  2+^ — ar  =  0, 
<s — y-^-x^^  und  z — ^-*-;r=3  0.    Mao  bringe  aao  in  die  Cilei- 
chnng 

w  : 

({a-b){z~yHcx)^^((a--c}(z-xHby)^^^ 

4n  die  äteiie  von  x»  y  und  2  die  neuen  Veränderlichen: 

* 

Dieaelbe  gebt  dann  über  inc 
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+  (a  -  6  +  cX*- Jf  +  «)  ^  +  (-«+* + cK-» +» + =0. 

•der,  wen»  man  die  V«räDderUcben  *,  y  und  x  eliminirl,  in  s 

fix  ff 

>  «Qktuiiieil  it  uod  ^  ergeben  «kb  iius  den^  Gleichunge«: 

( — a  +  6+c)io</o  — («  —  6 -|- <r)0<Zti}  ==  0, 

Mm  findet  di«  Werlbe: 

Man  setze  die  ursprün^HtheD  Verändcrlicben  wieder  ein,  wkd 
man  hat  da«  allgemeine  Integral: 

» 

Wenn  nun  auch  das  vorhin  angegebene  V  erCahren  ganz  geilignet 
ist,  die  GrÖtise  a  aUi  Funktion  der  drei  Veränderlichen  z ,  y  und 
at  zu  bestimmen,  so  giebt  es  doch  auch  FMlie,  wo  die  Keiintttfsh 
TOR  be8dn<iereo  Integralen  und  besonderen  AufiOMiiigeti  nicht 
ansceichen  würde,  um  durch  die  vorgeschriebenen  Transformatio* 
nea  eine  Dlfferentiaigleiofmug.  der  ersten  Ordnung  mit'  nur  zwei 
Veränderlichen  herbeizuGihren.  Andererseits  kAnimen  hier  auch 
diejenigen.  Fälle  in  Betracht,  wo  die  besonderen  Integrale  und  die 
Wonderen  Auflosungen,  wenn  auch  vielleicht  in  der  genannten 
Absicht  ffirderlich,  doch  nicht  eintacher  sich  darstellen  ab  die 
Funktion  a  sülber,  zu  deren  Ermittelung  dieselben  verwendet 
werden  sollen.  In  solchen  1  allen  ist  man  veranlasst,  die  Grösse 
ti  unmittelliar  als  Funktion  der  drei  Veränderlichen  versuchsweise 
20  bestimmen.  Da  aber  eine  derartige  Bestimmung  auf  Unter- 
suchungen gegröndet  ist,  welche  sich  besser  verfolgen  lassen^  ' 
wenn  sie  sogleich  auf  die  allgemeine  |)artielle  ülffercntialglelchimg 
mit  o -f  1  Veränderlichen  bezogen  werden,  so  ziehen  wir  es  vor» 
erst  weiter  unten  darauf  einzugehen,  und  betrachten  jetzt  diepar« 
tieile  Differentialgleicbnng  mit  mehr  al«  drei  VerXnderlicbeD. 
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Dm  attgemeioe  Integral  der  parti^eii  DlierentialgleiclMUig 
mit  vkr  VerftüderlicWn: 

worin  Wf  A,  F  iinti  Z  irgend  Funktionen  der  Ver&nderlicbea 
.T,  y  und  x  sind,  Ifisst  sich  in  deriForm  (p{ctßy)  =0  anschrei- 
ben, wo  g>  eine  willköhrliche  Funktion,  or,  /3  und  y  aber  bestimmte 
Funktionen  der  VerSnderlichen  bezeichnen.  Derir»  (liest  ist  die 
allgemeinste  endliche  Gleichung,  woraus  die  vorliegende  Dtfferen- 
tialglaichung  abfreleitet  werden  kaoo.  Dorcb  DiffereatiaüoA  eat- 
•teliefi  die  drei  Gleiciiungea: 

1. 

dqsfdAit  rfx  da\  d^fdß  dt^  dß\  dtp  /dy  dz  dy\ 
di\dz  dy^dyj^  dß\di  dy  +  dyj  +  dy  \di  dy  +  dyj 


d(pfdct  dl  da\  dtp  /dß  dz^  .  dß\  dop  /dy  d^  dy  \  ^ 
di\di  dx  +  dx)  ^ dß\di  dx  +  dx)  +  dy  \ßx  dx^  dx) 


3. 


dtp f  du  dz^     dtt\     d^  /dß  dz^     dß\     rfqp  /fly^  dz^  dy\ 
:di\dz  dw^  dm)  ^  dß\dt  dw^dw)^  dy\di  dw^dwj^^' 

Ausser  den  w  illkuhrlichen  Grusseo  -j^t  ^  und  las«»t  sich 
aber  Iiier.  oiclits , weiter  elinuairett*  . 

Wir  betrachten  nun  die  partielle  Differentialgleichung 

als  das  Resultat  der  ElimiiiaüoD  von  tp  aas  den  drei  Gleicbongeo 
1^  2.»  3.  und  beschäftigen  uns  mit  der  Uestimmung  der  Funktio- 
nen     ß  nnd      Es  versteht  eich,  daes  die  Elimiaatien  der  Dit 

ferential^otlenteD  -g^f  ^  und  ^  awiaebeo  den  Oleicbaiigia 

2^  3.  nnd  der  partiellen  Dilferentlalgleichnng  sn  einer  tdenti* 
neben  Gleicbang  fiBbrt    Ifan  stelle  das  allgemeine  Integral 

tp(9tßy)  =(1  abkfirzend  in  der  Form  tsO  auf,  nnd  die  GleicbiUfc- 

gep  1.,  2.,  3.  zeigen  sich  dann  in  der  folgenden  Form: 
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*  dz  5i+ai=^*  '  ' 

'   c/z  du) 

■ 

Durch  die  Elimination  der  DtffereutlalquotleiiteD  cütbtebt  die 
Gleichung: 

der  man  also  genügt,  sobald  (p(a  ß  y)  an  die  Stelle  von  t  kommt. 
VVe^en  des  willkfihrlichen  cp  muss  diese  Gleichung  fortbestehen, 
wetHi  man  anstatt  (f(c(  ß  y)  irgend  eine  der  drei  Funktionen  er,  ß 
und  Y  einset3!;t.  Es  ^ojumt  also  darauf  an,  drei  verschiedene 
Funktionen  der  Veränderlichen  y,  x  und  w  anzuc^eben,  welche 
an  der  Stelle  von  %  der  Gleichung  (a)  Genüge  leisten.  Dass  der« 
artige  Funktionen  jedesmal  möglich  sind,  dies  unterliegt  keinem^ 
Zweifel,  ^  dieselben  ohne  irgend  eine  Beschränkung  alle  dieje- 
B'q^n  Grössen  aiifiiehinfln  ddrfen,  welcbe  ancb  in  der  Gleiehung  (a) 
Twkemnien« 

Dieselben  Recbnungsoperationen,  welche  vorhin  bei  der  Be« 
ftinmung  des  allgemeinen  Integrals  einer  partiellen  Oifferential- 
^eichung  mit  nur  drei  Veränderlichen  auseinander  gesetzt  wer* 
des  sind,  erweisen  sieb  auch  hier  als  förderlieb.  Ter  Allem  ver« 
Klaffe  man  sieh  einen  UeberbÜck  darüber»  in  frelcher  Ansabl 
die  Verflnderiichen  in  den  gesaobten  Punktionen  Forlcoramen. 
Wenn  ^  =  0,  so  genOgt  man  der  Gleichung  (a)  durch  o=z>  weil 

dann 

partiellen  Differentialquotienten  von  r  irgend  zwei  gleich  Null  setzt, 
und  wenn  dann  die  übrig  gebliebenen  Glieder  der  Gleichung  (a^ 
die  beiden  jenen  zwei  Differentialquotienten  entsprechenden  Ver- 
änderlichen nicht  mehr  enthalten,  dann  genügt  eine  Funktion  der 
beiden  andern  Veränderlichen.  Wenn  man  nur  einen  von  den  vier 
Differi^ialquotienten  von  x  gleich  Null  setzt,  und  wena  dann  di* 
nittprechende  Ver&nderliche  in  den  fibrig  gebliebenen  Gliedern 
der  Gleichung  (a)  nicht. vorkommt «  dann  findet  sieh  eine  Funktion, 
worin  eben  dtesct  Veränderliche  fehlt 


Man  wird  bemüht  sein«  die  Anaabi  der  Veränderlichen,  welche 
ia  der  gesuchten  Funktion  vorkommen,  durch  Transformation  au 
vetnhiderht  indem  man  an  die  Stelle  der  Veränderliehen  %yx  und 
» irsend  Funktibiien  davon  als  neue  Ver&nderliche  einsetst.  In 
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dieser  Absldil  wird  man  alle  faeapndeimi  Integrale  imd  beatide 

ren  Anflosunp^en  ()er  partfeffen  DlflTtfrefiÜatpileichung  benutzen,  weldM 
man  durch  Probireii  aufgeluriden  hat.  Insbesondere  aber  beÄ«» 
man  sicK,  wpnn  schon  die  eine  oder  die  andere  der  Funktionen 
a,.ß  und  y  hckaniir  i.st ,  chrii  diti^er  Funktionen,  weil  dieselben 
in  der  genannten  AIksuIiI  jedosnial  forderlich  sind.  Fuhrt  man 
nämlich  au  die  Steile  irgend  einer  der  Veränderlichen,  so  wie 
dies  gerade  am  bequemsten  ausführbar  i^t,  etiva  an  die  Stelle 
von  to»  die  Funiction  a  in  die  Gleicbiing  (a)^  eni»  eo  gebt  diese 
über  in: 

Da  aber  nacb  der  Voraua«etzung  die  Funiction  «  der  Gfeicbttng 

(a)  genügt,  so  verschwindet  der  Falctor  von  ^— ,  und  es  bleibt  die 
elnfoebere  Gleichung: 

äx       Ulf       dz  ^ 

deren  Coeflizienten  nun  Funicttonen  von  2,  ?/,  x  und  «r  sind.  Die 
letzte  Grosse  tritt  hier  als  BestÜndige  auf  und  ß  zeigt  sieb  al« 

Funktion  von  nur  drei  \  eranderlichen.  l.lien.so  (indpt  sich,  weiui 
die  beiden  Funkitoiien  a  niul  ß  bei  der  Kliniinatiun  von  x  und  *> 
beuutzt  werden,  zur  Bei^ünimunt;  von  y  die  Gleichung  : 

deren  Coeffizienten  Funl^tionen  von  x^y,  u  und  ß  sind.  Die  Fenlction 
y  bestimmt  elcb  dann  mie  einer  Differentialgleiefauiig  der  ersten 
Ordnung  mit  nur  swei  Veranderiicfaen. 

Bei  der  Bestimmung  der  Funktionen  a,  ß  und  y  iiaft  n^an  ^vnl.l 
KU  beachten,  dass  nicht  die  eine  davon  eine  bestimmte  Funktion 
der  beiden  anderen  sei,  weil  aonat  ^(cr/7y)=0  nicht  mebr  das 
allgemeine  Integral  vorstellt.  Cm  zu  erfahren,  ob«,  /^und  /  drei 
verschiedene  Funktionen  der  Veränderlichen  sind«  so  elimlnire 
man  zunXchst  Irgend  eine  der  VerSnderllcben  i,y^x  und  w  mittel« 
a  aus  der  Funiction  ß,  Wenn  bei  der  Elimination  nicht  auch  die 
drei  andern  Veriinderlichen  wegfallen,  so  wei^*»  man.  (iass  a  und 
ß  verschiedene  Funktioiu  n  sind.  Man  eliminire  nun  \^  ei^er  irgend 
iwei  von  d»Mi  vier  Vorandt  rliehen  mittels  tt  und  p  ans  der  Funk- 
tion y.  Wenn  durch  die^'t»  nimination  zugleich  die  beiden  aiidero 
Verinder lieben  weglaiicu»  «o  ij»t  die  FmULtion  y  wir  eiqe  Vefifis" 
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Ini^  4er  FonlliimeD  «  «nil  jS.  Wenn  aber  nadi  ToUsogemr 

BKnination  die  eine  oder  die  andere  Teränderliche  in  y  ztirfick' 
bleibt,  80  bat  man  die  Gewissheit,  daet^  dien  y  eine  dritte  Funk' 
tion  der  V^eranderlit lien  vorstellt.  Man  sieht  ein,  dass  diese 
Bedingungen  sich  erfulkn,  wenn  man  die  jeH^pnial  nulgerundene 
:|  Funktion  sogleich  alt*  neue  Veränderliche  an  die  Stelle  irgend 
einer  der  ursprünglichen  in  die  Gleichung  (a)  einführt,  da  sich 
dann  die  nächste  Funktion  durch  die  «chon  hekaanten  Fanktienen 
und  die  noeb  übrigen  Veränderiicbee  auedrüdU* 

m      •         .    dx  ^  dz 
Ii.  Eeseiz^-  +  y^  +  ^^  =  iD. 

Zur  Beefinmaog  der  Funktionen  a,  ß  und  y  batman  die  GJdchnng: 

/  \  dt       dr  ^    dx  ^     dx  ^ 

Et  finden  »ich  airei  Funktionen»  von  denen  die  eine  nur  x  und 
andere  nur  z  und  to  elnschlieest  4>azu  dienen  die  Gleichungen  :^ 


•ydig—'xdx^^  und  tdz^^wdiwszO, 

Durch  die  Integration  entsteht: 

«ssy*— und  p  =  «*«^fo*, 

Üninirt  man  damit  y  und  2»  so  behält  man  zur  Bestimmung  von 
;  die  Gleichung : 

Man  schreibe  dieselbe  in  der  Furm : 

dw  dx 


«ad  die  Integration  liefert : 


=  0, 


_to-F  V/?-f  w^z 
Dm  allgemeine  Integral  aber  Ist : 

I 

.    15.  £a  sei        +  a-^— (ay+»«)^+«+.«y5=Q. 
Man  .bat  Mer  die  Glekliung; 
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220  Weiier:  Iniegratlan  det  parUellen  DiffereHHatgUickuHgeu 

dt       dz     ,     .     ^dt     ,     .  ^di 

Man  erhSIt  tf  aus  wdx—xdwzszO  oder  Eliminirt  man 

10 

damit  Xp  ao  eiitatebt  ilia  ueoe  Gleichung: 

dt  ■         ,      .dt  N^'^  A 

Man  genügt  durch  t mjy  s=:  0,  denn  wenn  man  dies  einaetat«  so 
hat  man  zur  Bestimmung  von  m  die  Gleichung  m*  =  «.'  Vertauacht 
man  nun  y  und  z  gegen  die  neuen  \  eränderllchfil  tC»*  +  |fV^« 
und  V  =       yVu,  so  erhält  mau  zun^ich^^t: 

.Dia  Elimination  von  ff  und  z  führt  auf  die  Gleichung : 

di     ^   ,     ,  .  dt     ,         l  \  dx  ^ 

■ 

und  die  Funktionen  ß  und  y  ergeben  sidi  aiias 

^  +  (^+V«)<«w«0   und   f +(i-V«)rf«.. 

Die  Integration  iiefcrt: 

ß  —  tttc«e«^V«  lind   y  =  tw«r-«'V« 

Wenn  man  die  uraprfinglichen  Verftnderlicbea  wieder  einaetff^ 
ao  iats  >  ~ 

ßzs(ti^y\l  £),p«eV^  und  y  y  ^^«a-V^^«  , 

16.  Ea  sei  noch 

t  ^+«)  ^  +  (i  +  y +w)^  +  (x  +  ar +t<?)^  =2( +ar  i ». 

Man  hat  hier  die  Gleichung: 

(a) 

dt     ,  .  dt     ,  sdt  ,  .  ^dt 

Die  partielle  Differentialgleichung  liefert  die  besonderen  integrale: 
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ersier  und.  zweiter  OrditUHQ,  g2l 
Mail  gebrauche  desshalb  die  neuen  VeränderlicbeQ : 

Die  Gleichtto^  (a)  geht  zunSchst  über  io : 

Eliminirt  man  nun  die  Veränderlicheo  z,y,x  und  w,  so  hat  man: 

^  dt  §t  d%  dx  ^ 
^''du-^di^-'llU-^di'='^' 

Dms  ergeben  eich  leicht  di^  fraglichen  Funktionen.  Man  erhSIt: 

a^r^tt,    ß:=ss^U,  y=si8||. 

Wain  man  dü»  verigen  Verlnderifchen  wieder  einsetzt«  so  läest 
sich  das  allgemeine  Integral  anschreiben  in  der  Form : 

* 

Man  übersieht  nun  leicht,  wie  das  allgemeine  Integral  der 
partieiien  Differentialgleichung: 

KT     T7di  ,  ^  dz  ,  ^dz 

M  gestaltet»  worin  Z  FXIF....  irgend  Funktionen  der  it-fl  Ver- 
imlerllchen  syj;to....  sind.  Dasselbe  ist  dargestellt  durch  die 
Gleichung  <p(a  jS  y  ....)  =  0,  wo  q)  eine  wUII<ührliche  Function  und 
9fY„,,n  bestimmte  Funlitioncn  der  tj-I-I  Veränderlichen  vorstel- 
len. Um  diese  Funktionen  zu  l>e6timmen«  hat  man  die  Gleichung: 

Jede  ?on  den  n  Funktionen  ttßy,,,»  muss  dieser  Gleiehuog  genfi« 
gen,  wenn  sie  an  die  Stelle  von  t  eingesetxt  «rird. 

17.  £5  sei  z.  B. 

/  •  •    •  .  dz  ^     dt  ^  dz^ 

Dm  allgemi^ne  Integral  ist  ^(tt/üyd  and  zur  Beslim- 

vwig  der  sechs  Fiinktienen  bat  man  die  folgende  Gleiehung : 


Digitized  by  Google 
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(a)  («•+^+»»)(»i55  +  ^irfi  +  3"^ 

■ 

Man  aberzeagt  sich  leicht,  das«  die  vier  ver0<;hie(ieaen  Fiinktiotteii: 

ci=:iwari—xwi,   ß=^ifWi—wyg,  y^xyx'-yxx 

und 

^^wwi-i-xxx^ryyv 

geiiflgen.  Um  noch  zvrel  weitere  Funktionen  na  erhalten«  elinii*f 
nire  man  die  vier  VerJInderlichen  t0|,  yy  und  »  mit  Hilfe  der 
vorliegenden  Funktionen.   In  dieser  AbMcht  bilde  man  stinäehal 

die  Werthe: 

(iir'  -f     -f  y'^)Xi  =.  aw    dx  —  yy , 
(w^i-x^'\-y^)yi  =- ßw^^x -^Sy, 
und  die  Elimination  von  toi ,  ^|  und  yi  fährt  auf  die  neee  Gleichmig: 

Um  nun  auch  w  zu  elimiuiren,  iiat  mau  die  Uleichupg : 

♦  * 

«^^/Si» +  yio«0. 

An  die  Stelle  von  ae  nnd  y  fahre  man  aber  zuvor  noch  die  neuoe 

Veranderlicheo  r  =;  V v>^  i- x^ i- y^  und  ein.   Man  hat  desi- 

«r 

halb  einzusetzen: 

dt     vn  dx     dt  X  dx      \  dx     ^  _  ^  •  ^5  ' 

* 

«nd  maa  «rhUt  die  folg«ade  Gieichung: 

>  ♦ 
♦ 

da  nämlich  ^=-(a+/5#)  ist  Zur  Bestimmung  der  (tlnften  und 
sechsten  Funktion  hat  man  demnach  die  beiden  Gieiehuageni 
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^dt  —  —  =0   und  7 — .  a  \J^*t,i  .  «\  +  0. 

h  äm,  Bwberigeo  M  nach  uiui  naicli  fSr  drei,  vier  und  mehr 
Ferlnderlicli«  gezeigt  werden,  daee  die  Funktieiien  »  ß  y....»  welche 
der  partiellen  Differentialgleichung : 

Genfige  leisten,  in  vielen  Fillen  ans  einer  Differentialgleichang 
der  ersten  Ordnung  mit  nur  xivei  Veründerlichen  erzielt  wer- 
den« Wenn  nnn  aller  die«  nicht .  mrigJHrb  ittt,  da  nftmlich  die 
QrHeaen  u  ß  y         unniitteibar  ale  Funlttionen  von  mehr  9A^ 

zti'ei  Veränderlichen  dargestellt  werrlen  uiiitisen»  90  schlafe  man 
flen  fdlgciiden  Wej;  ein.  Mau  gelje  dir  iinliekannten  Fiinktiou 
ver-uchsvveise  eine  hestininite  Form  in  Bexiig  auf  eine  ocler  auf 
mehrere  vou  den  VeränderUcheu  xyaw*^  Man  schreibe  aUo  Ii. 

Bsslz  -f  fi,   tt= \    +  V,  WO  Jl,  fi,    noch  anbestimmte  Fe nktie* 

len  der  übrigen  Veränderlichen  y  x  w ....  sind.  Diese  Funktionen 
setse  man  in  die  Gleichung  (a)  an  die  Stelle  von  t  ein.  Man 
ordne  nach  Potenzen  und  nach  den  sonst  noch  Torkoaunendep 
Fmktionett  derjenigen  Veränderlichen»  deren  Voricommen  festge- 
stellt worden  Ist»  um  dann  den  gemeinsamen  Falitor  jeder  ein- 
lefoen  Funlitlon  fflr  sich  verschwinden  an  lassen.  Anstatt  der 
(SIeiehung  (a)  hat  man  dann  mehrere  andere  partielle  Differentiaf- 
pleirliungen  der  er*iten  Ordnung  uiul  des  er8ten  (irades,  woraus 
die  jjo^h  unbekannten  l^lieder  der  fraglicben  Funktion  zu  bestim- 
men sind.  Die  aficenommene  Form  der  Funktion  inuss  aber 
»so  einnerichtet  sein,  das.««  die  vorliegenden  Differcnfialgleiclinngen 
durch  schickliche  Eliaiinationen  in  andere  partielle  Differential- 
gleicbnngen  der  ersten  Ordnung  und  des  ersten  (<rades  übergeben» 
Ton  der  Art»  dass  dieselben  in  einer  bestimmten  Heibenfolgc  sich 
Istegrlren  lasaent  da  dann  von  den.  noch  unbekannten  Gliedern 
jedesmal  nur  ein  eluiiges  als  abhängig  Veränderliche  auftritt. 
Dies  ISset  sich  In  allen  Fillen»  und  um  so  ^her  erreichen»  je 
mehr  Ver&nderHche  .t.*«.  Inder  gesuchten  Funktion  schon  durch 
ilie  Vorauseetsung  festgestellt  sind.  Es  kommt  nur  darauf  an»  dass 
man  auf  diesem  Wege  für  die  unbestimmt  gebliebenen  Glieder 
Werthe  findet,  wolche  allen  Differentialgleichuai^en  Genut^e  lei- 
sten. Denii  wenu  man  nicht  allen  jenen  Differentialgleichungen 
genügen  kann,  so  muss  man  die  Voraussetzung,'  von  der  man 
ausging,  verlassen»  uiu  diceeibe  Untersuchung  auf  eine  aadece 
Viuaiii«eta«iig  m  gnMiden.  ... 
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jS4  Weiten  imtesrMet^^iier  pmrtttim  M0^enliä^€k$mgen 

Insolfni  M  9»  eben  angeilealelea  EeeUNniig  ein  oni  4ie* 
selbe  Uübekaiinte  Grftsee  glekhseitig  in  roebreren  parMleo  Ulf- 
ferentialgletchungen  eoflritt,  bat  mftit  es  noch  mit  einer  anderen 

Aufgahe  zu  thun,  deren  LüsQDg  einer  besonderen  Betrachtung 
bedarf.    VVeDu  nämlich  ausser  der  partiellen  UifferenUalgleicbung 

noch  eine  andere  partielle  Differentialgleicbung  mit  denselben  Ver- 
äiideriicbeD 

■ 

„  dz        dz     _,_  dl  , 

öder  auch  noch  mehr  derartige  Differentialgleithungen  vorliegen, 
so  darf  man  nicht  erwarten,  dass  sich  immer  eine  Funktion  6n- 
det,  welche  gleichzeitig  die  verschiedenen  partiellen  Differential* 
gleichungen  erföllt«  Wenn  aber  die  Coeflizienten  dieser  DIffe* 
rentialgleiehotigeii  die  erforderlichen  Bedingungen  eingehen,  to 
kann  es  vorkommen,  dass  nicbt  aUein  eine  derartige  Funktion 
fiberbanpt  besteht,  sondern  dass  diese  aucb  wlllkflbrlicbe  Fanktio> 
neu  der  VerSnderlichen  elnsebliesst.  Wie  man  so  der  allgesieln- 
sten  Gleiehung  gelangt»  welcbe  den  verscbledenen  partiellen  Dif- 
ferentialgleichungen gleichzeitig  GenGge.leistet«  dies  soll  nun  noch 
gezeigt  werden. 

Die  Methode,  der  man  sich  dabei  bedient,  kann  leicht  aof 
jede  Anzahl  partieller  Differentialgleichungen  ubertragen  werdeoi 
wenn  sie  einmal  für  zwei  partielle  Differentialgleichungen  festge- 
stellt Ist  Wir  beschränken  uns  Eier  auf  die  beidoM  Qleicbungen : 

Die  endfiehe  Glelebnog,  welche  ^eletizeifig  genllgt«'  s^i  r  fisO. 
Man  kann  dann  diese  Glelcknngen  auch  In  der  Form : 

anschreiben.  Das  allgemeine  Integral  der  Gleicfiung  1.  ist  be- 
kanntlich (p{aßy  )  =zO,  wo  <p  eine  witlkührlichc  Funktion,  «  ß  y.... 

aber  n  bestimmte  Funktionen. der  »4-1  Veianderlicben  zyxw>*»* 
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sind,  welclw  Att  Gleiehtinfij  (a)  an  der  Stelle  von  %  Genfige  lei- 
sten. Nan  hat  mao  aber  die  irettere  Aul^abe^  die  Funktion  9 
tro  mugiich  so  anzugeben,  dass  9  =  0  auch  die  Gleichung  2.  he- 
friedigt.  In  dieser  Absicht  betrachte  man  die  Grösse  x  auch  in 
der  GkiidiaDg  (b>  als  Funktion  der  Verändeilicheii  äßf,,.,  und 
•etie  also: 

dt       dt  da      dx  dß      dt  dy 

dx  dt  da      dt  dß  ,  <^  , 

ds,^  di^^  dß  di  ^  dy 


dt    dsdu     dt  dß     dt  dy 


••9 


Schreibt  man,  die  Gleichung  (b)  abkOriend  In  der  Form  (r)  sx  ^ 
M  hat  man  die  transformirte: 

Mail  eliminire  in  den  CoeÜizienten  (a),  (ß),  (y)....  von  den  n-{-l 
Veränderlichen  zyxw.*,,  irgend  n  mit  Hilfe  der  Funktionen  aßy.,,. 
Wenn  bei  dieser  Elimination  zugleich  die  letzfe  Veränderliche 
hinausfallt»  so  hat  man  die  (leuissheit,  dass  sich  rp  in  der  ange« 
gebenen  Weise  bestimmen  lässt.  Aber  auch  dann,  wenn  nach 
Tollsogen  er  Elimination  die  letzte  V  eränderliche  In  der  transfor- 
mlrten  Gleichung  (h')  zurückbleibt,  kann  es  Torkoromen,  dass  eine 
eodliche  Gleichung  s:MrUchen  den  Terfinderficfaen  « /9  .  •  •  i>esteht^ 
welche  GenGge  leistet.  Denn  ordnet  man  alle  Glieder  nach  Po- 
tenien  und  sonstigen  Funktionen  der  surfickgebtiebenen  Verftn- 
derlichen,  so  zerftllt  die  Gleichung  (b')  in  mehrere  andere  par* 
fflelle  ;Pillerentialglelcbttngen ,  aus  deren  jeder  die  Grüsse  t  als 
blosse  Funktion  von  aßy,...  hervorgeht.  Diejenige  Funktion  aber, 
welclie  auf  dem  soeben  angegebenen  Wege  dargestellt  wird,  da- 
mit nie  alle  diese  partiellen  Differentialgleichungen  befriedigt» 
genügt  auch  den  beiden  Differentialgleichungen  1.  und  % 

18b  Es 'seien  ^u  Integrires: 

1*  wdi  -f  «^^^  =  0^ 


• » > i  k  k 
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226   Weiler:  Inlegrnilon  der  parUeUen  Di/fermtiaigieichmigen 
I 

Das  arfi^empifte  Infesfral  der  CSIeichunj»  1.  ist  «>)  ==0, 

worin  u^wz-i^xi^   Die  Gleicliang  2.  geht  dessliaU)  über  Ui: 

DijB  Ellimiialba  to«  »  mittels  u  giebt: 

dx       dz       dt  „ 

ww^Mr  wvnF 

Würaus  T  in  der  That  als  Funktion  von  w  x  u  gefunden  wird.  Das 
allgemeine  Integral  viz^»  w)^^*  ^^^^  ^^^^  Gleithimg 


ist  xagleich  das  allgemeine  Integral  dej  beiden  Gfeichungen  I.  und  2. 
Id.  £s  sei 

lind 

Das  allgemeine  Integral  der  Gleichung  h  ist  g>(avw  «)=0»  iroiiii 


IX  SS  — —  • 

Die  Gleichung  (b')  zeigt  »ich  in  der  Form : 

0»')  +^»H*^(yÄ+«S>=^ 

I 

Dm  9  mittels  a  «u  ellmlniren»  sebreibe  man: 
Dataus  findet  mau  die  Wertlie:  / 

Setzt  man  dies  ein,  so  erhält  man  die  ueue  Gleichung: 
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Dabier  et  als  Beständige  ftuftifiti*, .  so  selgt  «ich  das  allgemeioe 
htegral  in  der  Form : 

1x^4-1  a*— 1 

und  diese  entspricht  gleichzeitig  den  beiden  Differentialgleichan- 
gen  1.  und  2* 


20l  Hat  man  die  beiden  Gleichungen 


a         rfi  -       dt  ^     dt  ^      dz  ^      dz  .     dz  - 
M  schreibt  man  das  allgemeine  Integral  der  ersteren  Gleichung 

S?  V  * 

lader  Form  z=9>(a  ^fOi  ^|  ^i),  worin  a  =  —  und  >o  setzen 

ist   Die  andere  Gleichung  geht,  wenn  x  und  ^  durch  die  neuen 
Veränderlichen  a  und  ^  ^rsetoi  werden»  über  in: 

Hin  muss  hier  xerlegen  In  die  beiden  s 

W  -f-        4"  ß     """Ol  ' 

dwi       äxi  difi 

Dar  IcMelen  genigt  man  dnreh  ts=9(«  j9  /  worin  y = «|  aw^ 
and  ^^fft  ~^ßu>\  ist  Wenn  man  «|  nod  yi  durch  die  neuen 
Verinderlichen  jrmd  d  ersetzt»  so  geht  die  erstere  Glelchungtlber  in : 

dl     ,.dz         ,  dl  ^dz^ 
Aber  diese  Gleichung  serfötit  vv;iedBr  in  die  beiden: 

d 

Ans  der  letzteren  erbiilt  man  z^fpiiitßB)^  worin  c^-  sn  setien 
ist.  Die  erstere  kommt  dadurdbi-in  die  Form: 
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Weiler:  InlegraHm^  üer  pmUeUen  Differeniialgletchvngen 

« 

und  liefert  so  die  Gleichiinj»  z—^{i,  ß  —  af),  welche  zugleich 
das  allijcnieirie  Integral  der  Differtutialgleichungen  1.  und  2.  ist. 
Wenn  luaii  die  ar«pr(ingltclieii  V  eränderlichen  wieder  eiiiseUt»  soiaLt 

r  <  ■ 

< 

Da»  aiUgeaieipe  integral  seig;t  sieb  dann  in  der,  Porm: 

^        ~~  ^tog '    looTi  —awi ) ' 


tlalSlelehaniieB. 

'Ea  seien  die  n  Veränderlicben  yxw**,.  als  Funktionen  eiii^* 
andern  Veränderliche^  1  zu  bestimmeii»  da  nämllcb  die  n  iatei- 
cbnogen; 

u.  s.  w. 

'  ♦  ♦  . 

▼erliegen»  werln  die  GrSsaen  Z  YX  IF,,,«  irgend  Fonkdenei  der 

n-fl  VerSnderlicb^n  ztyxfe«..*  voratellen.  Um  tnnieiuift>di»'ll»< 
bekannte  y  an  beatimmen,  wird  man  die  übrigen  n-«*!  abhangi^io 

Veränderlichen  eliminiren.    Denn  auf  diesem  Wege  gclaogt 

man  zu  einer  Differentialgleichung  der  72tcn  Ordnung  mit  den  bei- 
den  Veränderiiclien  1  und  woraus  dann  die  Grösse  y  ala  Funk- 
tion  von  z  hervorgeht.  Au.<  der  Gleichung  1.  bilde  man  durch 
wiederholte  Differeutiatioo  die  Gleichungen«  ^ 

Y      Y  Y  ^  T 

dz^^  d^^  dx        ,dm   . 

^    dY,.dY,  Y    dY,X    dl\  W  _ 

. 

■  .a*  a*  w. 
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,      erster  und  %weUvr  Ordtiung,  ^ 
iMd  zuletzt  auch  die  Gleicbuiig - 

• ,       =^  iiTJ  Hf  z  +  ~lür  i  +  "IST  z^-"- 

Alsdänii  «IHtoliiiro  man  die  fi— 1  ütirl^en  Unbekantiten  aus  .den 
Gleiehvtigen  1.,       3'.,..f.n',  und  dieemhrt  auf  die  erwihnfe 

Differentialgleichung  der  Ttten  Ordnung  mit  den  beiden  Veränder- 
lichen y  und  2.  Das  allgemeine  liiteüral  dieser  Diflfcrentialiilei- 
clning;  mit  seiniMi  n  vvilikiih fliehen  Bestfindii^en  liefert  den  allge- 
meinsten Werth  y  Funktion  von  :  dariieslellt,  welcher  den 
Gleic}nin^t;n  J.,  2.,  3., ....  n  entspricht.  Werm  nian dassellie (7? — l)mal 
uach  einander  der  Differentiation  nach  z  uiiteruirft,  und  dann  an 

die  Stelle  der  n  —  1  Differentialquotienten  ....  ^-r-"?  die 

^  dz  dt^  «2"^* 

ava  den  Gleichungen  \,,  2'.»  3'  (11  —  1/  sich  ergehenden  Wertbe 

einsetat,  so  hat  man  noch  n — 1  andere  endliche  Gleichangen^ 

woraus  auch  die  it—1  übrigen  Unbekannten  x,  «o....  al«  Funk- 

tioneh  von  i  und  db  fi  wUlkabtlk^ett  Beständigen  Mb  entfdckelnr 

lassen.  i 

Es  ist  bekannt,  daas  man  das  allgemeine  Integral  einer  Dlf- 
feientialgleicbiing  der  nten  Ordnung  mit  at^ei  Veränderlichen, 
wnit  den  n — 1  Differentialgleichungen,  welche  dvroh  n-rl  auf 
eoander  folgenden  Differentiationen  darana  abgeleitet  worden 
Mpd,  auch  durch  die  n  ersten  Integraltbrmen  jener  Differential* 
isletchung  der  nten  Ordnung' eraetaen  kann.  Nachdem  man  diese 
M  ersten  Integrale  oder  die  ft  verschiedenen  Difforentialgleichun* 
;;en  der  (ii — l)sten  Ordnung,  durch  deren  einmalige  UiQeieitiiatiou 
jene  Oifferentiatgleicbung  der  nten  Ordnung  zuiu  Vorschein  kouimt, 
in  den  Formen : 

,  j9  =  A,  ]^sc,  u  s.  w. 

aafgefunden;  hat,  worin  o,  6,  e,..,.  die  wiltkO'hrlichen  Beständi- 
gen sind,  so  wird  man  darin  an  die  Stelle  der  Dlfferentbtqno* 

tienten        52***'*^i"i^  diejenigen  Wertbe  eioc^etzen,  welche  aus 

den  Gleichungen  I.,  2'.,  3'  (n-^I)'  sich  ergehen,  um  wieder 

IQ  den  endlichen  Gleichungen  au  gelangen ,  woraus  die  n  Unbe* 

Icannten  y,  w  als  Funktionen  von  z  und  von  n  viiHkühr- 
lichen  Beständigen  ent^vickelt  werden  können. 

Id  einzelnen  Fällen  wird  es  Übrigens  vorkommen,  duM/die 
Gleichungen  1.,  2',  3^  (n — 1)'  nicht  alle  erforderlich  sind,  «n 
4ie  Elimination  der  1  Unbekannten  d?,  ^  ^  Stande  an 
IwMiSen,  da  hei  der  Eliminatinn  Von  irgend  einer  sogleich  noch 
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andere  von  diesen  Unbekannten  w.egTaUen  kUnnan.  Wenn  ohd 
bei  diet»er  Elimination  die  m  letzten  von  den  Gleichungen  2'.,  3'.,.... 
....  (n — 1)'  unbenutzt  bleiben,  entsteht  eine  Differentialgleichung 
von  der  (» — m)i<^u  Ordnung,  und  der  allgemeiiie  Werth  y,  ab 
Fu?ik(ion  von  t  ausgedrückt»  enthalt  nur  n  —  wi  willkübtÜche  Bf(* 
ständige*  Ferner  getaugt  man  auf  dem  vorhin  angegebenen  Wege 
nur  2U  ii'^m  endlichen  Gleichungen  ziviseben  den  Verftnderlichep 
z^xwn**^  W^enn  man  sich  derselben  bedient«. uro  aus  den  Glei- 
chungen 1.9  2», 3.,  •»..  n  von  den  abhängigen  Verfinderllcbenjf  artr«- 
irgeiid  n  —  m  su  eHniiniren»  so  behalt  mfin  m  verscbledeiye  Differ 
rentiali;leichungen  der  ersten,  Ordnunt;,  durch  deren  Integratioa 
auch  die  übrigen  m  endlichen  Gleichnn^^en  zwischen  den  Ver^n' 
derliclieu  lyxw*,,,  wie  vorhin  aufgeiundeu  »erden. 

Nun  kann-  man  aber,  uro  das  System  der  n  Differentialglsh 
ehwigen  t 

u.  s.  w« 

an  integfiren,  noeb  einen  andern  Weg  einseblageiK  Man  kaas 
nSmIieh  unmittelbar  diejenigen  enditehen  Gleichungen  darstellen, 
ivelehe  aus  den  obigen  n  ersten  Integralen  s 

«SA,  ß^b,  y  =  ^  u*  s.  w, 

abgeleitet  \^  «^rden,  indem  dort  die  aus  »len  (ileichunjj^en  1.,  2'.,  3'.,.... 
(n — I)  sit'b  ergebendeu  Werthe  an  die  Stelle  der  Differeutia^ 


•••• 


quotienten  ^»  d^""d^^^  einsetii  Da  dann  die  Gritssen  ußy*- 

als  Funktionen  dern-fJ  Veränderlichen  lyxw,»,,  auftreten,  von 
denen  alle  übrigen  y  x  w  selbst  wieder  von  der  ersten  Veriii)- 
derlleben  s  abhängig  gedacht  werden,  so  erhält  ipian  durch  die 
Dtfetentiatien  von  «sss«  die  Gleichung  i 

du     du  dy     da^  dx^     da  dw         _  ^ 
^+^£+^8:  Ä  

dy  dx  dw 

Man  setze  hier  au  die  Stelle  der  Differentialquvtieuten  '2—* 

die  Wertbe  ein,  welche  aus  den  Gleichungen  1.,  2.,  3.f*** 
henrergeben»  «nd  man  «rhflii  ee  die  pMHeNe  DIffercfnüalgleidmBf : 
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Hierans  falgt  denn,  da««  jene  endlichen  (•lelchnti^en  Obere! nstim- 
nend  shul  mit  den  n  verschiedenen  Fuiiktioaeii  er«  welche  der 
pilMten  üifferentiaigleicbeiig  (a)  ÜSenfifte  foieten«  - 

'Bie  Integmtioh '  de«  ohiiten  Systems  von  Diflerentfatj^feiehitn- 
gen  läast  «rfch  demnach  auf  zwei  durchaus  verschiedene  Aufsahen 
»iirnckfilhren ,  ^velclle  beide  sch<»n  früher  ihre  Erledi^iiini^  {^efun* 
den  lialien.  Wenn  es  sich  (larma  liandelt,  zu  eiits(  lieiden ,  ob 
man  den  einen  oder  den  anderen  Weg  einsehla!»en  ^<>lle,  so  \Mrd 
man  eben  die  Hilfsmitte!  mit  einander  verijleicberj ,  deren  sich 
die  Iiitei^rairechnuns:  bedient,  um  die  eine  nnd  die  andere 
Aufgabe  zu  b'isen.  Was  die  letztere  Aufgabe  betrifft»  namiicb 
die  Intefj^ation  der  partiellen  Differcntialglcicbuog : 

«•  hedaff  dieselbe  hier  keiner  weiteren  Besprechung,  da  dies 
den  tvegenata^d  der  Untersuchung  in  dem  vorigen  Abschnitt  aus^ 

Riaeht.  Dagegen  soll  hier  die  Integration  der  Differentialgleichung 
nter  Ordnung  mit  zwei  Veränderlichen,  auf  welehe  die  Integration 
des  Systems  in  (Um  ersten  Falle  zurü(;kgefübrt  wurden  i«»ts  näher 
i«8  Auge  gelasst  werden. 

Um  diese  Aufgabe  zu  lösen,  bedient  nrnn  sich  der  Methode 
^  integrirendeu  Faktors.  Es  kommt  iiänilich  darauf  an^  dass 
aan  versuchsweise  eine  Funktion  k  angehe,  worin  von  den  n-f  1 
Veränderlichen  y"****^^^^  des  ersten  Integrals  wenigstens 
<lie  eine  ^"^'1  festgestellt  ist  Damit  multiplixirt  man  die  Oiffe* 
lentialglelchung  der  nten  Ordnung,  und  die  Annahme,  dass  man 
ilflnn  ein  vollständiges  Differential  vor  sieh  habe,  fuhrt  auf  die 
ireitere  Bestimmung  des  integrirenden  Faktors  %  nnd  dann  auch 
auf  das  erste  Integral  flf  =  c  selbst,  wenn  die  Voraussetzung, 
welche  der  Rechnung  zum  (»runde  liegt,  fiherhaupt  zulässig  ist. 
Schreil)t  man  iiändieh  die  Diiieientialgleicliung  der  «teir  Ordnung 
in  der  Form  Fy("i-t-Z  =  0,  wo  Fund  Z  irifend  Funktionen  von 
....  sind 9  so  bat  man  das  vollstiindige  Differential: 

Dieses  serföllt  in  die  beiden  Gleichungen: 

« 

Aas  der  ersteren  erhält  man  den  Werth: 


* 
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wari»  Anm  iiMh-  anbaimiiite  iMttiwi  rm  t^Tj^  **^*^^^  ist 
Di*  lii«M  v«flLoaiiiie|id«-  Inftgrutioa  \ßlm^  «ieb  «tgleich  «ttsAA« 
raii»  da  s  i«  Bemfc  a«f  die  VarUndaHicfae  y»^)  Ibeatimmt  iflt 
Man  scitfrilit  fYwAi^^^cr^a^  whI  die  Gleiehung  2.  gelit  deoo 
ttber  le« 

Wail  die  Verlinderltclie  in       niciit  Torkommt^  eo  wird 

man  hier  nacli  den  verscliledenen  Potenzen  nnd  den  sonatigeD 
FtttiitttoRen  TDti  oriflnen,  Hin  dann  den  gemeineamen  Paictor 

jetler  einzelnen  Funktion  ftir  sich  ver8ch\rinc)cn  zu  lassen.  Die 
Gletvhuiig  4.  zerfällt  au(  Hiese  Weise  in  mehrere  aiulere  partielle 
Differentiali^loichunfi^eii,  welche  zur  Bestimmung  von  und  der 
öbrigen  unbestiniinten  Glieder  von  %  zu  benutzen  eind« 

Man  Itann  die  Rechnung,  wodarch  man  an  dem  ersten  Inte- 
gral a  =  c  gelaugt,  poch  anders  einrichten.  Man  kann  nänilicb 
die  Üifferentialtfleichung  der  wteu  Ordnung  Z  =  0  sogleich 

als  partielle  Differen Malgleichung  der  ersten  Ordnung  mit  dea 
n  ^\  V  eränderliclien  i  yy'  »„,  y^^-^^  auffasaen.  Maf)  eliininire  ao« 
den  beiden  Gleichungen : 

1  ^«  Y 

^  da     da  ,     da    „  ^       .      da  , 

die  Unbekannte  x,  und  man  gelangt  so  zu  der  partieUen  DÜfe* 
tentialgieichung : 

(b)  ' 

/da    da       da    „  da         ,A     ^    da  ^ 

worauf  die  'Panlillon  «  Terimehsweiee  ermittelt  werden  Irann. 
Die  II  ▼ei«;hiedenen  Fonictienen  a,  weldie  dieser  Gleichung  ge- 
nügen ,  eind  gleichbedeutend  mit  den  n  eraten  Integralformeo  der 
Differeotialgieichung  Itter  Ordnung  F;^«)-|- ZssiK 


Digitized  by  Google 


WenD  tnan  veranlaSMt  ist,   liei  dtt  Iq^^^gration  ^imtr  ÜiflTip- 
rentialgteickuiig  der  n(en  Ordnimg  mit  xw9\  VerSoderlichen  die 
fUf^ude  des  .iiitc^tireiiflefi  F^ktirs  tliefiem   andere»  VerfahrcTi 
TQKmxi^hen»  wolcJi«»  das  «rste  Inleisnil  olm^  4io  HHf«  janr»  Fais*  t 
hn»  mmiittelbar  dar»telU,      ll&»«t  «ieh  n«r .  die«  dkiffir  atiffilireti, 
ilia«  dar  iiitegrireode  Faktor  gewoliiiiicb  diircli  ^kie  <  eliißi^liwe 
Fonktioti  dargestellt  i«t  alfs  daf»  er«te  Integral  «lelber;  und  das« 
'  also  auch  auf  dem  erj<teren  Wej^e  im  Allgemeinen  die  elnfaeher« 
Voraussetzung  zu  dem8e}b**n  Ziele  iiihrt.    In  der  Tliat  hat  man 
'   vorhin  gesehen,  daas  die  Annahme  des  integrirenden  Faktors  % 
I  den  Werth     =r /Yx^/?/«-')  +  cto  zur  Fol^re  hat,  »vas  denn  doch 
1  gewöhnlich  ein  ueniger  einlacher  Ausdrurk  sein  wird,   als  jenes 
1  x  aelbat   Alan  siebt  ein»  datia.das  eine  und  das  andere  Verfak« 
I  f^w^hi  weientlich  von  einauder  abweichen ,  da  beide  doch  immer  ,  ^ 
i  MF  von  der  veisurhs^ eisen  Bestimmung  derjeiügeD  Fuukti<a  ah* 
'  biig^B^ welche  der  partielJen  Differentialgleickung  (ibjGenQjse  leialep. , 

I        61«  dabin  also  bat  die  Vergleiebang  der  tive)  ven^eliiedeaeB 

Aufgaben,  auf  welche  die  Integration  aInes  Systems  von  Differeu- 
tialgleichuogen :      ,  . 

^di"^^'  ^dz-^' 

zordckge fahrt  werden  kann,  noch  keinen  hinreichenden  Grund  er- 
fdNio,'  den  eim*ii  oder  den  anderen  Weg  Toi%uziehen*   Dock  lli^t 
I    dii  fioleher  'Gntnd  mm '  nicht  mehr  fern,  tn  dem  ervteren  Falle 
ha  man  nftmllcb  die  partielle  DiHerentialgleichung : 

,  r,(la  ^,  da.        €la  da  _ 

I 

\    fieron  r'oeftizienten  Hnnsitfefl»ar  c^oneljen  sind.    In  dem  anderen 

I   Falle  aber  bat  man  die  partielle  (Jifferehtialgleichung: 

i      ■  (i>)  , 

-Vrfcf  ,  da  ,      dn  ^     da      ,    ,A     ^  da 

deren  CoefBzieuten  Y  und  Z  durch  weitläuftige  Oifferciitiatiunen 
Qiid  Eliminationen  zu  entwickeln  sind.  W  enn  die  Funktionen  der 
Gleichoag  (jb)  vortbeilbafter  ^ich  darstellen  lieascn»  als  die  der 
Oteichnng  (a)«  so  konnte  dies  schon  Veranlassung  sein»  dl^enl- 
I  gm  Rficbi^ngeu  dorckziifährep»  wodurch  die  erstere  GJelclinng  (b) 
(  ^tstekt  Wenn  man  sich  ^aber  ernwert«  In  ireldiem.  Znsammen. 
klage  die  Fanktionen  der  Gleichung  (Ii)  xu  denen  der  Gleichung  (a) 
•tehen,  so  sieht  man  ein,,  dass  die  erstere  nur  eine  7raiislorni^- 
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tion  der  letzterM  Ist.  DieM  Tituiftlbrmattoii  kommt  dadofdi  »i 

Sfande,  dass  man  an  die  Steile  der  Veränderlichen  o:  10  ....  yi— 1 
andere  Veränderliche  y"  ....y«— in  die  Gleichung  (a)  einsetzt, 
von  solcher  Beschafifenheit,  da»«»  die  CoelGzienten  der  Differen* 

tialquotienten  j^»  ^^''"rf?/»-'^)  tranaformirteii  GleiehiiDg 

der  Heihe  nach  die  ueuen  Ver&ndorÜchen  y'y"  selbst 
sind,  nachdem  nmn  den  Coeffizienten  von  ^  der  Einheit  gleicb 

gesetzt  hat.  Die  hierin  ausgesprochene  Anforderung  an  die  Be- 
schaffenheit der  neueo  VeränderlicbeD  ist  aber  eine  durchaus  ge- 
waltsame»  da  sie  in  gar  keiner  Beaieliiing  steht  zti  der  Form  dci 
Fonkfionen  u  ß  welche  der  nrsprilnglicheti  partiellen  Differen- 
tialgleichung (a)  Genüge  leisten.  Man  darf,  desshalb  andi  nicht 
erii^arten,  dass  die  it  Funktionen  »i  p'i  n*-*'»  -  welche  der  oeueo 
partiellen  Differentialgleichung  entsprechen,  einfacher  sieh  Ml* 

drücken ;  als  die  Funktionen  aßy          Mit  deiuößlben  Rechte  dürfte 

man  anneiimen ,  dass  dieselben  im  Kegentheii  schwieriger  sieb 
darstellen,  als  die  ursprünglichen  Funktianen.  Wenn  mau  welter 
in  Erwäi^iH)^  bringt,  dass,  nachdem  man  die  ersten  Integrale  der 
Differentialgleichung  der  ?iten  Ordnung  l''^W  +  Z  =  0  dargestellt 
hat,  die  vorhin  eru ahnten  Eliminationen  im  umgekehrten  Smne 
sich  niederholen,  da  niimlicb  an  die  Stelle  der  Differentialqao- 
tienten  ^y" jene  n— »1  Veränderlich en  ar  to....  wi«ler 
eingesetst  werden  sollen»  so  nnterliegt  es  keinem  Zweifel»  «bm 
man  die  Integration  des  obigen  Systems'  von  Differentlalglelfitaa- 
gen  vortheilhafter  von  der  Integration  der  partiellen  Dlffereo^- 
glelcbung 

abhängen  lässt.  - 

Wenn  wir  uns  in  diesen  BIKttern  nur  auf  solche  Untersuchungen 
einlassen  wollen,  welche  dem  eigentlichen  Zivecke  der  lote- 
gralreohnung  forderlich  sind,  so  war  es  denn  doch  nicht  fibtr- 
fldssig,  auch  die  andere  MethodOi  welche  das  System  von  Dllfe- 
reotlalgleichiingen  der  erstep  Ordnung  auf  eine  Diff«^entia1|^eldNmg 
der  Ilten  Ordnung  surfickführt,  in  Ihren  Elttzelnhelten  auä'tBtaiii* 
der  KU  setaen.  Denn  wenn  wir  uns  jetat  flfr  den  Cebnpelf -der 
Glelehung  (a)  entschieden  haben,  so  stfitit  sich  dieser  Attsspmcli 
doeb  auf  dle  Veraussettung,  dass  man  bei  der  Integration  der 
Differentialgleichung  nter  Ordnung  Y^/^"*)  Z  =  0  zunächst  eio 
erstes  Integral  be;?tiHinien  müsse.  Es  giebt  aber  eine  Gtoppe 
von  DiffereotiaigleichuugOD,  für  welche  dies  nicht  uotb wendig  ist) 
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iIb  man  oiiie  andere  Methode  der  Integration  kennt,  welche  tin* 

iniUelbar  die  endliche  Gleichung  mit  ihren  n  wülkührlicheti  Be- 
ätindigeii  herbeiführt.  Dies  sind  die  linearen  Diflferential&(leii liuii- 
gen.  Da  man  es  bei  deren  Integration  nicht  mehr  mit  der  Dar- 
stellung einer  Funktion  von  9f -f  1  Veränderlichen  zu  thnn  hat, 
sondern  sogleich  eine  Funktion  mit  nur  zwei  Veränderlichen  er- 
I  iMilt,  80  liegt  hier  allerdings  eine  einfachere  Aufgabe  vor>  alu 
dies  die  Integration  einer  partiellen  Differentialgleichung  mit  rt-f  1  , 
TerSnderlichen  tot.  Weno  also  das  System  der  Differeotialglei-  ' 
ching«!! :  * 

Z%^Y.  4^=A.  ......  . 

doreh  die  Elimination  der  ahhlingigen  Veränderlichen  xw....  auf 
eine  lineare  Differentialgleichung  der  ?iten  Ordnung  Z  =  0 

tührt,  80  können  diejenigen  Rechnungen,  welche  zur  Entwicke- 
long  dieser  Differentialgleichung  erforderlich  sind,  durch  die  Vor* 
tbeile  jener  anderen  Methode  aufgewogen  werden»  deren  man  sich 
m  integratiou  der  linearen  ^DifferentialgleSehangen  bedient. 

Insofern  man  nun  veranlasst  ist,  die  Differentialgleichung  der 
nteu  Ordnung  F^(")  i-  Z  =  0  der  partiellen  Differentialgleichung 

Wi  der  liit^gratioa  des  Systems  von  Diflferentialgleicfaungen. 

rorattsieben,  ^Ird  man  alieb  >  wenn  es  sidi  am  die  Bestimmeng 

derjenigen  Funktionen  handelt,  welche  der  partiellen  Differential- 
gleichung (a)  genügen,  vorth^ilhafter  aus  jenem  System  von  Diffe- 
reotiaigleichungen  die  Differentialgleichung  der  nten  Ordnung 
F5f(«)-f  Z=:0  ahleitori,  iüü  dann  jene  ??  FuTiktionen  auf  dem  früher 
angegebenen  Wege  zu  erzielen.  Damit  erhält  man  denn  ein  neues 
HilDsinittel  für  die  Integration  der  partiellen  Differentialgleichung 
der  ersten  Ordnungt  welches  nicht  selten  Tor  den  in  dem  vori* 
gta  Abaeboltte  gegebenen  den  Vorzag  hat 

Wenn  n  DiCTereatialgletchungeu  der  zweiten  Ordnung: 

^disgien»  weriB  FJriF....  bestimmte  Funktionen  der  Vei-Snder- 
ffopis-.«  mid  det  DifleienHalqttOtlenteD  emter  Ordnalig 

16* 
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y%x%w%.,..  sind,  und  wMin  es  sich  flaruin  fiaudvlt,  die  GiAsstu 
yxw...,  als  Fuiiküoneu  von  :  zu  bestimmen,  t«o  kann  dies  durch 
die  Integration  einer  DifferentialiileichuTJij  der  ^wten  Ordnung  mit 
nur  zwei  Veränderlichen  gescfulien,  Diiin  ^^enTi  man  aus  <k«i 
obigen  w  Gleichungen  die  w  — 1  UnbekauDten  a  w  ....  elitnuiirt,  io 
behält  man  eine  Üifferentiaigleichung  mit  den  beiden  Veränderlicheojf 
und  t.  Maa  bilde  deMhalb  ?or  Allem  die  lolgeoden  Diieretitiijd' 
gleichnngen : 

_dY,  dr,     dY,         dY,    dr,     .  „ 

U.     8.  W. 

und  zuletzt  auch  die  Uifferentiaigleiehung : 

(2«  —  ))' 

Darau-«*  lassen  sich  die  2n  —  2  Grössen  a:to,...a::U'z.  eliininlrefj. 
und  es  entsteht  eine  Differentialgleichung:  der  27iteo  Ordnung  mit 
den  zwei  Veränderlichen  ;/  und  t.  Nachdem  man  das  alleeiueire 
Integral  dieser  Differentialgleichung  aufgefunden  hat»  wird  man 
dasselbe  (2?t  —  l)mal  nach  einander  differeotiireo,  am  in  den  so 
eototehenden  Differentialp^leichongeD  die  aas  den  Gleicbuugeo 
1;,  2^,  3'.,  ....  ein -^2)'  eich  ergebenden  Differen^ialqaotieiiteii 

d^*  d^'"'ds^^  einzusetzen.  Man  bat  dann  im  Ganzen  2n  6lei- 

chuttgen,  swiecben  den  Verftnderlicbeii  und  den  Dile- 

reotialqaotientoii  der  eveten  Ordtiong  fjfm  ^»  «•••  Die  Elimieali«n 
dieser  letateren  aiier  liefert  die  n  endllcben  Gleichungen,  wn^ff^ 
die  Unbekannten  y  j:w  ....  als  Funktionen  von  z  und  von  2h  will* 

kührliclicü  HestMndio;on  sich  entwickeln  lassen.  Zu  demselboi 
Resultat  gelangt  man,  »%enn  man  anstatt  des  allgemeinen  Integrals 
sammt  den  272  —  I  daraus  abgeleiteten  Differentialgleichungen  die 
2»  ersten  Integralformen  jener  Differentialgleichung  der  2iiteii  Or<i- 
nuDg  gebraucht. 

Man  schlage  diesen  Weg  ein,  wenn  <lie  Differential* 
{^leichiing  der.  2/iten  Ordnung  linear  ist.  In  allen  uhrigep  Fäl- 
len wird  man  auch  hier  wieder  vortheilhafter  die  |>artielle  DU- 
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fefMtialgleicbttng  der  et»te)n  Ordnung  bilden,  lüoraii«  yamittelbu 
jene  9m  Punktion«»  liervArgeben,  welebe  ane  den  2n  erste«  Inte* 
grilformeo  Jener  Differentiaigleichuiig  der  2nten  Ordnung  eiiteteben, 

wm  man  an  die  Stelle  der  Differential quotienlen         T/Ts  7/72;;^ 

ik  Weitbe  aus  den  GU-irliungeii  J.,  2'.,  3'.,  ....  (2»  — 2)'  einsetzt. 
Beceicbnet  man  iriieiul  eine  jener  ersten  Inte <];:ral formen  durch 
t=:a,  eo  eutätebt  durch  die  Diffecenliattoii  nach  s  die  Gieicbung: 

(a) 

da    da        da         da  „  da      ^.  da  da  ^ 

Ä + ^y. + as + rfw  *  ••••  +  +         • = ^ 

Nviidem /mio  die -2»  Gleichungen: 

wfgeatellt  bat»  welehte  dieser  partiellen  üifferentialgleichiing  ge- 
nfigWy  bedarf  e»  nar  der  Elifnlnation  der  Dlfferentialquotienten 
9s^ti0k*..*,  um  zo  den  n  endlichen  Gleichungen  zwiechen  den 
Vfliinderlichen  tyxto,,,.  und  den  2»  willkührlicben  BeätSodigen 
ifrc...  zu  gelangen. 

h  Eseeien:  ^^^^j-p^-^, 
Man  bat  hier  die  Gleichung: 

da     da        da  a       ,    da  ^      da      ^  - 

gtnlgt  deneUen  Tor  Alten  doreb  — xgt  s6.  DmiU  mm« 

»an  die  Übrigen  Funktionen  von  z  und  von  den  nenen  Ver- 
btAnttcben 

"•••..II    .                      *  » 

^S^gig»  so  geht  die  parflelle  Dliorentiaigleiebung  Jlber  In: 


«  1 


Öimas  folgt,  daes  man  durch    ^  +       ^  =  0    oder  durch 
2e 

'^f'B^  genügt   Um  nun  die  Differentialqnotienten  jf»  und 

*H  Hilfe  der  beiden  b'i»  dahin  bekannten  Funktionen  zu  elimini- 
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r«n,  und  zugleich  ^  und  a:  durch  r  und  s  zu  ersetzen,  so  bemerke 
man  zuofichst»  dass 

oder  auch,  wegen  der  verlangten  Transformatioii : 

ist.  Man  erbSJt  dann  die  ^eue  Differentialgleichung: 
da  ,  Vcr^^'Iar^fi  da    6(1+  f»)  du 

•      .  ■  • 

Die  beiden  Funktionen,  welch«  hier  geniigen,  entetelien  dureh 
die  IntegraHen  der  Differentialgleichungen?  < 

  rdr    d$  bdr 

und  dies  sind  zugleich  die  beiden  Gleichungen,  woraus  man  jf 
und     aU  Funktionen  von  s  au  bestimmen  hat. 

Wenn  die  vorliegenden  Dlfferetitialgleichungeii  nicht  aiie  von 
der  zweiten  Ordnung  sind,  Bontlern  wenn  darunter  m  der  ersten 
Ordnung  vorkommen,  da  nämlich  von  den  m  abhängigen  Veräo- 
derlichen  r  nur  die  Differentialquotienten  der  ersten  Ordnonj 
auftreten,  so  versteht  es  sich,  dass  man  eine  partielle  Differei* 
tialgleichung  mit  nur  2it  -f  1  —  m  Veränderlichen  erhält,  wonoi 
dann  %n^m  verschiedene  Funktionen  hervörgehen.    Aus  dieMn 

-m  Fnnirtionen  bat  man  dann  noch  die  si— ni  Differenttakpo* 
tienten  der  ersten  Ordnung  y%x%w%,„.  au  eliminiren,  um  an  den 
it  endHeben  Gleichungen  au  gelungen,  welclM  awiseben  den  Ve^ 
änderlichen  zyxw.»,,  r$t,„,  und  2it  — m  willkubrlleben  BeflM- 
digen  bestehen.  < 

Wenn  endlich  ein  System  von.  n  Differentialgleichungen  vnr- 
liegt,  worin  eben  so  viele  abhSngige,  aber  nur  eine  unabhingige 
VerSnderiicfa^  vorkommen ,  welebe  aber  der  Reihe  nach  der  mteOt 
pten,  9ten  u.  s.  w.  Ordnung  angeliOren,  so  kSnnte  man  durch 
die  Elimination  von  irgend  n  —  1  abhftngigen  VerSnderlicfaen  zur 
Bestimmung  der  letzten  noch  übrigen  eine  Differentialgleichung 
von  der  (r/if +  ....)ten  Ordnung  mit  nur  zwei  Veränderliche» 
herstellen,  liath  wird  man  auch  hier  wieder  vortheilhalttr  iIk 
partielle  DiffercntialgleM-hnng  -der  ersten  Ordnung  gebraiK  hf 
deren  m-^p^iji  i- .  verschiedene  Funktionen  cißy —  unmiitt'lbar 
das  allgemeine  Integral  des  vorliegenden  Systems  liefern,  wenn 
man  mit  Hilfe  der  (atelchun|fen : 

I 
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er^Ur  und  vmeiier  Ordmug. 


ci^a»  ^^bg   yssc   II«  8.  , 

die  m  -f  4^  </  -^  . . . .  —  9t  Diferentialqaotienfen  der  verschiedenen 
abhängigen  Veränderlich eu  eltminirt. 

Man  hat  jetzt  gesehen,  dass  ilie  Integration  eines  Systems 
von  11  Differentialgleichungen  beliebiger  Ordnung  jedesmal  durch 
die  Integration  einer  partielleo  Differentialgleichung  erster  Ord* 
nung  zu  Stande  komoit»  wenn  nur  eine  einzige  unabhMngige  Ver- 
Soderlicbe  da  ist,  so  dass  also  jede  der  endlichen  Gieichungen 
als  Fanfccion  von  nnr  swei  Verinderliehen  dargestellt  werden  kann. 
Anders  verhält  es  sieht  wenn  die  Differentialgleiehttngen  mehr 
als  eine  unahhängige  Veränderliche  eloschliessen,  und  desshalb 
aef  •iidUebe  Gleiebungen  hindeuten,  worin  jedenfalls  mehr  als 
zwei  Veränderliche   vorkommen.     Die  partiellen  Differentialglei- 
cbungen,  deren  System  dann  zu  integriren  ist,  müssen  eine  ganz 
eigenthümliche  Beschaffenheit  haben,  damit  die  Aufgabe  mit  der 
Integration  einer  partiellen  Differentialgleichung  der  ersten  Ord- 
naug in  einen  so  einfachen  Zusammenhang  trete.    In  der  That 
i«t  eine  solche  Reduktion  nur  für  das  folgende  System  möglich: 

U.     S.  V9,f 

worin  übrigens  ZYX,,.,,  TSU....  irgend  Funktionen  aller 
V&finderlichea  zyx.,..,  tsr.,,.  sein  können. 

Denkt  man  sich  da  die  n  endlichen  Gleichungen  in  der  Form 
rsO  und  |jlelchzeitig  die  n  abhängigen  Veränderlichen  tsr  — 
QDd  d^  1»  unabhängigen  Veränderlichen  zjf^'..«.  einscbliessend, 
«0  ergeben  sich  daraus  die  m  Differentialgleichungen :. 

dt     dz  dl    (h  ds    dt  dr 
di^di  dt^didt^drdz^  

dt     dt  dt    (h  (h  tdtdr  ^ 
dtf^dt  dif^ds  di/^drdy^''-''^^* 

dr     dt  dt^  dt  ds    (h  dr   ^ 

da;  '  (ft  di  ^  Js  äx  ^dr  dx^'  

« 

u.   fl.  w. 
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Miiltiplizirt  man  dieselben  bo^gUch  ir.it  Z  FA'....  und  addlrt 
'Ui^üann  Alles,  bo  findet  sich,  wenn  zugleich  RüclcMcht genomawn 
wird  auf  das  vorliegende  Sy«tera«t  die  partielle  DiffereutialgleiclMiiig: 

und  e«  unterliegt  l^eineni  Zweifel,  daasi  j«*de  Fiitiktioii»  weidie 
hier  an  der  Stelle  von  r  ßenCfgt,  zugleich  da«  vo'rli^nde  Syeteoi 
befriedigt  Das  allgemeine  Intet^ral  der  lliffereiitialtcleieliung  (a) 
ist  bekanntlich  eine  uillküiullche  Funktion  von  m  {  71  —  1  ver^chie* 
denen  veränderlichen  Grössen,  welche  einzeln  der  Differential* 
gleichttiig  I.  Genüge  leisten.  Die  n  ver^chietierien  endlichen 
•Gleichuii'^en ,  welche  «fem  vorliegeiHleri  System  vdtl  partiellen 
DifferentialgieichuiAgen  entßprechen,  zeigen  sich  de^^shalb  in  ihrer 
allgemeinaten  Form  als  eben  so  viele  MiUkührliebe  Funktionen 
der>;elben  m^i»-*  J.verftiiderlioliea  GrOsseii  a nnd aind  durch 
die  jtiieiebungen : 

dargpstPÜt,  worin  die  willkrihrlichen  Funktionen  ip|  t//^  tlß^  ....  durch- 
aus unabhängig  von  einander  gedacht  werden  können.  Diese  n 
Otcirhungen  werderi  übrigen«  durch  eben  so  viele  andere  erdetst» 

•n  deren  jeder  von  den  m-|-n  — 1  vprhnderlichen  tiriissen  aßy  

^  irgend  n' — 1  fehlen,  da  aich  dieae  letzteren  jedesmal  n* 

den  uraprflngllclien  («leicbangen  efimitdren  lat«aeo.  Man  km 
deaabaib  ancb  acbrelben: 

Hemnacb  wird  man»  om  das  allgemeine  Integral  des  vorllegeudeii 
äyatenis  partieller  Differentialgleichungen  darzustellen,  irgend  n 
von  den  m  -f  n —  l  Funktionen  der  jpartiellen  Dilferenfialj^ielivfeg 
(a)  %v|||kfibrli€hen  Funktionen  der  m  — I  abrigen  FunbÜnn^t  It^]^.... 
giciebaetzen. 

2.  Hat  man  a.  Ii»  die  beiden  Oleichnngen: 

dt      dt    A      .     ^*  äi 

so  findet  man  snr  Bestimmung  dea  allgemeinen  Integral»  die  ein* 

lache  Gleicliung: 

id%  (ix 
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Man  genflgt  liier  durch  r=:<,  und   crryf-fJ»»  und  da« 

aUfeneiB«  Uiegral  ist  ausgedriiekt  dtifch  die  beiden  GleifhiWgan 

Wenn  dia  par6nllen  ]>ifferenfial$leielHingeN»  bereif  Syntem  sa' 
ifitegriren  lut^  dem  obigen  Schema  iitebt  onteigeordnet  «Ind»  ao 
bleibt  nicht»  flbrtg»  ala  zu  einer  Elimination  von  abhirigigen  Ver- 
änderlichen zQ  aehrelten.  Diea  fAhft  aber  auf  {Mrtinlie  DMTercii- 

tifltgleicbaßgen  hühercr  Ordaurg,  die  atddnnti  integrirt  werden 
müssen, 

1«  In  teer  At  Ion  der  partiellen  BIOrereBtlAlgrlelelmiil^j 

Wenn  die  DIfferentialqnotlenten  tx  und  in  einer  Gleichung 
■nter  höheren  Exponenten  stehen,  ao  «rird  man  vor  Allem  nnter* 
Mcben,  ob  die  linke  Seite  der  dleiebung  -^{lyZxzyxi^i^  i^'daa 
i^okt  einiger  Faktoren  zerlegbar  ist,  welche  In  Beaog  auf  die 

DifferentialquoHenten  nur  von  dem  ernten  Grade  sind.  Denn  vreon 
dies  möglich  i$f,  so  wird  die  vorliegende  Aiif&^ahe  dadurch  auf 
die  schon  oben  gcloftte  zurückgeführt.  Man  .^^eUe  nänilicb  jeden 
«inzelnen  dieser  Faktoren  fiir  sich  gleich  INull  und  man  hat  dann 
eben  so  viele  Differentialgleichungen  von  der  Form  Xzx-\-  Vzy^Z, 
vorin  .J^  y  Z  Funktionen  der  drei  Veränderlichen  as^z.aißd.  Das 
allgemeine  Integral  jeder  dieser  Differeptialgieichungen  wird  für 
•ich  die  partielle  DifferentialgJeiebuiig        Zs2  3fdr)=Ü  befriedigen.. 

Entwickelt  man  den  Werth  des  einen  Differentialquofipnteu 
ij  au8  der  Gleichung  ^(z^  z^z  ^  3r)~Q,  und  gelangt  niun  dadurch 
m  mehreren  Werthen  zx  von  der  Farm  Vz^  4-  tvorin  V  und  Z 
^imktioneo  der  drei  Veränderlichen  und  x  sind,  so  hat  man 
ai  ,m|t  .46na  ao  eben  erwähnten  Falle  zu  tbnn,  ireleber  alao  oiehta 
wailer  ßemerkenawerthea  bietet  Wenn  man  aber  duieh.dlO'Eiitr 
iriekelong  von  nicht  mehr  zu  einem  Werthe  Kiy  -f-  Z  gelangt^  ■ 
Mzdern  au  irgend  einer  anderen  Funktion  den  Differentmlquotien- 
teo  ly»  80  dasa  alao  jetzt  eine  Gleichung  sj.=t|^(zy  z  y^)  vorliegt, 
M  bat  m^n  eine  Aufgabe,  deren  Los^ung  von  eigenthümlichen  ün- 
tersnehungeo  abhSngig  bt. 

Dan  allgemeine  Integral  der  partiellen  Diferentialgleiehnng 
Xis-fFiysZ  hat  jedesmal  die  Form  ip(aß)ssO^  wo  ^ -eine 
«Hlkdhrliehe  Funktion,  a  und  ß  aiier  bestimmte  Funktionen  der 
(•tei  Veründerlichen  2,  y  uuA  ^  ^ind.   Was  nun  die  partielle  Dif* 
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fereotialgleichung  =  (zy  ly  x)  angebt,  80  ist  es,  wie  sich  im 
Laufe  der  Unteräuchuiigeo  ergeben  wird,  unoioglich,  das  allge- 
meine Integral  als  endliche  Gleicbung  zwiscben  den  Veranderlicbeii 
'  2,  ;/  utul  X  aiifztistelfen  mit  irgend  willkflhrtichen  Funktionen  von 
bestimmten  veränderlichen  Grü&^eu.  Ueber  die  Katur  der  Will- 
kObrIichen  wird  man  er^t  durch  die  Integration  selber  Aufschluss 
eribatteo«  Die  aligemeine  Integration  kommt  aber  dadurch  zu  Stande, 
Atmm  mao  dU^oQiga  GUkhQog  swischeo  de«  Vertoderlicbea  der 
pivtieltoii  Biffeientialgleicbiiag  upd  dem  Dilierentlal4|iioüeQteii  % 
anfelallty  welcbe  Mch  dureb  die  DÜereiitiatieii  aus  dem  alfgeniei- 
Den  Intflgial  abgeleitet  werde«  kOnote.  Demi  weno  %  als  Fnnb* 
tion  der  drei  TerSoderllchen  z,  y  oed  x  bduont  ist,  8o  ergielil 
eich  auch  zx  als  eine  solche  Funktion  dnrcb  die  partielle  Diffe- 
rentialgleicliung  zx'=^i\t{zyz  y  x);  und  das  allgemeine  Integral  eut- 
steht  dnrcb  die  iutegratioii  der  vuiUtäuüigen  DiffeceAtiaJgleicbung: 

dt  =  zyd^  4*  tgdx. 

Man  wird  sich  erinnern,  dass  die  beidea  Warthe  %^  und  z^, 
welche^  du«b  die  Differentiation  einer  Wil  der«elbmi  eodlicheii 
Gleicheng  entatehen»  ie  d^  Wei«e  fen.  eiii|md«r  abbftegmi«  dam 
jedevaeit  die  Gleiebmig: 

'  .  d^^^        dzy  dzx  dzx 

i:^,^'^ m-di^y^  dj 

erftttit  ist  Weon^maD  den  Werth  ix=^'^iixfZya:)  hier  eioeetzl« 
so  erbftlt  man  eine  partielle  Differentialgleicbung  der  ersten  Oid- 
nang  ond  des  ersten  Grades»  durch  deren  Integration  die  ?e^ 
langte  Glelchnng  swischen  den  Verfinderliehen  y  und  x  und 
dem  Diferentialqnotienteo  ersieH  wird*  Man  erUlt  die  par- 
tteUe  Differentlalglelolmog: 


mit  don  vier  Verltodertlciien  s^»  y  imd  Das  aHgomnbie  In* 
tegrai  dieser  Gleicbnng  bat  dem^lb  die  Form  (p(tt  ßyjxaO,  worin 
a,  ß  und  y  bestimmte  Funktionen  der  vier  Veränderlichen  sind, 
welche  der  Gleicbnng 

an  der  Stelle  von  t  genügen. 

Nnebdem  man  den  Wertb  zy  ans  der  Gleichung  ip{»  fiy)siO 
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berechnet  hat,  bedarf  es  nur  noch  der  Integration  der  Jvollstän^ 
digeo  Uififerentialgieichung  •  * 

,  (h)  dx^t^y  -^\l}(zyz  y  a:)da;, 

Bm  das  allgemeine  Integral  der  partiellen  Differentialgleiehun|g«  ' 
tg^^ty^yai)  als  Fnnktfon  der  drei  Vtrlnderlfebeo  ff  und  s 
darsustellen.  Da  fibrigens  die  GrOsse  Hn  Allgemeiben  gleleb* 
seitig  in  den  drei  Foifttionen  nßf  ▼erkommt«  so  kann  deren  Werth  . 
m  der  Gleichung  (p(aß'y)ssO  erst  dann  ermittelt  werden,  naeh^ 
dem  man  der  wIHkilfarllehen  Funktion  <p  eine  bestimmte  Form  ge- 
gegeben hat;  und  die  Integration  der  Gleichun*;  (b)  müsste  dess- 
halb  für  jedes  einzelne  q>  besonders  vorgenommen  werden.  Nnn 
zeigt  es  sich  aber,  dass  diese  Integration  durchgeführt  werden 
kann,  noch  ebt;  die  Grösse  mit  Hille  der  Gleichung  g?(aßy)=0 
eliraintrt  worden  ist.  Nachdem  man  das  Integral  der  Gleichung  (b) 
als  Funktion  der  vier  Veränderlichen  Zyzyx  aufgestellt  hat,  dann 
ist  die  Elimination  von  mit  Hilfe  der  Gleichung  (p{a  ß  y)^Q 
der  einzige  noch  übrige  Tbeli  der  Recbnang»  welcher  för  jede 
einselne  Fnnfctloa  9  besonders  vorzonehmen  ist.  Die  folgenden 
VatenNicih«ii|f49n  werden  aber  «seh  &m  Ergebniss  ttefsm«  dass 
nan  niebt  iiOthtg  bat»  ans  der  Olelehang  Oi)  die  drei;FiMüimieD 
aßy  abmleltsB,  um  damit  die  Integraltorm  9>(ttj3y)srO  liem- 
•tellen,  sondern  dass  man  au  diesem  Zwecke  mit  der  einzigen 
Funktion  a  ausreicht. 

Um  die  Gleiefaong  (b)  bi  der  angegebenen  Welse  sa  Integri^ 
rea,  seblcben  wir  die  integratlon  fUe  den  besonderen  Fall  voraoe, 
1a  welchem  die  Glelebung  (p(txßy)=i:0  in  die  einfachere  ascri 
flbergebt,  worin  ui  als  Bestindige  gedacht  wird.   Man  bestimme 

in  dieser  Absicht  den  Werth  zy  aus  der  Gleichung  er  =  a|  als 
Fuiiktion  der  drei  V^eränderlichen  zya;  und  der  Beständigen  0|. 
Njicbdem  man  diesen  Werth  Xy  iu  die  Gleichung  ^ 

#  * 

(b)  dx^Zydy\r^{zyzyx)dx 

efagesetst  bat«  lässt  sieb  dieselbe  mit  HUfe  eines  integrirenden  ^ 
Mtois  In  das  vellstSndige  JMffetenHal 

df ,      df  df 

■h. 

umwandeln.   Durch  die  Integration  erhält  man: 

«vo  die  Steile  der  durch  die  Integration  eingeführten  wt|l«i 

ktftrUcben  Beständigen  vertritt.  Man  bat  diese  Infegrallbrmf  weiin 
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die  beideD  wiiikuhrlichen  ßt.stiindigeo  «i  und  ^>{f^\)  vorkonimeii, 
ein  votlständigeä  DifferentUl  der  purtieUen  liiffereatialgleickiiüg 

genannt« 

Man  setze  nan  in  tfem  volldtSndigren  Intesrral  An  die  Stelle  von 

die  Funktion  a  ein  und  differenUire.    Dadurch  enUteht; 


Wenn  diaii  die  Gleieheug      — 9>'(a)=^0  bevtehen  ll^t  und  x^r 

f^lelrb  mit       theilt,  90  nird  die  vorliegende  Di(Eerentia!g!eijEliiiiig 

wieder  umgewandeU  in  die  obige: 

Denn  wenn  in  def  (ileicbung  welche  durch  die  Eiit- 

%vickelung  von  Zy  aus  der  Gleichung  «s3»e^  etttetanden  iel^-Jt 
die  Stelle  von  «i  die  FunlLtlön  «  tritt,  «o  bat  man  offenliar  «faie 
ideotlgehe  Glelcbnng  vef  sieb;  und  daee^ibe  ^ereigiittt  eitb  dw 

df  df 

auch  ffir  die  Gleichung  H*(^y*y^)  ^^'-gj*     Hieraus  folgt  sa* 

df 

näebat,  dasa  man  dep  Werth  ;y  aus  der  Gieichupg. 

XU  bestimmen  bat»  wenn  das  Integral  der  GleMung  (b)  in  iler  For« 

aö^jjedrückt  werden  «oll.  Da  nun  aber  jene  frühere  Gleichung 
qp(aßy)  =  ü  den  allgemeinsten  Werth  Zy  liefert,  für  welchen  die 
Tollstfindige  Differentialgleichung  (b)  (iberbaupt  eine  endliche  Glei- 

ebnng  swiseben  den  drei  Veränderitcben  z«  y  und  .of  zur  Folge 

df  ..  - 

bat^  80  muss  jene  Gleichung  -j-  —  ^'(ce)  =  0  als  besonderer  Fall 

in  der  Gleiebang  ^afif)siO  .enthalten  sein.  .Es  nnterliegt  also 
keinen  Zweifel,  dass  die  Gleiclrnng 

di)s  Integral  der  Gleichung  (ii)  ist,  ffir  den  Fall,  da86  jene  Glei- 

df 

cbnng  <p{aßy)s::0  In  die  einfachere        ^'(a)^flbergebt.  Doch 

mau  steht  nun -auf  dem  Punkte,  einzusehen,  dass  durch  dieselbe 
endücbe  Gteishttsg.  das  .Istegral  der  vollständigen  Differontiiii- 
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gleicbuiig  (Ib)  «neb  dänii  nöch  aii4gedrii«frt' l«t«  w«wi  dw- Wertk 
2y  fto«  der  angemeinett  Ixfeirbong  q9(«^y)=0  gesogsii  «M«  DfM 
s«tst  man  abkQmnd  f{z  y  x€t)  =  so  Ifoat  abih  jtae  deksbimig 
|3=:9>(cr)  aaith  in-  dar  Form:- 

>(«j3)=Ü 

anacbreibeDy  da  man  durch  die  Enimckplung  von  ß  bieraaa  wie- 
der die  Gleiebung  ßczq)(a)  ableitet.  Wenn  man  aber  die  Glei- 
chung q>(a  ß)^Ö  nach  er  dilterentiirt,  um  durch  dieselbe  Betracb* 
tuiig  wie  vorhin  diejenige  Gleichung  zu  erhalten,  woraus  Zy  liestimnit 
werden  ipflsste,  damit  qj(ce  ß)~i}  das  aligeiaeioe  Integral  der  Glei^ 
c^npg  (b^  darstellt a  8o  entsteht: 

.  ^         n  '      '  ' 

di  T  äß  ä«t—^  .  . 

_    ,         riß   ^  ^ 

Man  bezeichne  die  Fuofctioo  ^  durch       und  es  iat  ofEnbery 

dass  sich  die  vorliegende  Gleichunp  als  wülknhrliche  Funktion  der 
drei  veränderlichen  Grössen  a,  ß  und  y  aulfassen  lässt,  und  also 
identisch  sein  mnnn  mit  dem  allgemeinen  Integral  9(a/3y)  =  0  der 
Gleiebung  (a).  Mao  bat  aomit  die  allgemeine  Gleichung  (a  y) = 0  . 
m  der  eia£M^eren  ivssog  anmiUeibar  abgeleitet,  und  maö  aiebl 
•och  ein»  dasa  die  Oleicbnng: 

io  der  Thal  a!ä  Kl^iAeliiiRa  Integial  der  partiellen  Differenliai- 
flelchiiag  Zst^i^ituß^fß)  angesehen  werden  darf,  inaofero  man  aar 
BttmlnatMin  de«  Differeotialquotienteu  zy»  welcher  dort  ifoeh  elnia 
Stelle  findet,  die  Gieiehiing 

gebraucht  Dleae  Elimination  kann  Qbrlgeoa  erat  dann  anagefübrt 
werden,  nachdem  die  wINkfibrllche  Funktion  fp  in  eine  beatimmte 

Übergegangen  ist    Da      nur  in  der  Funktion  a  eine  Stelle  findet 

80  versteht  es  sich,  dass  die  Elimination  von  Zy  mit  der  von  a 
zusamiDeiilällt.  IVIari  kann  de-shalh  auch  .*;aiien,  cia.si«  das  alige« 
meine  Integral  der  partiellen  Differentialgleichung  Zx  ^ '^{z^  i  Jß) 
aus  den  beiden  Gleich uugcu : 

if         '  ^ 
/^(*jfar«)=9)(«)   und  '^-=?9'(«) 

durch  die  Elimination  von  o  gewonnen  werde. 

Wenn  ea  fibrigena  nicht  gerade  darauf  ankommt,  denjenigen 
Werth  der  Veränderttoben  %  au lienfiinttien,  weleber  tmlan  gege- 
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benea  Wertli«ii  der  beiden  andeven  VerSnderlichea  ^  und  s  ent- 
«ffieht»  sondern  wenn  nnr  verlangt  wird ,  dasei  roao  die  jedeamal 

zusammengehörigen  Werthe  z,  y  und  a;  aufstelle,  so  bedarf  es 
nicht  einmal  der  Elimination  von  a.  Man  denke  sieb  dann  die 
Grösse  a  und  zugleich  irgend  eine  von  den  drei  Veränderlichen 
Zy  y  und  x,  etwa  x,  als  die  beiden  unabhängigen  Veränderlichen. 
Die  zupjehörli^eii  Werthe  der  beiden  anderen  Veränderlichen  z  und 
y  berechnen  sich  dann  aoe  den  beiden  tiieichnngen : 

df 

f(zifxa)^9(«)   ond  ^^r=g^'(a). 

* 

Man  aieht  jetst  ein,  dass  die  Integration  der  partiellen  IMffe- 
rentiiügleicbung  =  fl^(iy  z  y  *t)  auf  die  Beatirnnran^  eines  voll- 
etftndigen  Integrals  zurficktrommt.   Es  Ist  aber  nicht  notbvreodig, 

dass  das  vollständige  lnteg|;^l  auf  dem  oben  angegebenen  Wege 
mit  Hilfe  der  Gleichung  (a)  erzielt  werde.  Die  Integration  der 
partiellen  Diflferentialgleichung  zx  = 'tp{ty  z  y  x)  wird  manchmal  we- 
sentlich aheeicürzt«  indem  es  gelingt,  auch  ohne  die  Hilfe  der 
Gleichung  (a)  ein  besonderes  Integral  der  partiellen  DifTerential- 
gleichung  anzugeben,  worin  zwei  wilikührliche  beständige  und 
9(1»,)  vorkommen. 

1.  Es  sei  zx  =  ^(zy)« 

Man  findet  hier  ein  vollständiges  Integral  In  der  Form  x^^-tß^-ift ' 
Mrma  a,  ß  und  .y  Best^digß  sind.  Denn  setzt  man  dies  ein«  ai 
Melbt  /}ss^(a)t  so  dass  also  «  nnd  y  willkfihrlieh  bleiben.  Mm 
setxfr  min  yzis^tt),  üod  das  allgemeine  Integral  der  obigen  Gle^ 
chung  ergiebt  sich  durch  die  Elimination  yon  tt  ans  den  beiden 
Gleiebnngen: 

ssoy-f  ;p^a)-f         «od  0  =  yf  dP^(a)'f  ^'(«)* 

2.  Es  sei  nun  iS(l-f««*-fV)  =  o«.  ,  ^ 

Zur  Berechnung  von  a  findet  sieb»  da  zxs^^^-^tj^—l 
ist«  die  Gleichung: 

Man  genügt  durch  die  einfachere:       ^  ■ 


und  diese  führt  auf  das  vollständige  Differential: 
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c*<fe 

We  Integration  liefert  a  « --^J|=:zn====  — ^=  Man  hat  aUo 
a,as-. — j  »  und  dio  Gleicbuog  (b)  zeigt  sich  in  der  Form: 

< 

Theilt  man  durch     "^""^  ,  und  nimmt  man  sin«^ anstatt  «,  so 

hat  man  das  vollatSodige  OifferentiaJ: 

zdz 

T/-  ^      ■  Ä  sm «. tftf  +  cos« .  dx. 

« 

Durch  die  Integration  entsteht: 

Va* — z2  ^  y  sin  « -|-  a?  cos  a  =  9)(a), 

* 

iiad  das  allgemeine  Integral  ist  ausgedrOckt  divrch  die  beiden  Gloi- 
drangen 

V  0*— .a«+jf  sin  « -f  xcos  = ^(«f)    und    y  cosa — ^sin  a  =  ^'(a). 
3.        sei  noch  ^(2«2-f-i^>)ssi;^« 

Man  findet»  da  hier  a,«  y^äf^,^a  lat^  Bestimmung 
von  a  die  Gleichung: 

  (•) 

Man  genügt  derselben  durch  o^s^.  Daraus  folgt  2y  =  — i 
md  die  Gleidumg  (h)  ist:  ^  ' 

Vertauscht  man  darin  V«  gegen  «,  so  findet  sich  das  vellstia* 
%e  Difierential: 
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Doreh  die  Integration  «utsteht:  • 

Da»  allgemeiiie  Integral  Ut  demnarb  auageilrfickt  dorcb  die  bei- 
'den  Gleiebungen: 

Vi«— «V=a«  +  y(«)    und  V2*^a<^.(ar4-<p'(«})  =  0. 

Esiitt  nntnoglkh ,  eine  endlielie  Gleichung  zwiffcben  den  VerSn- 

deriichen  i,  y  und  anzui?eben  mit  irgend  willkührlichen  Funktio- 
nen bestimmter  veränderlicher  Grössen,  so  dass  dieselbe  das  all- 
gemeine Integral  der  partiellen  Differentialgieichiini»  z  =  ilj(zy  zy a;) 
darstellt.  Denn  da«  allgemeinp  Integral  hat  iiier  /war  die  Form 
ß—(p{a)^  wo  ß  eine  bestimmte  Funktion  der  Veränderlichen  zyx 
und  von  er  ist;  allein  die  Grosse  u  i^t  nieht  eine  bestimmte  Funk- 
tion der  Veränderlichen  r,  ?/  und  x,  sondern  Von  der  vrillkilhrli- 
eben  Funktion  9  aelbat  abb&ngig«  da  dieselbe  ans  der  Gleicboog 

^  =  ^'(«0  zu  berechnen  ii»t.    Die  Methode  j  woruacb  man  die 

partielle  Differentialgfe'^chung  =  1K^y  integrirt«  ist  übrigeaa 
allgemein  gültig,  und  muaa  dedabalb  aneh  anf  die  Glelebuofir 
A'zx+  F:«/=  Z  anwendbar  sein.   Es  ist  nicbt  sebwer,  dasjenif;«) 

was  man  von  dem  allgemeinen  Integral  dieser  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung ueisi»^  mit  den  so  eben  gemachten  Benierkungeu 
in  Einklang  zu  bringen.  Da  es  nandich  ^pst:^teht»  dass  das  allge- 
meine Integral  der  partiellen  Differentinigleichnng  Xzx  ^  Yi^z^Z 
iu  der  Form  ß  =  ^{a)  auftritt,  irorin  a  und  ß  bestimmte  Funktif 
nea  der  drei  Veränderlichen  y  und  x  sind,  so  müssen  sieh, 
wenn  es  auf  die  Bestimmong  der  Werthe  Zm  and  ankommt,  die 
beiden  DIflerentlalgleiebangeii 


dß       dß  /da  da\ 


ergeben.  Liast  man  die  willkfibriicbe  Funktion  9  In  eine  nin« 
kfibrlicbe  Best&ndige  e  Qbergehen,  so  hat  man  offenbar  twci 

Werthe  2^  und  zx  von  derjenigen  Allgemeinheit,  wie  sie  nach  der 
oben  gegebenen  Vorschrift  in  die  vollständige  Differentialglei- 
chung 

(b)  dz^ixgdy-^tMdx 

ehigaaetil  werden  nilsaen»  um  darans  das  al^emeioe  Integral  dwr 
partiellen  Differentialgleichnng  Xxs  -f-  Vz^  =  Z  ableiten  zu  kSnnaa. 
Die  TofKegeaden  Werthe      nnd  zm  waadelB  die  Gleichung  (b) 

um  in: 
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ifß  ,    .  #  j    .  dß  ,         /da  ,  .da  ,    .  da  \ 

mifl  dareb  die  Integration  eotstelit  ß^ae-^-cpic). .  Bae  ftlfg^meuifi 
Integrak  der  partiellen  Differentialgleichang  Xzx-k-Yzy^Z  ISset 
ciflb  demnaeh  ^vrcfa  die  beiden  Gleicbuogeo : 

* 

♦ 

ausdrücken.  T)io  Elimination  von  y  zeigt  sich  hier  unabhängig 
Ton  der  besonderen  Beschaffenheit  der  wiilkCihrlichen  Funktion  (p. 
Denn  aas  der  Gleichung  a  +  (jp'(y)=0  folgt  offenbar  y^f[c(). 
Wenn  man  dies  in  die  andere  Gleichung  ß:=ay-^g)(y)  einsetzt, 
M  gelangt  man  in  der  Thal  an  jener  einfachen  Integralforra 
ß=:qt(a),  worin  o  und  ß  beetlmmte  Funktionen  der  TerSnderli« 
eben  Zf  y  und  a  bezeichnen. 

Bei  der  Bestimmung  des  Uifferentialquotienteo  Xy  als  Funktion 
iler  drei  Veränderlichen  2>  ff  und  a  ist  man  in  dem  Bisherigen 
Ttader  Vorausaetavng  ausgegangen,  dass  der  Differentialqaotien^iCv 
aw  der  vorliegenden  partiellen  Differentialgleicliung  ip(zgtxz^.x)  =  0 
sieh  entwickeb  Jaabe«  Wenn  nun  aber  dies  nicht  moglieh,  oder 
dooh  nur  in  einer  tmbeqnemeii  Fomi  aui  bewerfcatelUgeo  ist,  so 
nebe  man  eloe  Gleichung  t=sO  auf  als  Funktion  der.  Verfinder- 
lid^n  und  der  beiden  Differentialquotienten  ts  und  Zy,  so  dass 
die  beiden  Gleichungen  'tp  =0  und  t  =  0  vorliegeu,  wenn  es  auf 
die  Bestimmung  der  beiden  Differentialquotienten  ankommt.  Was 
nun  die  Funktion  t  betrifft,  so  ergiebt  eich  diese  wieder  aus  ei- 
ner partiellen  Differentialgleichung  der  ersten  Ordnung  und  de» 
ersten  Grades.  Denn  die  Differentiation  von  t  =  0  liefert  die 
beiden  Gleichungen: 

dt  /(hy\  ,  dr_  /fhx\  .(dx\_^ 
dzy\dx)^  dzx\dx)^\dx)'^^* 

iodem  man  abkürzend  £^+J=  (^)>  = 

U.S.W,  setzt«*  r  Ebenso  giebt  die  partielle  Differentialgleichmig 
^«sO  die  beiden: 

dzXdy)  +  dzsKdy)  +  UifJ 

.  diy\da:J^dzXdxJ^\da:J-;^^' 
Ykeil  XXXIII.  ^  17 
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Wenn  man  dariinn  snoftcbsl  dl«  Dtfferentialqaotientnn  und 
nliminiffty  so  behält  mnn  die  GieicbimgeD : 

(dii)  dx     d'^  dt\/dtx\     d^/dx\  f^^\^^Q 
dzy  dzx    dzz  dzy)\dy)  ^  dzJ^di^J     \dy)dzy  * 

\dz'x  dzy     dzy  dzxj\dxj     dzx\da;J  \dx/dis'^' 

9  * 

I  * 

Mit  Rfiekniebt  auf  die  Besiehong  aber  «rhSIt 

man  durch  die  i\.ddition: 


d^  /dr\     ä V>  /(h  \  ^dflf\  dx  ^ 

dzx  \dccj  ^  dXf,  \d^J  ~~  \dx)di^  "  \d^Jdz^       *  ' 


oder  auch,  indem  man  die  Werthe  wieder  efaiseCit, 

die  Gieichung;  .  ^  * 


dzx  dx  ^  dzy  dy  ^  \dzx^^  d^uV  dz 


/d.^         d'i\)\  dx       A/t|;         d'^\  dx 


•   

Daraua  ergiebt  skiti  jene  (gieichung  tssO^  welcbe  in  Verbindjiil 
mit  der  Gleicbang  i^  =  O  xor  Daratelinng  der  beiden  DIfferenüal- 
qaotienten  Zx  und  Zy  zu  verwenden  ist.  Man  gieht  auf  der  Stelle» 
dass  man  durch  t  =  i/;  genügt.  Wenn  man  die  Lösung  ^  =  0 
benutzt,  um  den  Differentia!(inotienten  Zx  zu  eliminiren,  so  kommt 
man  wieder  auf  die  lileicbung  (a),  der  man  sich  oben  zur  Be- 
stimmung von  Zy  bedient  bat.  Man  braucht  aber  nicht  grade  diese 
ErtmioatioD  vorzunehmen»  um  zu  einer  zweiten  Funktion  x  zu  ge- 
langen, welche  der  Gleichung  (c)  genügt.  Es  kann  vorkommen, 
dase  diese  Elimination  nnanaföhrbar  ist,  oder,  dass  wenigateos 
«Bine  zweite  Funktion  x=sa  vortheilhafter  auf  andere  Weise  ans 
der  Gleiehnng  (c)  abgeleitet  wird.  Nachdeai  man  die  Wertbe 
Xt  und  Zy  aus  den  Gleichungen  ^  =  0  und  «ss«^  befeelmel  bt^ 
^rbSlt  man  durch  die  Integration  der  vollatSndigen  DifferentiBl- 
gleichung: 

(b)  dzszz^iß^zgdx 

eine  Gleichung  f(zy  x (ti)'=i(p{u^)^   Das  allgemeine  lateral  der  par- 
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IkNfii  Mtereatiiüglelebiii«  ^31*199)  nbtf  Ist  wMer  dag 
Bfiiiifalt  derEmaiiiiatloii  von  «  «wimhtn  den  Mden  Glel^ungen; 

4.   Efi  .sei  (jr^+y^Xz^HVi^^'^- 
In  der  Voraussetzung,  dass  dte  Funktion  et  ron  2  vnäbhSn-. 

gig  ä^i^  hat  oiaa  zur  BeätimniUDg  von  a  tlie  Gleichung: 

Man  gen^C  aber  dorah  «c=itzy — yj^  Dataus  folgt  z«=^^^— ^. 

Wenn  man  die«  in  die  partielle  Differentialgleidhung  einsetzt,  so 
hat  mao  die  Gleichung  zur  Beatimmung  von  2y.  lUan  findet; 

ax  I  VO  — a^.y  .  — ■\-  Vi—     . X 

Vertauacbt  man  «  mit  ein««  so  bat  man  die  Teilständige  Dife« 
udialglelcbung: 

(b)         ifc=sco8tt.<^  j^,^^- 4-sinft.    ^a^yi  ' 

Darau»  findet  man  als  aiigemeines  Integral  4er  partiellen  Difle' 
i»ntialgleicbnng  die  beiden  Gleichungen: 

2  =  ees  a.  f  V^A-^ + «•  *fc  tg*  +  ^tf) » 

•in  tt .  /  VyH^  SS  «0«  « .  arctg  £  -|-  9?'  («)• 

Mae  weise,  dees  die  Integratiea  einer  partiellen  Differential* 
gkklinng  dee  ereten  Graden  weeen^licbe  Erleiebterangen  erllttirt 
Anvb  die  geeignefen  TraoaTarmatienen  oder  durob  die  EinfiHuung 
ftn  neuen  VerinAertiebee»  welcbe  als  Fnnktlenen  der  verkoin- 
■Modee  Veränderlichen  gedacht  werden.  Dies  ^ilt  also  auch  för 
die  Gleichung  (0).  Was  die  Wahl  der  neuen  Veränderlichen 
b(3trifft,  so  geben  darüber  die  früheren  üntersuchuniren  be- 
stimmte Vorschriften.  Ich  will  noch  ein  antieres  Hüfsniittel  der 
Transformation  angehen,  was  gerade  hier  einen  besonderen  Vor- 

tkeil  bietet,  wo  es  schliesslich  jedesmal  darauf  aakoi&vit,.  die 
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beideo  Differentialqaotienten  zx  und  %  als  FunktloneD  der  l^eriin- 
derlicben  z,  y  und  x  darzustellen.  Man  setz©  nämlfcli  «Ine  ge- 
wisse Funktion  der  in  der  pairieUen  DiflFerentialgleichung  i(;  =  0 
vorkommenden  Grossen  einer  neuen  Veränderlichen  5  gleich;  man 
bilde  also  die  Gleichung  f{zy  Zxty  x)  =  s ,  in  der  Weise,  dass  die 
beiden  Differentialquotienten  r,,  und  zx  ohne  Anstand  aus  den 
Gleichungen  1/;  =  0  und  f{zyZxzy x)  =  s  als  Funktionen  von  zyx 
und  von  e  entwickelt  werden.  Es  trifft  sich  dann  gewühntich, 
dass  jene  Annahme  auch  der  Integration  der  Gleichung  (c) 

förderlich  ist.  Uni  diese  Gleichung  darnach  umiubilden,  setze 
man  die  beiden  Werthe  2y^^{t2yx)  and  tx^'^%{$%yx)  in  die 
Gleichung: 

dzy       dzy  ^dzx  dzx 
eio^  und  es  entsebt  zur  Bestimmung  von  s  die  Gleichung: 


cZi^i  d$  dif/^  ds 
ds  dx     d$  dy 


/dipt         dtU^     \  ds 


Nachdem  man  ein  besonderes  Integral  «  —  aiifiiefuntien  hat, 
erhält  man  das  allgemeine  Integral  aus  der  vollständigen.  Uiffe" 
reotialgleicbuog : 

d^=i^(szy  x)dy-\-ylf^(szy  x)dx, 

worin  der  aus  der  Giichnng  a=stti  gesogene  Werth  s  einzusetseu  ist 

5.   Es  sei  uuo  ^^2«^ — ^yzgzy^-ll — = 

Man  nehme  hier  9  ss      Dadurch  entstehen  die  beiden  Werths : 

  y  ys  

In  der  Voranssetsong,  dass  die  Verftnderliche  x  io  «e  nicht  vor- 
komme, schreibt  man  zur  Bestimmung  von  t  die  Gleichung: 

Man  genfigt  derselben  durch  ic=^»  oder  e^^.  Man  gelangten 
zu  den  beiden  Werthen: 
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■ 

wd  dann  su  dem  volistäudigen  DiffereDttal: 

Durch  die  Integration  entetebt  1+ V" c^— 2im:  + 1  — —  (p(a) ;  nnd 
das  allgemeine  Integral  Ist  ausgedracict  dnrcli  die  beiden  Glei- 
chungen : 

and 

e.  Es  sei  zx^  =  (^2,  f  ^i^)  (jj,  +  V* V  — 

Man  neiime  hier  *  =r^  + y^^^y.- 1.   Daraus  folgt  dann 

Im 

-g-*  und  dies  fahrt  auf  die  beiden  Wertfae: 

Man  findet  unter  der  Voraussetzung,  dass  a  von  x  unabh&ngig 
«ei,  zur  Bestimmung  dieser  Funictton  die  Gleichung: 

W      ('-;)V£-^&+%  +  -)C£-|)=a  ; 

Mao  genOgt  derselben  durch  a  —  jf-^gx  oder  tzsz^^^^i  und  man 
gelangt  dadurch  au  den  beiden  Werthen: 


Die  ▼olistSndIge  Differentialgleichung :  ' 

X      « — y     «2 — iy  2  ^      —         y 2  -j.  a;«  " 

föhrt  auf   die  endli.  ho   Gleichung:    «*~^^  +  a:*=        .:(«  —  y); 
und  das  aligemeine  integral  ist  aysgedrüclct  durch  die  beiden. 
Gleichungen: 
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Wenn  die  Entwicklang  einer  der  beiden  DlffereDtialquotfenten 
aus  där  Gleichung  i\){zyZxty  x)x=:Q  nicht  gut  ausgeführt  werden 
kann,  und  wenn  sich  dann  eine  einfacbere  Funktion  f  findet, 
welche  die  £igeD8chaft  besitzt,  daee  man  den  einen  Differential» 
qqnHenten  ohne  Anstand  ans  iler  GMcbnng  <  jf ^  a  ent« 
nBlcfceU»  an  kann  ea  vorhomitteny  daaa  di^orcU  die  pitrtieDe  W 
ferentialgleichung  die  Form  '^(f  xjfd;)sO  annimmt  In  diesem 
Falle  wird  man  mit  Vortbell  den  folgenden  Weg  elnscbiagen. 
Man  entwickle  den  Werth  t^'^{s  y  x)  aus  der  Gleichung  '^^=0, 
und  iiide  ilarauä  durch  Differeutüren  die  VYerthe: 

Man  aetae  nun  die  Werthe  if«  %.  nnd  %x  in  die  Gleichung  /=# 
eita;  0adlinA  gi^gt-  man  au  sAnier  ^arüaHen  DlfflrfrenttalgtelehnBg 
'jr'jf^)^Ot  welche  nach  den  frQheren  Regeln  sM  late* 
griren  ISast.  Dia  nSilillch  der  Wertlt  %%  der  Vorauasetantig  nach 
ohne  Anstand  aus  der  Gleichung  entwickelt  wird»  so  kann 
dasselbe  auch  für  den  Üifferentialquotienten  sx  geschehen,  indem 
man  sich  der  Gleichung:  &x  a  x)  =0  hedieut.  Nachdem  man 
das  allgemeine  Integral  der  letzten  Gleirliung  aufgefunden  bat, 
bleibt  nur  ii%cb  ubt^gj,  die  Grosse  «  mittels  ^|(t  z  ^  o:)  s=  Ol  au 
miniren. 

7.  Eis  sei  2z==:(4-i-^aas-|-^«)9  nachdiim  man  abfcOraend 
geaetat  bat 

Man  bild(^  aus  der  vorliegenden  Alfffermtialgleichiuig.  die  bei- 
den Werth© : 

1  fh 

2r,  =:  «J  -  l)oar  +        £  +  "(^  +  -p- 

Um  dieselben  in  die  Gleichung  a)3=  i^  — V^ar^'-fiy«— «• 

elnanföhren,  schafft  man  hier  ▼oreiat  die  Wurselgrdaae  i^iBg» 
Man  erhält: 
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a)«— + «)  =  «f*— 
oder  auch«  nacbdem  naa  mit      -|-  a)  getbelit  bat»  di«  GleicbuDgt 

2i,  =  (f-?)ij;+a(t+^. 

Wenn  man  oon  aber  die  Wertbe  2y  und  tz  einsetit»  so  erhSlt 
nao  die  neue  Gleicbuog: 

■ 

ds  1  ds 

Das  allgemeioe  Integral  zeigt  sieb  in  der  Foiii: 

■ 

1 

Das  aUgemeiiie  Jntegral  der  ttraprflnglichen  piffereotiaigleidiiiDg 
aber  iat  dargeatellt  dareh  die  beäen  Gleicbungen: 

« 

Oftmals  ist  es  irortbellbafter ,  sogleich  in  der  partiellen  Diffe- 
niliali^^ehuDg  ^t^  zg%yx)^Q  an  die  Stelle  ven  %,  y  und«an- 
ktt  T«rSnderltefae  etosusetaen,  .Indem  man  diese  als  'Fanktlonen 
im  2,  jf  nnd  «  an  beatioMnen  aiiebt»  dane  die  tmafennirl« 
Gleicbuog  den  bis  dabin  gestellten  Anferderungen  entsprieht. 

8.  G«  sei  s«— 2y»  V  4a*+(»#  +  y), 

Mao  aetxe  bier  an  die  Stelle  von  y  nwA  x  die  neuen  Verin- 
derticben  e=5»-|-jf  und  »  =   — Dadurcb  entatebt: 

^rsj^-.«„,   und   Xjr=:2»  +  a«, 
Man  eiMt  die  mm  Glelebnng: 

'  Zur  Beatimmimg  von  z»  bat  man  bier  die  Gleichung: 

V^  +  Iü*  </t         Iii;  iIt 

Man  genügt  durch  &  =      und  hat  desshalb  die  vollstöodige  Dif- 
ferentialgleichung: 
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Das  aligemeiiie  Integral  Ist  ausgedracfct  dorch  4ie  beiden  Glei* 
cbuDgen: 

« 

9.    Es  sei  ijr  —  Jj,  =  (z,  +  Zy)%£Zx  —yzf,).  ' 

Man  setze  wieder  anstatt  y  und  x  die  neuen  Veränderliche» 
»  =  «  +  y  und  u^zx-'y.   Daraus  folgt: 

Daraus  entwickle  man  4en  Werth 

Zur  Bestimmung  von     erbSit  man  die  Gleichung: 

'  (a) 

Man  genügt  derselben  durch  a=:z— oder  2,=  ^  .  uil 
man  andet  so  die  ▼ollstfindig^  Differentialgleichung : 

Das  vollständige  Integral: 

fuhrt  auf  die  endliche  Gleichung:  ((z-«)«—2r)2  — 4«*  = 
Und  das  allgemeine  Integral  der  partiellen  Differentialgleichung  Ist 
dargestellt  durch  die  beiden  Gleichungen: 

((,  _  «)a  _  2t))a  -  4««  =  9»(cr) , 

((2  ^  «)2  -  2e>)4(i  —  ft)  =  («). 

10.  Es  sei 

,      y       a:  4  /   

1  =i*,+-ix  +  CO,«Y  l+^+^.V^l+X,»+^?. 
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'Man  Innige  hier  an  flie  Stelle  von  z,  y  uiul  ji:  drei  neue  Ver-» 
äßderlicbe,  indem  man  setzt: 

Um  die  neuen  Veränderlichen  in  die  Diflferentialgieicbung  elnsu* 
iÜhren,  schreibe  man  dieselbe  vor  Allem  in  der  Form : 

dt      dx  dx 

Da  nnn  t  als  Funktion  yon  r>  £  nod  ^  auftritt,  so  hat  man: 

dt      dx  dr     dx  de     dx  r/O^    '  ; 
Iz^dräi^didt^d^  dz* 

»  '■ 

*  "  dx      dx  dr     dx  ds     dx  dd" 

djf     dr  d^'^de  dy'^d^  ^\ 

dt  ^^ffr.?ff  <fe  dt 
•     Xr     dr  dx"^  de  da:^  dd^  dx* 

Um  hier  die « neuen  VerSnderlichen  einzuführen,  schreibe  man: 

Daraus  entsteht  durch  Differentiation: 


dr     %  ds     ^  .  ^d^     7^  l 

V 


dfß     r     cos*«  Oy  '  <^     f  • 


Man  transformire  zunächst  die  linke  Seite  der  partielleu  Differen- 
tialgleichung, und  bilde  desshalb  die  folgenden  Ausdrüclie: 

dt       dr  ^  dr 

de  ^    de  ^     de  ^ 

d9       d&      d»     ^  ■ 
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Um  aiidi  die  reeto  Stito  «i  traMfemkeD,  bUde  mao  weit^: 

/rfdv  /■''^V  ' 


de         de  dd-  de 
dx  nät    d^  äy  "^dx  dx" 

* 

Man  gelangt  eo  an  der  tniimfoftniileii  Glefashang: 

üimait  man  Wer  r  als  die  abhängige*  c  und  ab  die  enabblngi« 
gen  "VerSoderlichen  an*  ao  hat  man': 

Um  nun  den  Differentialquotienten  r«  als  Funktion  der  Veränder- 
lichen r,  €' nnd  ^  darzusteUen»  bilde  man«  indem  man  abkfir- 

-— 

fj2jA  r-^r^«   Die  Glel- 

chnng  mr  Beetimmnng ' ven  rt  neigt  nieh  dann  In  der  Form: 

(•) 


siD«»        8in«*  rft+"^*+*^'Ä^=*'' 


Man  genOgt  derselben  dnreh  «esss— •  folgt  aber-r^sar; 

uod  man  bat  die  vollständige  Differentialgleichung: 

(b)         *»«fc+v^«1^rf».  • 

Nimmt  man  nun«  nm  den  irrationalen  Anadmck  in  integriren»  vor* 
erst  eindss«,  eo  hat  mani 

ii2|fa  .{K«  «a  -f. 

Nimmt  man   weiter  -  |^  =  t?^,  so  bat  man      =  ^^i^  ^  • 

Deesbalb  ist:  « 
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«VTTß«  du       T^r>        v^dü           a^dv  a^dv 


Die  Integ^ratioii  der  vollständigen  Differentialgieiclinng  giebt  deas* 
blb: 

fr  s  o«  i-a.  arc  tg-— a.arctg - 

Wenn  man  dies  nacb  a  dtferenliirly  so  entsteht^  weil  anch  v  eine 

a*-fe* 

Fimktlon  von  «,  und  awar  ^"qz^^^in*^       die  Gleidrang» 

0=c— aretg^  +  9'(«). 

Man  setxe  diesen  Werth  e  in  die  erster«  Gleichung  ein,  und  bringe, 
zugleich  an  die  Steile  Too  V  die  Ver&nderlicbe  ^,  Indem  man 

y  s  ^  ^  <»s«^ "       achrelbt»  and  daa  allgemeiDe  integral  der 

ptrtiellen  Differentlalglelcbmig  iet  auagediMl  diir^h  die  beiden 

Gi«icbungen:  ■  . 

ß.aretg  ^  '  ^  +  5P(«)  -  af'{m) 

T  «SS  e  m^mm^ 

und 

♦  * 


Denkt  naa  aleli  bier  ^  md  «r  ala  die  «natMnglgaa  VwMeffr* 
dien,  so  ergeben  «leb  die  gleichzeitigen  Wertbe  r  nnd  e.  Wenn 
aber  die  zasaromengebürigen  Wertbe  r,  c  und  ^  bekannt  sind,  so 
findet  man  die  zusaraxnengeburigen  Wertbe  der  ursprünglicben 
Veränderiicbeo  aus  den  Gleicbungeo: 

^z^rcM^p     ssrsin^oose«    £=: r sin ^ sine. 

Nachdem  man  das  allgemeine  Integral  der  partiellen  Differential- 
glelchüng  tf;(2y  z y  =  0  attfgefnnden  bat,  kommt  es  daranf 
«ly  aUe  möglichen  Funktionen  anzugehen,  wodurch  man  dersel- 
ben  genagt,  wenn  man  die  abhängige  Veränderlicihe  darana  eil* 
UDÄnht  Vor  Altem  Teigegenwättfge  man  steh  diejenigen  Rech- 
iHUfg80|ierätleii«n«  trodurch  man  die  pärtielle  Olfferentlalgleichm]^ 
tts  dem  allgeiftehieo  Integral  wieder  ableitet  Das  allgemeine 
iMegtal  ist  hier  ß  =  <p(a) ,  wo  ß  eine  bestimmte  Funktion  der  drei 
Veränderitchen  i,  y  und  x  uud  einer  Veränderlichen  a  ist,  welche 
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dS 

ans  der  Gleidiung  ^  =  ^'(«r)  berechnet  werden  muss.  .M«b  bilde 
daraus  die  beiden  GJeichungeo: 

dß      /dß        u  .\rda  da\ 


dß 
dz 


dB 

welche  aber»  da  9'(cv)  =  0  ist,  fibergehen  in  die  einfachfreii: 
«ad 

■         .  .  . 

Durch  «lie  Elimination  von  «  erhält  man  daratis  die  partielle  Dif- 
ferentialgleichung. Die  Grosse  «  in  dem  alls^emeinen  integral 
ß  =  q)(a)  kann  aber  auch  als  Beständige  gedacht  werden,  so  dass 
also  (p{a)  einer  zweiten  willkührlicben  Beständigen  gleichi^omoit; 
und  es  versteht  sich,  dass  dann  die  vorhin  aar  Berechnung  dei 

dß 

veränderlichen  a  benutzte  GleicbuDg  wegfällt,  da  we* 

gen  ckt=:0  doch  wieiler  die  beiden  Gleichungen  1.  und  2.  ept> 
stehen,  woraus  die  partteile  Differentialgleichung  durch  die  EU* 
mination  Von  a  gewonnen  wird. 

Aus  dieser  Entstebungsweise  der  partiellen  Differentialglei- 
chung schliesst  man  zunfichst^  dass^nian  nicht  zu  allen  besondeiea 
Integralen  gelangt,  wenn  man  sich  auf  .diejenigen  Funktionen  be» 
schränkt,  welche  aus  den  beiden  Gleichungen  ß^(p{ct)  uud 
dB 

durch  die  Elimination  yon  «  sich  ergebeö,  nacbden 

man  die  willkiihrliche  Funktion  (p  irgenti  wie  bestimmt  hat  Man 
hat  dabei  auch  alle  diejenigen  Funktionen  zu  beachten,  welche 
aus  der  einzigen  Gleichung  ß  =  <p{a)  hervorgehen,  unter  der  An- 
nahme eines  heständigen  «.  Wenn  es  also  darauf  ankommt  das 
Willkiihrliche  in  dem  allgemeinen  Integral  so  einzurichten,  dass 
dasselbe  eine  vorliegende  Funktion  liefere,  so  bat  man  zweierlei 
zu  untersuchen.  Das  einemal  fragt  es  sieb,  ob  die  beiden  Grossen 
«  und  9(«r)^als  Beständige  sich  so  angeben  lassen,  dass  die  ro^ 
liegende  Funktion  der  Gleichung  ß^tp^oi^  genüge.    Wenn  dies 
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aber  unmuglich  ist,  so  hat  man  es  mit  der  Bestimnmni^  der 
kuhrlichen  Funktion  (p  zu  thun,  in  der  Art,  dass  ntaii  durch  die 
Eiimioation  von  a  aus  den  {beiden  Gleichungen  ß=g>(u)  und 

dß 

=  vorliegende  FonktloD  ableite. 

Wenn-  das  allgemeine  Integral  z.  B.  durch  die  beiden  Glei- 
chungen : 


«V  +  2aa;  =  »^-i-29J(a),   und    az^ JC  =  q>' (a) 


aoBgedrückt  Ist,  und  dann  die  Frage  entsteht,  wie  man  demsel- 
ben durch  2^=^y^  genüge,  was  aoch  die  entsprechende  partielle 
Differentialgleichung  jf(zs*-F«y')  =  22sF  befriedigt »  eo  findet  man» 
dass  dies  fär  ff:=0  and  2qp((r)= — 1  geschieht.   Man  genfigt  der 

partiellen  Differentialgleichung  auch  durch  die  Funktion         ^  ^» 

Wenn  diese  ans  dem  allgemeinen  Integral  abgeleitet  werden  soll, 

80  zeii;t  sich,  dass  dies  unter  der  Annahme  eines  beständigen  a 
nicht  mehr  geschehen  kann.    Man  setze  desshalb  den  vorliegen- 

«e 

den  Werth  2^  s=  -^^^  in  jene  beiden  Gleichnngen  ein«  wo- 
4arch  dieselben  übergehen  in: 

'  r 

und 


Mi* 


Man  elimimre  daraus  die  Veränderliche  ^,  und  ordne  zugleich 
uach  Potenzen  von  or.   Man  erhält: 

wa«  zu  einer  identischen  Gleichung  wird,  wenn  man  2<p  =  «* 
setzt.     Unter   dieser   Bedingung   also   genügt  die  Gleichung 

^  =  «  .  2  attch  dem  allgemeinen  Integral. ' 

Das  allgemeino  integtal  der  partiellen  Differentialgleichung 
^{Zfj  Zx  z  y  x)  ~0  kann  auch  in  der  Form  cer=(p^(ß)  ani^eschrieben 
werden.  In  der  obigen  Form  ß—(p(a)  bezeichnet  ß  erne  be- 
stimmte Funktion  der  Veränderlichen  rya:  und  von  «.  Man  ent- 
wickle aus  der  Gleichung  ß  -=^f(zyxu)  den  Werth  u^fi(% yxß)^ 
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I 

hier  «  «k  bMÜnmle  FtmktiAn  der  Variiiderlielieil  «f  4r  Und  ra 

jS  'attflritt;  und  man  hat  dann;  um  ß  m  eluniniwn»  die  Glekliini| 

^»Vi'Ci'K  Durch  db  Üiffareatiatton  too  evlilil  man 

die  beiden  GleicbuogeD :  ' 

du      tUt     ^       ,  litt    '  dtt  A. 

I 

und  die  Elimination  von  ß  fahrt  wieder  auf  die  partielle  DIfferen- 
tiatglofcbonpf  Zzzy3:)=s0  zurück.  Irgend  ein  besonderes  In- 
tegral der  partiellen  Differentialgleichung  wird  nun  eben  sfv  wohl 
aus  der  Integralforin  f{z  i^  x  u)  =  q>(a)f  als  auch  aus  der  Integral- 
form fi(' y ^ ß)  —  fpt(ß)  sich  ableiten  lassen.  Doch  giebt  es  hier, 
bei  einen  Ausnahmerall ,  welcher  eine  besondere  Betrachtung 
verlangt.  Wenn  nämlich  in  der  letzteren  Form  f\(tyxß)^^i{ß) 
die  Grü^sc  ß  als  Veränderliche  gedacht  wird,  so  kann  dennoeb 
die  willkäbrliche  Funiction  ^i{ß)  eine  Beständige  sein,  indem  die* 
selbe  Ton  ß  unabhängig  gedacht  wird.  Ueherträgt  man  dieifn 
Fall  auf  die  erstere  Form  f(z  y  a)  ssz  q>(a) ,  welche  aus  der  ande* 
ren  dadurch  hergeleitet  *wird>  dass  man  .dort  a  an  die  SteHetn 
^(ß)  und  4p(«)  an  die  Stelle  von  ß  bringt,  und  dann  naeb 
entwickelt,  so  siebt  man  ein«  dass  hier,  damit  die  vorige  Beden* 
tnng  der  Integratform  nicht  verloren  gebe,  die  GrUsse  «  als  11^ 
ständige  zu  nehmen  Ist,  wShrend  doch  (p(a)  veränderlich  sein  «oll, 
.  was  unmöglich  ist.  Wenn  also  (piiß)  eine  ßeständige  ist,  währeod 
ß  seihst  veränderlich  gedacht  wird,  so  liefert  die  Integralfonn 
f\{ty  3s  ß)-=^fpi{ß)  gewisse  Funktionen,  welche  der  erstereo  Form 
f{z  if  X  a)  ^  (p{a)  nicht  mehr  geniigeii.  Man  nnisste  demnach, 
wenn  es  sich  um  die  Bestimmung  dieser  Funktionen  bandelt,  . 
auch  die  Form  fi(z ^ ß)  (pi(ß)  gebrauchen,  um  darin  die  wUl- 
kührliche  Funktion  ^|  einer  willkiihrlichen  Beständigen  gleicbsa- 
setaen»  Allein  es  wird  sich  in  der  Folge  noob.ae%en,  dass  die 
leCalete  Int^raiform  bei  der  Darstellung  der  erwiibnten  besonde- 
M  lolegrale  enibebriicb  bt,  da  sieb  ein  «ader^  MHtel  findet^ 
dIeeeSbsff  nucb  ans  dei  erateren  Form  f(zyaßa)7szf(u)  absuleiteo* 

Was  nun  die  besonderen  Auflösungen  der  partiellen  Difle* 
rentialgleichung  ^(^2«zyar)  =  0  betrifft,  oder  diejenigen  Funktkh 
neir,  w^iebe  awar  der  paHieUe»  DiffereatUlgleicbaagj  nielvt'  aber 
dem  allgemeine&  Integral  CSenOge  leieteB,  so  kommt  es,  wenn  ^le* 
aelben  aus  der  Integralform  f{z  y  at  tu)  =  (p(.9t)  beatlmint  i^ento 
aolle«,  auf  diejenigen  Glieder  von  f{%$xu)  asw  welckemU  einem 
urlaehaD  Qnnd  1  Hegenden  Ez^aen$eii  verbünde»  «Ind«  Alto 

'  r 


I 
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Funktionen»  welche  unter  einem  solchen  Exponenten  stehen,  wer» 
den  den  beiden  Gleichangen: 

•ad 

genfigen,  nmg  buk  a  in  der  FonkCson  ß  ab  BeBtäadt^e  oder  als 
•Vefta^Kcbe  gedacht  «werden;  iind  man  vvetas«  dase  dieeePonkr 
tionen  die  beieiclioete  Eigeescbaft  aeeb  fiir  die  partielle  Dlt»- 

rentialgleichung  beibehalten,  welche  durch  die  Elimination  von  a 
aus  den  beiden  Gleichangen  1.  und  'J.  abgeleitet  nird.  Nun  ist 
man  aber  veranlasst,  zwischen  den  so  bestimmten  Funktionen 
einen  Unterschied  zu  machen,  da  dieselben  z«ini  Theil  auch  wie- 
der als  besondere  Integrale  der  partiellen  Differentiakleic  hunj^ 
aageeehen  werden  müssen«  Um  dies  einzusehen,  muss  man  sich 
erinnern,  wie  man  zu  den  besonderen  Auflösungen  einer  Dille-» 
KDtialglelcbung  der  ersten  Ordnung  mit  zwei  Veränderlichen  ge^ 
fangt«  wenn  das  allgemeine  Integral  als  beliebige  Funktion  der 
willkäbrlichen  Beständigen  vorliegt  Wenn  das  allgemeine  Inte- 
pal  In  der  Form  F(z  ^  /})  =s  0  geschrieben  wird,  >  wo  entweder 
»und  y  oder  s  und  a  die  beiden  Veränderlichen  sind,  ond  ß  dfe 
iHllkSbrIiebe  Beständige,  so  bildet  man.  In  der  Vorausseteung, 
dass  die  Veränderliche  z  in  den  besonderen  Auflösungen  vorkomme, 

Ae  Gleichung  ^     +      ^  ^  ^  kommt  dann  auf  difrfenigsn 

Fanktioneo  an,  welche  dieser  Gleichung  hinter  der  Annahme 

dz 

genfigfen.  Man  wird  aber  dieselbe  anf  aweiertei  Welse 

dF 

befriedigen;  das  einemal,  indem  man  -^ssstD  setsty  das  anders* 

dF 

Mi,  Indem  man  '^^^  bestehen  lässt  Nachdem  man  alle  Funk- 
tionen dargestellt  hat,  welche  dem  einen  oder  dem  anderen  Falle 
entsprechen,  eliminirt  man  daraus  die  willkuhrlicbe  Beständige 
ß  mit  HUfe  der  Gleichung  FQt  ifaß)ssiO,  und  man  gelangt  au 
giwissea  Gleichungen,  unter  welchen  alle  besonderen  Auftösnn- 
gas  der  vorliegenden  Ditferentialgleichung  verkomoMn«  Aue  dsr 
lalegrslferm  /l[s^«^=:^(<x}  der  psrtlellen  DiffereatialgleichuDf 
ll^z^zy  a:)  —  0  eatsteheii»  mag  nun  e  beständig  oder  mag  es 
mlttderlicb  gsidacjbt  werden»  durch  DiHerentiation: . 
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Um  die  besonderen  Aui'Iösungen  dieser  beiden  Üifferentialglei- 
cbuiigen  nach  dem  so  eben  angegebenen  Verfahren  aus  der  Glei- 
chung f(z  y  cc)  =  (p(c()  abzuleiten,  mus«  man  vor  Allem  beachten, 
dass  die  Grösse  hierbei  die  Steile  der  uillkührlichen  Bestän- 
digen vertritt.  Ausserdem  muss  auch  die  Grösse  a  als  Bestän- 
digie  gedacht  werden,  selbst  wenn  dieselbe  in  der  besonderen 
Auflösung  nachträglich  veränderliche  Bednutung  erhalten  sollte. 
Denn  nur  so  kann  die  Gleichung  fi- y  oc  a)  =  (p(ci)  als  das  allge- 
meine Integral  der  beiden  Diflferentialgleichungen  1.  und  2.  be- 
trachtet werden.    Da  dies  Integral  nach  der  wiilkührlichen  Be- 

sfSndigen  (p{a)  entwickelt  ist,  in  der  Weise,  dass  man  ^  =—1 

erhält,  so  versteht  es  sich,  dass  sich  diesmal  aus  der  Gleichung 
dF 

-7— =  0  keine  besonderen  Auflösungen  ergeben.    Dieselben  uer- 

dF 

den  dann  alle  aus  der  anderen  Gleichung  -7-  =  ot»  oder  auch 

ax 

^=00  hervorgehen.  '  '  -    >  '    •  i  - 

«  .1.  t.     >l»4..1,  .^»i 

Man  hat  schon  oben  die  Gleichung  f{z  y  x  a)  —  (p{a)  auch  in 
der  Form  fi(z  y  x  ß)=  cpi{ß)  angeschrieben,  und  diese  aus  der 
vorigen  abgeleitet,  indem  man  dort  fp{a)  mit  ß  und  a  mit  q)i(ß) 
vertauscht,  und  dann  nach  q>i(ß)  aufgelöst  hat.  Wenn  man  sich 
der  Integralform  f\{i  y  x  ß)  =  cpy{ß)  bedient,  um  durch  das  oben 
angedeutete  Verfahren  die  besonderen  Auflösungen  der  Differen- 
tialgleichungen 1.  und  2.  zu  bestimmen,  so  wird  man  jedenfalls 
zu  denselben  Funktionen  gelangen,  welche  man  vorhin  aus  der 

Gleichung  ^-  =  oo   aufgefunden  hat.    Allein  man  hat,   weil  das 

Integral  fi{z  y  a:  ß)  =  (pi{ß)  der  Differentialgleichungen  1.  und  2. 
jetzt  nicht  mehr  nach  «ler  wiilkührlichen  Beständigen  ß  aufgelöst 

vorliegt,  gleichzeitig  die  beiden  Differentialgleichungen  -^=0 

-7^=x  anzusetzen,  um  dann  aus  allen  den  so  entstehenden 
dz 

Funktionen  die  willkührliche  Beständige  ß  mittels  fiizyn:  ß)  =  (pi(ß) 
zu  eliminiren.  Nun  sind  aber  diejenigen  Funktionen,  welche  durch 
die  Elimination  von  ß  aus  den  beiden  Gleichungen  fii^yx  ß)=zq)i{ß) 

df 

und       =  0  hervorgehen,  nichts  anderes  als  besondere  Integrale 
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der  partiellen  Differentialirfeic^nni?  ti»  («^  ?j  ar)  =  0,  da  deren 
allgemeines  integral  auch  durch  die  beiden  Gieichtingen: 

atigf(edrflckt  ist;  and  xwar  sind  dies  diejenigen  I»eeondereo  Inte- 
graie,  weiqlie  der  Annalime  eoteprechen,  dass  q>i{ß)  von  ß  unab- 
hSngig  sei.  Schon  oben  ist  von  diesen  besonderen  Integralen  ge* 
leigt  worden ,  dass  sie  aus  der  Intep^ralform  y  xn)=z  q){a)  als 
solche  nicht  abgeleitet  »erdfn  können,  während  sie  doch  einen 
Bestandtheil  der  anderen  IntegraUonn  fi{%y  ^i'ß)~ffi(ß}  anj?machen. 
Daraus  lolijt,  dass  dieselben  nicht  unter  denjenigen  hesiuideren 
Integralen  sich  vorlinden,   welche   zugleich  mit  d<^n  besonderen 

Auflösungen  der  Oiflerentialgleichungen  1.  und  2.  durch  die  Glei- 

df 

dinng  ^^=3  oe  dargestellt  werden,  da  die  letzteren  einen  Bestand- 

theii  der  Integraironn  f{%ya;a)-=i(p{a)  ausmachen.  Man  schliesst 
«reiter,  dass  das  Resultat  der  Elimination  von  ß  zwischen  den  bei- 

(ieu  Gleichunfen  fi(^yJ!ß)  =  <Pi{ß)  und  ^==0  jedenfalls  unter 

denjenigen  Funictionen  vorkommen  wird»  welche  man  als  besoa- 
dtre  Auflösungen  der  INfferentialgleichungen  1.  und  2.  mit  Hilf« 
df 

der  Gleichung  ^=  oo  aufgefunden  hat«  oder  .weiche  auch  ans 

der  Gleichung  f{%yxa)=icp(a)  unmittelbar  erkannt  werden,  indem 
nun  auf  dipjenigen  Glieder  Rücksicht  nimuit,  welche  mit  einem 
«wischen  0  und  l  liegenden  Exponenten  verbunden  sind.  vSiomit 
ist  denn  der  oben  aussjesprochene  Satz  nachgewiesen,  dass  diejeni- 
gen Funktionen,  welche  man  als  besondere  Auflösungen' der  IJlif- 
fereutialgleichuagen 

und 

herleitet,  zum  Theil  wieder  als  hesondpre  Integrale  der  partiellen 
Differentialgleichung  ^(Sy  ««»^a;)=U  zu  betrachten  seien. 

Dieselben  Bemerkungen  bieten  aber  noch  ein  anderes  Inter- 
esse, wenn  man  sich  erinnert,  dass  es  den  Anschein  hatte,  als 
könnten  diejenigen  besonderen  Integrale  der  {)arliellen  DfiTeren- 
tialirleiehung  ^<SyS«Sjy ;r)  =  0,  welche  aus  den  beiden  Glei- 
chongen : 

ThtU  XXXm,  18 
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' hervorgellen»  wenn  ß  mfinderlich,  ipi(ß)  aber  von  ß  nnabbängig 
gedacht  wird,  nicht  auch  aoa  den  beiden  Gleichungen: 

f(zy.ia)  =  (pia)    und  ^^=y'(«) 

abgeleitet  werden.  Es  ist  jetzt  nach^re^viesell,  dass  die  ersterea 
Gleichunjjen  entbehrlich  sind,  da  die  hier  hezeichiiefen  l;esoivde- 
ren  lutegrale  jedesmal  zum  Vorschein  kommen,  wenn  man  alle 
Glieder  der  Gleichung  f  (i  y  x  a)  =  q){a)  gleich  Null  setzt,  welche 
unter  einem  zwischen  0  und  1  liegenden  Exponenten  stehen.  Man 
siebt  zugleich  ein»  dass  eben  diese  (Gleichungen  nur  dann  als  beson- 
dere Auflösungen  der  partiellen  Differentialgleichung'  sich  heraus- 
stellen kunnien»  wenn  sie  auch  in  4er  Integralform  f^{%yw  ß):=iffi(fi 
nnterieiueni  solchen  Exponenten  stehen.  Wollte  man  die  beson« 
deren  AufliSsungen  vnn  den  besonderen  Integralen  trennen»  so 
mSs^te  man  also  auch  die  andere  Integralform  fi(i  ^ ß)  =  <P\{ß) 
nntersochen..  Insofern  es  aber  nvr  auf  die  Bestimmung  derjeni- 
gen Funktionen  ankommt,  weiche  der  partiellen  Differentialglei- 
chung überhaupt  genügen,  kann  diese  Lritersuchufig  als  überdiissi«; 
betrachtet  Vierden,  und  man  reicht  aus  mit  der  einzigen  integr<tN 

Das  «Ugeme&B«  Integral  der'  paftiellett  Oiffereiktialgleiebuiig 

ist  ausgedrückt  durch  die  beideu  Gleichungen: 

V  X«— «V+«jr  =         und  «y*  »  V^x«-'  aV-  (J?— 

Aus  dem  Vorkommen  der  WurzetgrTisjse  schliesst  man,  dass  der 
Werth  2*  =  c^*,  wo  c  eine  willkfihrliche  Beständige  ist,  der  |Mtf- 
tiellen  Differentialgleichung  genügt  Doch  ist  die  (ileiehong  z^Cff 
in  dieser  Integralform  T)1cbt  enthalten*  weder  fiir  ein  beständiget» 
noch  fiir  veränderliches  er,  wie  man  auch  Immer  die  li'onlitioi  f 
bestimmen  mag.  Vcf tauscht  man  ip(«)  gegen  ß»  md  «g^nii  f^ffit 
und  last  man  dann  noch  (pi  (ß)  auf»  so  erbäH^-maa  als  alignmeiatti 
Integral  die  beiden  Gleicbnogett: 

k 

,  r 
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Man'  ^fet2?e  hier  (p^iß)  einer  Bestfindigeii^  c  pleich,  und  des&balb 
und  man  erhält  dufch  die  Eliminatio»  dar.  vorjiomnien« 
den  Wiirzelgröi^se  zunächst  ß=zcx,  üru  aber  ^  volUtSndig  su 
elimiüiren,  setze  man  diesen  Werth  ß  in  die  letztere  Gleichung 
ein;  und  mim  findet  die  Gleichung  2*=rcy  in  der  That  als  be- 
«Qoderes  integral  der  parüelleu  ÜiffereDÜalgleicbuog. 

Aus  der  in  der  letzteren  lnte<;rairorni  vorkommenden  Wur« 
zelgr&sse  schliefist  aian«  dasä  die  partielle  DiA'erentialgietchuDg  . 

dlifch  ilen  Wertfc  i^^—^r^—^  befriedigt  wird,  Doeh  gelingt  e« 

auf  keine  Weise,  die  integralform  damit  in  Uebereinstimmung  za 
bringen.  Setzt  man  aber  m  der  ersteren  iutegrailorm  9)(a)=sc» 
und  desebalb  9'(«r)ss;0,  so  entsteht  dufch.  die  EüminatioD  der  vor- 

kommenden  Wurzelgriisse  die  Gleichung  a  =.  ^\        Wenn  man 
diesen  Werth  u  in  eine  der  beiden  Gleichungen  einsetzt»  so  findet  ' 
man  io  der  That  die  Gleichung  2^=^n|^^      besonderes  Inte* 
gral  der  partiellen  DÜTerentialgleiehnng. 

Als  aUgeoneines  Integral  der  partiellen  Diierentialgleiehwig 

Wet  msQ  4|e  be.idieo  Gleftsbungen: 

H%  f  V^S^^2«a>+l— y«=ip(«)  und  «-«^V"3^2cii+r^2(9'(a)-l). 

Die  Wurzelgrüsse  deutet  daraufhin,  dass  man  der  partiellen  Dlf- 
ferentiaJgleichuBg  durch  —  2car-f-l=iy^  genügt,  wenn  c  eine 
wilikuhrliche  Bestfindige  ist.  Auch  findet  sich  hier  ein  veränder- 
liches «,  für  welches  die  Funktion  unter  dem  Wurzelzeichen  ge- 
nügt. Denn  unter  der  Voraussetzung,  dass  — 2oLr sei, 
gftht  die  zweite  Gleichung  über  in  a  ~  x.  Setzt  man  dies  u  in 

dieerstemGieichung  ein«  so  entsteht  die  Wurzelgrosse  y*; 
oad  daraas  folgt,  dass  anch  die  Cpleichnng  i^-^^ssl  der  pnr- 
tisUeD  Oiiarentlalgleichung  genflgt  I>oeh  liest  sich  weder  die 
Uleiehung  afl-^-f^^l*  ixHsh  nach  die  Gleichung  c'^Siur-l-lssi^ 
mit  der  obigen  IstegraJfontt  in  üeberdnstiromnng  bringen.  Setst 
man  aber  (p(a)=zß  und  tt^ipi(p),  und  entwickelt  man  dann  (pi(ß), 
10  bat  man  als  ailgeiueines  Integral  die  beiden  Gleichungen : 

18* 
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Setzt  man  weiter  9),(/^)  =  2c  und  desshalb  gp|'(^)=0,  so  gebt  die 
letztere  Gleichung  über  in  z  —  ß^:r—^ — ]  Die  Eli- 

minatiop  von  ß  aber  führt  auf  die  Gleich oog: 


woraus  man  emietit,  daä»  die  beideo  vorhin  geoaftnten  Fonktiooea 
in  der  Tbat  besonder»  Intogmle  der  partiellen  .  Difetontialglei* 

,    chung  sind. 

.  Wir  geben  jetat  Uber  zn  einer  allgeneineten  Aufgabe.  Wir 
beaehäfU^en  uns  mit  der  allgemeinen  partiellen  Ölierentiil* 
glelcbung  mit  vier  Veränderlichen: 

in  der  Vorautisetzung,  da.s8  die  Zerlegucij^  in  Faktoren  nicht  auf 
partielle  Differentialjrleichnnjren   des   ersten  (»radejs  /uriickfülire. 
Wie  mau  zu  «lern  ai!i:f miu  ineti  Integral  gelangen  werde,  dies  lägst 
»ich   aus  den  bisherigen   ünteräuchungen   leirrht   erratheo.  £« 
kommt  hier  darauf  an,   xwei  endliche  (>leichungen  <t=0  und 
fr=0  aufzustellen  zwischen  den  Veränderlichen  der  partiellen  Dil- 
ferentialgleifeliung  and  den  Üifferentialquotienten  ly,  :^  und 
welcbe  sich  auch  aus  dem  allgemeinen  Integral  durch  Dlüerentiatloii 
ableiten  Hessen«   .Denn  nachdem  man  diese  DlfferenthilquotieDtai 
aus  den  drei  Gleichungen  ^ssO>  s=0  und  t^O  'als  Funktioaen 
der  Veründertiehen  tfx  und  vs  berechnet  hat»  gelängt  man  n 
dem  «allgemeinen  Integral  der  parHellen  Differentialgleichung 
durch  die  Integration  der  voUstäudigen  Differentialgleichung: 


Die  eigentliche  Aiif^tahe,  welche  hier  vorliegt,  ist  also  die  Dar* 
Stellung  der  beiden  Gleichungen  0=0  und  Tr=0.  Man  bemerke, 
dass  zvfischen  den  Werthen  2^  uhd  zir,  welche  »nf«  den  Glei- 
chungen 1^=0»  tf=0  und  vsO  sich  eirgeben,  die  folgendes  Be- 
ziehungen besteben:  •  ^ 


bekannten  Hilfsmittel  zu  verwenden  sind,  um  die  vorliegende  Auf- 
gabe zu  lü^en.  Man  bilde  zunächst  aus  der  Gleichung  ^  =  0  die 
loigenden  Differentialgleichungen : 


^dzw\  _  fdig\      /diu,\  _  /diy\      /fhj\  ^dzy\ 

KdxJ-'KISi)'  Kl^J-KHo)*  \di)^\Mx}' 
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d'^  fdu,\  ,  rf*  ,  rfV'  /rf^-'N  ,  fd^\ 

•  äjy  \dwj  ^  diM\dwJ    dim  \  dufj    yji^w)  .    *  . 

EbeoHo  bildet  man  aus  der  Gleichung  r^O  drei  andere  Diffe- 
renHalgleichungeo«  vrelche  von  den  yorliegenden  darin  abweichen» 
dass  {iberall  t  an  die  Stelle  von  ^  tritt.   Wenn  man  aus  diesen 

seclis  Differentialgleicbongen  die  Grössen   (^^^  * 
C^>|  eÜB^inirt,  so  behält  man  die  folgenden: 

/dtif  dz  d\\)  dx\  fdzs\ 
\dzxday^dzy  digj\äyj 

(dxlf  Uz     dip  äx  \  {^^}}fi\  ,  (d^)\  dz     dip  /dT\^^ 
äi^  dt^^d^  d^J  \dyj  ^  \dy)  diy'^ di^  \dy) * 

.   /di\)  dx     ^dz\  fdzy\ 
\jdzff  dzs    dzx  dzyj  \dx/ 

/d\p  dt     di\)  dt \ /dtft,\     /dilf\  dt     d^_fdt\^Q  . 
^  \dzw  dzs~  dzx  dzwj  \dicj     \da:J  dzx     dig  \dx)  ~  ' 


( 


d\p  dt  d^i  dz  \  fd%y\ 
diy  d%w  ^  d%m  äkgj  \  dw) 


/rftp  dt  dijf  dt  \  /d%x\  /d\i;\  dt  ^  dt^  fdt\_^Q 
\d%jg  d%^    dzw  di,x)  \dw)    \dw)  d^    cte^ \dw/ 


Durch  die  Addition  und  mit  Kückisicht  auf  die  obipen  drei  Be- 
ziehuneen,  welche  zwicschen  den  Differentialquotienten  &x  und 
%m  bestehen,  gelangt  man  zu  der  Gleichung: 

(a) 


.         /dt\     d^fdT\  ,dilj^/dt\     fdi\}\  dt     fd\p\  dt 

■ 

I 

*OTio,  da  ja  i^  die  ee^ebene  Funktion  ist,  nur  die  eine  Unbe- 
kannte z  eine  Stelle  ündet.    Üemnach  hat  man  zur  lief»tiiiiiüuiig 
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Ordnung  und  des  ersten  Grades. 

Die  Gleiofaimg  tf^sO  fiübrt  auf  eine  dritte  Gruppe  von  Diffe- 
rentialgleichungen« und  wenn  man  dieole  in  derselben  Weise  mit 
der  ersten  Gruppe  verbindet,  wie  man  vorliin  die  zweite  Gruppe 
damit  verbunden  hat,  um  cu  der  Gleidhung  (a)  in  .gelangen,  so 
bat  man  aur  Bestimmung  von  ü  die  Gleiciinng: 

(b) 

d^ip  fd<s\  dip  /da'\  d\p  /do\  A/t^\  (fo  ^d^\  da 
d%w  \duj  ^  d%x  \dxj  ^  dzy  \dy)      \dw)  dzw^\dxj  d%j 

\dy  / 

Diese  beiden  partiellen  Differentialgleichungen  (a)  und  (b)  ent- 
halten die  sieben  unabhSng^en  Veränderii<jhen  %s,  %w»%tif$  ^,  wi 
ond  das  allgemeine  Integral  ist  dargestellt  durch  eine  wlllkfibr- 
liehe  Funktion  von  sechs  verftiiderlichen  Grossen«  -£ine  von  die- 
sen verSnderlieben  Grossen  Ist  durch  die  vorliegende  Funktion  f 
unmittelbar  gegeben,  da  man  durch  rss^  und  tf=t/;  genügt.  Da 
die  beiden  partiellen  Diffefential<;leichungen  ausserdem  nur  ffnivb 
die  abhängige  Veränderliche  sich  nntersebeidon,  so  werden  auch 
die  fünf  iil»rii^en  veränderlichen  Grössen  geitieiiischaftiic  Ii  sein: 
und  wenn  man  diesell»en  durch  a  ß  y  d  s  bezeichnet,  so  wertleu 
jene  beiden  Gleichuni^en ,  deren  man  sich  in  V  erbindung  mit 
t^  =  0  zur  Hestininnittg  der  Üifferenttalquotienteu  »y,  %x  und  s» 
au  bedienen  bat»  in  der  Form : 

fPi(€t  ß  y  ö  t      =  0    und    qj^{a  ß  y  d  e  ilf):=.0  ^ 

sich  dai^telien«  worin  ^  und  9^  wiHkfibrlicbe  Funktionen  suid. 
Wegen  ^=0  darf  man  auch  von  den  einfacheren  Formen:. 

ipi(a  ß  y  d  s)s^O   und   ^(o ß  y6€)^0 

Gebrauch  machen.  Doch  darf  man  nicht  glauben^  dass  die.  bei- 
den Funktionen  (pi  und  (p^  unabhängig  von  einander  seien,  da  sie 
dann  zwar  die  Gieicbungep  (a)  und  (h),  nicht  aber  gleichseitig 
die  drei  Belieb ungeo ; 

4 

(ä%u>\  _  fd%9\  _  fd*y\      (d%x\_  fd%^\ 

dj:J-'\dwJ'    \dyj~\dw}'  \dy)-\dx) 

erßillen  würden.  Damit  diese  gleichaeifig  iprföllt  werden ,  müssen  jene 
beiden  Funktionen  ^|  und  99^  aimser  dWi  Gleichungen  ^a)  und  4U 
noch  eine  dritte  Gieichniig  belnedigen»>  welche  man  aus  dapfb^' 
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191»  .€iii0p«i  2.  Mkl  0.  guii  «bellst  aMeitety  wi»  man  aueli  die 
Glnchungen  (a)  and  (b)  au«  den  Gruppen  I.  aaii  %%  !•  and  3. 
abgeleitet  bat.   Man  erhUlt: 


Wenn  man  die  eine  Fnnfetien  (p^  wülkilbilicb  iSisst,  so  folgt  biar* 
ans  für  die  z\^eite  Funktion  (p^  eine  bestimmte  Korm.  Doch  be«. 

kümmern  wir  uns  vorerst  nicht  weiter  um  die  allgemeinen  Glei- 
chungen ^\~()  und  —  da  sich  herausstellt,  dassdieGleicliungen 
(a),  (b),  (c)  entbehrlich  i>'uu\ ,  nachdem  njan  zwei  bestimmte  Funktio- 
nen a  und  ß  aufgefunden  hat,  welche  denselben  gleichzeitig  Ge- 
uüge  leisten.  Mhu  %vird  dann  mit  Hille  der  bei<ien  Gleichungen 
a  =  a|  und  ßs^ß^^  worin  «i  und  ßi  willkuhrliche  Beständige, 
«indy  die  allgenieinen  Gleichungen  cpiz=:0  und  (p.2  =  0  auf  einem 
ilderen  Wege  weit  vortheil hafter  darstellen.  Dieselben  Unter- 
•Bcbangen  werden  zngleich  daa  Ergebnifta  iiefern,  daaa  man  die 
btegration  der  vollständigen  Differentialgleicbung 


darch^uführen  im  Stande  ist,  noch  ehe  man  die  Differentialqon- 
tienten  2^,  zx  "»d  zw  mit  Hilfe  der  (ileichungen  i/^^i^ü,  ö  =  0  und 
1=0  als  FunktifitH  ri  der  VcrfiTnlerÜchpii  ;uisgedrückt  hat,  so  dass 
also  eben  diese  (ileichungen  erst  nach  vollzogener  Integration  zu 
der  ermähnten  EUniiitation  verwendet  werden. 

me  man  /«i  c^vei  bestimmten  Funktionen  er  nnd  ß  gelangt, 

welche  die  Gleic  hungen  (a),  (b)  und  (e)  an  der  Stelle  von  er  und 
f  gleichzeitig  befriedigen ,    dies  soll  späterhin   se/.eigt  werden. 
Zunächst  aber  \^ill  ich  annehmen,  dass  zwei  Gleichungen  «  = 
und  ß  =:  ß^  von  der  be/eiehnetei^  r.ii,M  nschaft  vorliegen,  so  dass 
also,  nachdem  man  die  Werthe  und       aus  den  drei  Glei- 

0bovi{!en  ^^  =  0,  a=:ai  und  ß=^ßi  als  Funktionen  von  zyxwvti 
and  ßx  barecbnet  hat,  die  vollständige  DIffeveiitialglelchung 

(d)  ^        rf»  =  %t^^    %xdx  +  fbwdw 

durch  einen  iaktur  in  das  vollständige  Differential: 


de  /  dx 


\dw)    d%t  \daj  ^  dzy  \dy)     \dwj  d%w     \dx)  d%x 


dz  =:  i^y  4*  txdx  -f  t^dw 
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umgewaDflelt  werdeo  kiftn.  Uie  Integratioa  Üe^rt  daan  die  Gleicbuvg : 

«  > 

vro  /  eine  bestimmte,  q>  aber  eine  willliGbrliclie  Fonktion  ▼orstellt* 
Man  erlrSlt  damit  e4n  besonderes  Integral  der  partiellen  DiffereD- 

tinleleichtinir  Tf;r=0,  worin  drei  willkuhrlicbe  Be6täridi«^e,  nämlich 
«1 )  9^  ("i  Pi)  vorkommen.    Jede  Herartige  Iiitegralforni  wird 

ero  vollständigem» Integral  der  partiellen  Uifferentialgleicbuiig  genannt. 

Daa  allgemeine  Integral  der  partifilleii  OiffefentbifgleielHini» 
wird  aua  einem  vollatindigen  Integral  abfeiertet  Man  '0etze'*äe 
die  Stelle  von  «|  nnd  die  Funktionen  «  und  ß  m  die  obige 
Forii)  ein,  und  man  hat: 

Durch  die  Differentiation  ent^iteht: 

Wenn  man  aber  die  beiden  Gleichungen 

da     du  dp  dp 

M 

beateben  iSsat  und  dann  durch  ^  theitt,  ao  hat  fiian  wieder  4if 

Gleichung: 

(d)  :  dm  ;=  lycfy  -f-  mxdof  s«4w. 

Denn  wenn  man  die  Werthe  Zx  und  Zw  aua  den  drei  Gleichun- 
gen it^€,  «izsvg  und  ß^ßi  entwickelt»  ao  aeigl^  «iqh  jMler 
dieaer  Werthe  ala  beatimmte  Funktion  von  njfwwettg  m4  ßi* 
Nimmt  mau  darin  e^O»  ao  bat  man  die  vorhin  berecbneian  WeHbrt 


df  df       _  df  df        _  df  df 

"^-^d^'ü'  ^''-dü'd* 


Bringt  man  aber  an  die  Stelle  von  Cj  und  die  Funktioneo 
«  und  ß,  und  ausserdem  au  die  Stelle  von  c  —  0  die  I  unktion  t^, 
ao  bat  man  drei  identische  Gleichungen  vor  sich.  ^  Daraus  folgt 
alao«  daaa  man  der  partiellen  Difierentialglelcbuag  ^  =  0  auch  durch: 

flzyxwaß)  ~  (p{uß) 

genügt,  wenn  man  aar  Beatintmuag  ve»  «  uftd  ß  die  beiden  Glei- 
chongen: 
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'  und  *^=s?fe 

da  da 

gebnincbt  Es  versteht  elcb,  das»  dies  zugleich  die  beiden  Glel- 
üfciiflgen  e=0  und  t^O  sind«  in  derjenigen  Fona,  wie  sie  le 
Verbindung  mit  t^=0  sur  Berechiiung  der  Differentialquotieofeti 
Sx  nnd  9w  sich  gestaften,  wenn  die  Torliegende  Integralform 

aus  der  vollständigen  Differentialgleichung  (d)  hervorgehen  soll. 

Man  kann  aber  nachweisen,   das«  es  überhaupt  keine  allgemei- 
nere Gleichung  giebt,   durch  (ieren  Diffeieiitiation  die  partielle 
Differentialgleichung  entsteht.     Denn  bezeichnet  man  abkürzend 
f{%y  a;  w  tt  ß)  niit  y»  SO  hat  oiao  austatt  der  obigen  auch  die  lote 
grairorm : 

Allein  die  beiden  Gleichntig^en ,  ivelche  zur  Berechnung  VOU  a  und 
ß  dienen,  zeigen  sich  diesmal  in  der  Form: 

äq>     ä(pdy  ^  dip     dq>  dy 

■  * 

dy  dy 
Ass  der  ersteren  Glelcbuog  erhflit  man        aus  der  anderen 

als  willkuhriiehe  Funktion  von  a,  ß  und  y.  Wenn  nun  auch  diese 
beiden  wiltktihrlichen  Funktionen  in  einer  bestimmten  Abhängig- 
keit zu  einander  stehen,  so  darf  man  doch  anstatt  dieser  beiden 
Gleichungen  zwei  andere: 

fH^i'auchen,  u  orin  dis  eine  Funktion  9,  f;anz  ivillkührlich  gedacht 
wird.  Denn  man  kann  der  zweiten  alsdann  jedesmal  eine  solche 

dv  dv 

Bedeutung  iteilegen,  dass  man  durch  die  Entwickelung  von  ^  und 

dieselben  Wertbe  erblilt,  wie  sie  aas  den  ursprangliehen  Glel- 
duingen  hervorgehen.  Nun  bat  man  schon  oben  aus  der  Besehaf- 
feabeU  der  Gleichungen  (a),  (b)  und  (c)  geschlossen»  dass  die 
allgeiielnsten  Gieichnngen»  deren  man  sich  In  Verbindung  mit 
f  a»9  zur  Bestlmniong  der  Dlfferentialquofienten  %y,  Zs  und  w 
bedienen  kann,  dtfrcb  wiltbfihrllche  Funktionen  von  fHnf  verändere 
liehen  Grössen  ausgedrückt  .sind,  wenn  auch  in  der  Weise,  dass 
die  beiden  wÜlkührlichen  Funktionen  in  einer  bestimmten  Abhän- 
gigkeit zu  einander  stehen.  Wir  schliessen  weiter^  dass  die  vor- 
hin anfeefundenen  Gleichungen  identisch  sind  mit  denjeni«^eo, 
welche  auch  aus  den  Gleichungen  (a)»  (b)  und  (c)  hervorgehen. 
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wenn  man  bei  deren  f «tegmfion  der  AHgemeinlM^  des  ResnHats 

nichts  verhiebt.  Durch  diese  Betrachtungen  überzeugt  mao  sich, 
dast»  man  berechtigt  i^t,  <iie  Gleichung: 

(fir  das  allgemeine  Integral  der  partiellen  Differentialgleichmig 
t/;  =  0  aiisztigebeBy  sobald  maii  cur  Bestimaiang  von  «  vnd  ^  die 
beiden  i«leicbiingen: 

^       du-^  da    ""^  dß-äß 
bestehen  lässt. 

Man  bat  jetzt  gesehen ,  wie  nian  ans  einem  voll?it}fndigen  [n- 
tegral  die  beiden  Gleichungen  os=0  und  t  =  0  ableitet,  welche 
in  Verbindung  mit  tler  partielUn  Differential^^leiehunsj:  — Ü  die 
allgemeinen  Werthe  Sx  (i'id  Zw  iiefern.  Es  hitdit  nur  noch 
übrig,  die  beiden  (Tieiehunffen  « =  «|  und  ß  =  ßi  <iurzu>trllen, 
woraus  das  voii^tfunlii{e  Integral  abgeleitet  wordtMi  Ist.  Hierbei 
bemerke  man  denn  v(»r  Allem,  dnss  die  eine  dt:r  beiden  (iteiehun- 
gen  durch  jede  Funktion  a  au^^gedrückt  werden  kann,  welche  der 
Gleichung: 

(a) 

äiff  ff^'t\  .  ^'P  I  if^*  /'dt\      A/i|/\  dt      ^d%f\  dt 

äs^  düf  \dx)         Kjd^/     \dwj  Ä»"""  \di/  dig 


Käu)  dzy 


an  der  Stelle  von  t  genügt.   Was  die  andere  Gleichung  lM*trifft, 

»io  Vnsst  »wh  leicht  übersehen,  da<<s  dieselbe  daun  aU  \«illkuhr- 

Jiche  l  iiükfioii    von    drei   veränderlichen   Grö.«>«en  si(  h  ilara^leUt. 

Ueun  scUreibt  luitn  da»  allgemeine  integral  in  der  Form;  « 

■ 

osi.liat  »an  aar  BestimmiiRg  von  oruad  ß  die  beiden  Gleicb«ingsB: 

cf<p    d(p  dy  X      '^>'  ^  n 

in-^dy  da^         dß  '^^dß'^^* 

M«n  darf  tian  aber«  wMm  es  darauf  ankantait,  aus  de»  9Sigt> 
meinen  Integral  ein  bs«cmd«ras  abonleilen»  die  eine  Verl  diSMS 

beiden  Gleicbmigen  durch  cx  =  ai  ersetzen,  während  di^  sweite 

unverändert  beibehalten  wird.     Daraus  Toli^t,  dass  jene  andere 
Bleichling,  Welche  neben  a=ai  /.nr  liestiniiuung  d<i»r  Did' unJial 
4|initienten  benmtz4  werden  kam»,  in  ihrer  allgemeiiu»teti  darcb 
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wUikuluriicbe  Funktion  der  drei  veränderlichen  Grössen  ^,  y 
tind  *^Jß  ausgedrOckt  Ist  Om  diese  Form  so  erhalten,  wird  ni«ti 

zunächst  die  vier  anderen  Funktionen  ß\yi^\^\  bestininien,  welche 
ausser  a  die  («leicbung  (a)  befriedigen.  Denn  auch  die  zweite 
Gleichung  <Ts=0  zeigt  eich  als  eine  Funktion  der  fünf  ver&nder- 
liehen  Groesen  »hyi^ih'  A^iese  Funktion  muss  dann  eo  he* 
«ümmt  frerden«  daes  dadurch  auch  die  Gleichung: 


d%m  \dw)  ^  äüt  \dx)    d»y  \d^)     väc/  ä%m  ~  \dx  j  ä»^ 


de  /dt 


-(: 


de\  dr^^f^ 


erfüllt  wird.  Desebalb föhre  man  an  die  Steile  von  %y%xZw*^ xw 
die  fdnf  neuen  Veränderlichen  a     yi  ^,      ein.    Schreibt  man  die 

Gleichung  (c)  abkürzend  durch  (or)  =  0  an,   8u  entsteht  durch 

diese  Transformation  die  neue  Gleichung: 
* 

,  .  ^  ^  dt  ^  ,    ^  dx  ^  .  ^  .  dx  ^  ,      dx  - 

Man  weiss  im  Voraus,  dass  die  Coeflfizienten  als  Funktionen 
FOD  ^  ßi  Yi     h  darstellen  lassen,  ueil  das  allgemeine  Inte- 

gral durch  eine  willkiilirliche  Funktion  von  drei  \erSndej litlieii 
(iriissen  ausgedriiclit  is;t,  v\elche  selbst  bestimmte  Funktionen  von 
tcßiYt^i^i   sind.    Do(  h  handelt  es  sich  hier  nur  nni  ein  beson- 
deres Integral  der  Gleichung  (c').    Wenn  es  sich  trifft,  dass  jede 
der  drei  verschiedenen  Funktionen,  welche  der  Gleichung  (c')  ge- 
nügen, die  vier  Veränderlichen  ßi     8^      eineehliesal,  dann  h^ 
darf  man  allerdings  aller  dieser  Funktionen ,  um  an  einem  besoa* 
deren  Integral  p  an  gelangen.   Bs  wird  aber  ol%  genng  vorkontmeii, 
dass  eine  Funktion  genügt«  weksbe  nicht  alle  diese  Verinderliche 
zu  gleicher  Zeit  einschllesst.  In  diesem  Falle  ist  die  Kenntniss 
der  übrigen  Veränderlichen,  die  man  ans  der  Gleichung  (a)  abzu- 
leiten hat,  überflüssig.    Man  bestimme  desshalb  zunächst  nur  die 
eine  Funktion  ß^.    Wenn  dieselbe  nicht  auch  der  Gleichung  (c)  ge- 
nügt, so  bestimme  man  eine  zweite  Funktion  y^.    Wenn  man  auch 
mit  den  beiden  ß^  und  yi  nicht  ausreicht,  um  die  Gleichung  (c') 
zu  befriedigen,  dann  suche  man  eine  dritte  Funktion  d|  auf,  u.  s.  w. 
In  dieser  Weise  ist  dann  die  Rechnung  müglichst  vortbeilhaft 
ein;>ericbtet,  weil  jeder  von  den  so  eban  .<enrli|intei|  Versuchen 
«inen  BestandtheÜ  des  näehntfoigenden  Veraiiehea  ausmacht,  ind^ 
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jedesmal  die  liildunj;  eines  w  eiteren  Coeffizienteii  der  Gleichung  (c') 
verlangt  wird,  welche  ohnehin  alle  hercrestellt  vv^'rden  müssen, 
«renn  die  gesuchte  Funktion  «ogleicb  von  den  vier  Veränderitcbeu 
ß\  Vi  K  h  abhängig  gedacht  wird. 

11.   Die  Gleichung 

liefert  ein  voiUtändiges  Integral  in  der  Form  t=r 4-/3A*-f  ytD  +  ^. 
worin  ctßy  und  d  Beständiire  sind.    Denn  setzt  nifin  dies  in 
partielle  Differentialfirleichuni;  ein,  so  ^elit  dieselbe  «her  in 
wodurch  also  y  aU  Funktion  von  a  und  ß  hestinunt  wird.  Man 
«etze  nun  dj=s(p(aß),  und  das  allgemeine  Integral  lässt  sich  dar- 
ftjtellen  durch  die  drei  GieicJittiigeD : 


12.   Es  sei 


Denkt  man  sich  z  als  Funktion  von  v^ctif  ^  /?.r  -|-  w,  wo  «  und  ß 
willkuhrliche  Beständige  sind,  so  gehl  die  partielle  Differeolial- 
gleicbung  tiber  in:   '  .  . 

Ilie  Annahme,  dass  es  einen  Werfll  z  von  der  hezeichneten  Eigen- 
eehaft  gebe,  ist  zulässig,  da  die  neue  Differentialgleichung  in  der 
That  nur  die  beiden  Veränderlichen  e  und  %  einschliesst.  Die 
Bestimmun^t  des  vollständigen'  Integrais  ist  dadurch  aber  auf  die 
Integration  einer  Dtfferentialgleicbung  mit  nur  zwei  Veränderlichen 
zurückgeführt.  DarauB  entwickelt  man  den  Werth 

imd  durch  die  |nteg«afion  ^rhäft. man. V^^+nß)!!»««* 
Das  allgemeine  Integral  der  ps^tjeUen  Differentialgleichung  ttitt 
sich  demnach  ausdrücken  durch  die  drei  Gleichungen: 


f. 


* 
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13.    Es  sei  nun 

. .  W^vmti  maR  hftBT iw« die  Forni  a^4-<f  worin^  eiiic^  «Hll- 
kifailiclie^  Beständige,  c  ab^  elfie  Funktion  won  w  and  o:  ist^  so 
gebt  die  partieUe  Differentialgleichung  über  iq : 

woratts  f  in  der  Tliat  ata  eine  Funktion  ton  w  und  x  bestimmt 
werden  Icann.  vOllstSodige  Integral  l&iat  sich  demnach  aua 
einer  partiellen  ^Differentialgleichung  mit  nur  drei  Veränderlichen 
ableiten.    Cm  eine  aweife  Gleichung  «=0  cur  Bestimmung  der 

Differentlulquotienten  Su>  und  Sx  zu  erhalten,  bilde  man  die 
partielle  Differentialgleichung: 


Daraus  folgt  äx* — aw'^  —  ß  oder  s\r  —  V  cac^lß.  Auf  diesem  Wege 
gelangt  man  zu  der  voiistandigen  DiffereiUiaigleichung : 

4 

V  CIO'*  -|-  p 

Man  schreibt  aber  vortheilhaiter  anstatt  «  und  a^/}^  anstatt  fi 
und  man  erliiklt: 

Durch  die  Integration  findet  man:  '  '  ' 

tias   allgemeine    Integral    der   partiellen  Ülfferentialglelbhung 

%iB.%x~a  -j-  waz^  lässt  sich  demnach  ausdrucken  durch  die  drei 
vl^icniingen :  - 
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14.  aei 

Zur  Bestimmung^  von  a  und  |3  bat  man  zunädiit  die  GlelchuDg: 

(a)  («H«H»»)(W5^+..;5+«,^+5 

rfr         dx  dx. 

-(«.•+ +%«)(«  iS; +  *  5i;.  +  y  ^) 

Mao  geuiigt  derselben  durch: 

at^Mf^jptm»  .H^il%.-J!«ir, 

von  denen  die  erste  als  Funktion  a  benutzt  werden  soll.  Man 
findet  eine  vierte  Funktion  =  w»«,  +  a^Zx  -\-yZy,  und  wenn  man 
nan  x  als  Funktion  iMin  ß»  ^  voii^ussetzt,  so  gelangt  man 
SU  der  Cleiebuog: 

dx     ^  dx 

Man  genfigt  derselben  durch  ^  =  ^i  und  auch  dureb  P=:ft*  +  yi'. 
BebSlt  man  die  erstere  Gleichung  bei»  so  hat  man  aur  Bestin- 
mung  der  Differentialqnottenten         unds»  die  drei  Gleichungen: 

Auä  den  beiden  letzteren  erhKlt  man  annäcbat: 

f*)««  =5  Ä  (fi «y» 

Setit  man  diese  Werthe  %  nnd  in  die  erste  («leicbung  ein.«  ji« 
bat  man  xnr  Bestimoinng  vön  *»  die  qnadratiecbe  Gleicbvng: 

Darios  fiodet  man  den  Wivtb: 
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Ans  dem  Obigeii  ergeben  sich  alsdami  auch  die  beiden  Werthe: 

lUan  gelangt  zu  eiofacbereo  Ausdrücken»  wenn  man  die  neuen 
Ver&iideriichen 

gebraucht  Oenn  «ladnrcb  enteteben  die  Giefchungen: 

V 

"  «    dt  ,ßiir  .V^ «fa 

"»-l  +  <»i,  +  r  1  +  ,»  d,' 

 «_  dl     ßdr     V l—ßi^aHlT?)  (h 


r  dw^  TT?  dw' 

u)d.diir«b  dia  Integration  erhalt  man  das  voUatändige  integ^ai^ 


/•  Vl-i3»—«*(l+i*) 
^  ^l^^  ds  +  <ficcß). 

1$.'  E«  «ei  noch 

I 

Zur  BestiinmuDg  von  a  und  ß  bat  man  zunächst  die  Gieicbaogs 

(.)  f      + ^+(**+*^  Ä 

"Die  Annahme»  dass  man  durch  eine  Funktion  genfff^St  vrerin  die 
Ve^derlichen  4?,  s  und    fehlen,  fOfirt  auf  db  bcidett  GliichiiiigeR: 
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Am  der  letztem  folgt  T«9)(ttoy)»  woria  «es^  ist  OieMi- 
dm  Glelchang  wird  dadureh  umgevirandelt  In: 

dx         1     dt      cosfi?  '^^.^li 
Daraus  findet  me  die  Fanktlan  «fi=#«4-  Der  Glakhong  (a) 


siri*?o 

genOgt  man  auch  durch  eine  Funktion»  worio  nur  die  beijdeo  Ver- 

ftnderlicben  i>=  —  und  %x  vorkommen.    Denn  unter  .dieser  Vor- 

w 

auasetzung  behält  man  die  Gleichung:  ' 

Nimmt  man  noch  anstatt  %x,  so  entsteht  die  einfachere 

Gleichung: 

.^dx  ^dx 

]  2o 

Daraua  ergleht  alch  die  Funktion  A>=li'-~  "T' 

Man  reicht  aber  schon  mit  den  beiden  bis  dahin  aufgelhndt» 
nen  Funktionen  aus.    Denn  gebraucht  man  die  eratere  an  4m 

Stelle  von  a,  so  bat  man  die  Gleichung: 

der  man  offenbar  durch  t  =  |?|  genügt,  weil  die  Veränderlichen 
Wf  fß  und  %m  In  dieser  Funktion  fehlen.  Zur  Bestimmung  der  üif- 
ferentlalquotienten  %y,  s<  nnd  hat  man  demnach  die  drei  .Gl«* 
ebungen : 

Man  wird  mit  Vortheil  anatatt  »  die  Veränderliche  gebraa- 

eben.  Dann  ist  %m=^B9w>  «j,=arcy,  »,=arüx+e  und 

Man  hat  desshalb  anr  Bestimmung  der  Dlfferentialquotlentea  Vgt 

Vx  und       die  folgenden  Gleichungen: 

1 
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eruer  und  %9ceii€r  Ordmuig.  881 

49t  letzteo  Gleichung  eigwlit  aicb  «br  Wtflb  «i^.  äm  der 
streiten  Gleichung  findet, mn; 

ß  I 

Wem»  iiMB-  ra»  ~-  gegen  t erliaeehW  «ftA  iinhilh  «ir^ge» 
^     >  se  bmt  man  die  hefdeo  Werthe : 


^"^^""eliSSi'  ' 

Dft8  volletindige  Integral  der  vorliegenden  partiellen  DifferontinI« 
f^leichuDg  'ergieht  eich  denneeh  aus  der  TeUetandiged  Diifeiw» 
tiiyigleiehoiig  I 


Die  Integiretfeiiemelliede»  vrelebe  ki  dem  Bieherfgen  Air  die 

partielle  Differentialgleicbmig  mit  dref  nnd'Vfer  VerSnderlichen 
aafgestellt  worden  ist,  lä^st  sich  ohne  Weiteres  auch  auf  eine 
partielle  Differentialgleichung  i|^=0  mit  beliebig  vielen  Veränder- 
lichen lihortragen.  Es  kommt  hierbei  immer  nur  auf  die  Be- 
stiumunä;  eines  vollstnndi^^en  Integrals  an^  oder  auf  die  Bestimmung 
eises  besonderen  Integrals,  in  welchem  eben  so  viele  willkQbr« 
liehe  Beständige  abc,,.,k  vorkommen,  als  die  partielle  Differen« 
tialgleichang  unabhängige  Veränderliche  hat.  Denn  echrelbt  man 
dm  voiletändige  Integral  in  der  Form :  • 

fi%f  xwv...*  ab  ^k» 

to  hat  man,  um  das  allgemeitie  Integral  der  partiellen  Differen* 

tialgleichung  daraus  abzuleiten,  nichts  weiter  2u  thuti ,  als  die 
wUlkührlicben  Beständigen  abc...  durch  die  veränderlichen  GrCe- 
sen  aßf,*,.  und  die  Bestandi^^e  k  durch  eine  willkühriirhe  Fmifc« 
tion  dieaer  Veränderlichen  zu  eraetsen.   Die  Gleichung 

/■(«yjr«....  «Py....)s=  ^(«i^y....) 

ist  dann  das  allgemeine  Integral  der  partiellen  Differentialgleichung 
t  =  0,  sobald  man  zur  Bestimmung  der  Veränderlichen  a  ß  y.... 
&  folgenden  Gleichungen: 

df      dq>      df      dq>      df  dqt 

ai=5G* 

« 

TlicilXXXIll.  19 
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'Jgl2  Weiler:  ItUegffWtlm  äer^pitnieUm  iNfPepmttatgleickimgtn 

Das  vollständic^e  Integfal  ergiebl  aicb  dvldi  <Ua  IpUpiii 
der  vollstftndigen  Differentialgleichung: 

*'Uhi  aber  die  n  DiisimifiafqiietienCen  %SxS» als  Fmhtlenen 
der  VerSnderlichefi  %y  xvbv,,..  angeben  zu  künnen,  sind  ausser 

^ssO  noch  n  —  1  andere  Gleichungen: 

«SA,    ßssibp  )f:=:Cn.S.W, 

erforderlich ,  worin  aßy.,,.  bestimmte  Funktionen  der  Veränder- 
lichen und  der  gesuchten  Differentialquotienten,  a^e..**  aber  will 
kGhrlicbe  Beständige  sind.  Die  Darstellung  dieser  n  —  1  tyiet- 
dmngen  macht  den  eigentlichen  Gegenstand  der  Untersuchoag 
ans.  üeeh  iSssl  sieh  die  Regel«  wornach  dies  geschieht;  ftki 
leicht  fibersehen«  Man  nehme,  um  bei  dieser  Untersnchat^  sieh 
kfirser  fassen  za  kSnnen ,  beispielweise  vier  unabhängige  .Verlo* 
derllche  yxwvp  und  bexetdine  vor  Allem  den  Ausdmek: 

WAdv)^  d%J^)^  d%Adx)^  flbiX^^y) 

(d^\  dt      /'d^\  dt      /d^\  dt     /d^\  dt 

abkürzend  durch  (^t)  =  0.  Man  hat  dann  zur  BesttDiaung  der 
Funktionell  «jSf  aunlichst  die  drei  Crlefchnugen  s 

(a)  (^«)  =  0,  (#}  =  0,  (^y)  =  0. 

welche  sich  nur  dnreh  die  Unbekannte  von  einander  linterscbei'. 
den.  Ausser  ti)  giebt  es  noch  sieben  andere  Funklioneo 
«1  ßi  yi  ^1  »  "  eiche  diesen  Gleichungen  an  der  Stelle  der 

Unbekannten  genügen;  aber  man  kann  sich  irgend  einer  davon 
bedienen,  um  die  Gleichang  a  =  a  darzustellen.   Auch  die  beideo 

Unbekannten  ß  und  y  sind  Funktionen  von      ßi  r/i,  bleiben 

aber  vorerst  noch  unbestimmt,  weil  sie  ausser  den  Gieichungeo 
(a)  noch  anderen  Anforderungen  entsprechen  sollen.  £s  ttesteto 
nämlich  aunächst  noch  die  beiden  Gleichungen: . 

(h)'.  (aft=:rO  und   («y):?=0.  ^•      J  ,r.n 

Um  die  Unbekannten  j9  und  y  hiernach  su  bestimmen/ bringe'' iu^ 
an  die  Stelle  der  TerSnderlichen  %y  %x  zv  z  y  a:  w  v  die  ferÜiSi 
^ ßi  Yi      Vi*  achreibe  den  Ausdruck: 

s  a  ^         ,     V        .  .  *  X  ''^      /    V  c^t^  dt  dv 


I 
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abkürzend  durch  das  Zetchen  iSflf))  lOld  W^Di  l^i.danp  die.«  beiden 
transforniirteo  Gleichuogen:  .  . 

(bO  ((«Ä)  =  0  und  ((«y))~0,  ♦ 

^  «leb  anoli  wieder  oor  dwdb  die  Unbekaniitee  «Bfl.y  ven 
eiernder  antereeheidett.  Aoeeerdem  ieeeen  eieh  da  die  nenn  er- 
epKIiigMeiien  VerSnderliehen.  je^ersHe  deieb  a  «od  die.eecbe 

neuen  Vergnderllcliefi  ßiyi*i"fh  elimiolren;  end  man  findet  i&iif 
verschiedene  Funktionen  ß^y^  ^2  ^2 ^»  weiche dieeen  Gleiebnngen 

an  der  Stelle  der  Unbekannten  genügen.  Irgend  eine  dieser  fünf 
Funktionen  kann  benutet  werden,  um  die  Gleichung  ß  =  ö  her- 
zustellen. Die  Uubekaunte  y  ist  dann  zwar  auch  eine  Funktion 
von  /'2  ^2  ^2^2*  allein  vorerst  noch  unbestinunty  weil  sie  ausser 
.den  Gleichuugeii  (b')  noch  die  tileicbung 

(c)  a?y)«o 

in  erfällen  iiat  Man  aetze  an  die  Stelle  der  VeränderiiclMD 
itXgSm»9X$fS[W9  die  Grueaen  »ßy^i^Htg  «in ;  und  man  gelangt 
Uorcb  au  der  oeuen  Gleldiungs- 

Die  CoefGzienteu  lassen  sich  als  Funktionen  ven  aß  und  der 
vier  neuen  Veränderlichen  7s^a%ia  darstellen;  es  giebt  dessbalb 
hn  Terscbledene  Fenbtienen  welebe  genfigen,  Decb  bedarf 
Man  nnr  einer  einzigen ,  am,  die  Gl^cbong  yssc  beranatellen. 

Auf  dem  hier  vorgeschriebenen  Wege  gelangt  man  also  jeden- 
falls aar  Kenntniss  eines  vollständigen  Integrals,  indem  maq  die 
sieben  veracbiedenen  Funktionen  der  Gleichung  (a)  In  der  ange- 
'gebenen  Weise  benutzt.  Sehr  oft  wird  man  aber  sehen  mit  weni- 
ger als  sieben  Funkttonen  aasreicben»  und  es  kann  sogar  ver- 
keinmen,  dass  sehen  drei  ven  diesen  Funktionen  zu  dem  gewanscbten 
Ziele  fähren.  Wenn  aber  aueb  die  sieben  versebiedenen  Funktle- 
neD  der  Gleichung  (a)  und  dann  wieder  die  filnf  versebiedenen 
Funktionen  der  Gleichung  (b')  nuthig  wären,  um  endlich  zu  einer 
einzigen  Funktion  der  Gleichung  (c')  zu  gelangen,  so  darf  man 
doch  nicht  glauben,  dass  man  dessbalb  alle  jene  Funktionen  als 
lnte!»Ta!e  der  genannten  Differentialgleichungen  aufzusuchen  hatte. 
Mau  braucht  vieiraehr  für  jede  der  beiden  Differentialijleichungen 
<a)  und  (h')  in  der  Reget  nur  zwei  solcher  Integrale  darzustellen, 
da  sieh  die  übrigen  Funktionen  durch  Differentiation  aus  irgend 
zweien  daralellen  lassen.  Die  FSinktienen  Uihy^d^  ig  £1  i^i  der 
GMcfauig  (a)  besitzen  vnStailleb«' was  seben  eben  beraeigebeben 
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284   Weiler:   IniegroUon  tief  parHeUtn  »Iff'ireiiMpMekungiu 


worden  ist,  die  Eigenschaft,  da^js  man  jedwimil  «In«  Fimklltii 
davon  erhält,  wenn  man  irp^end  zwei  von  de«  tirftssen  (a,^|). 
(«iri)'  («i^i),....  (/3,yi),  (iS|<5,>,....  iyA)  z»  einem  Quotienten 
mit  einander  verbindet.  I>ies  kann  aller  nur  in  der  Weise  z« 
Stande  kommen,  das«  jede  voo  diesen  (»rosfien   für  sich  in  t\m 

Fuaktion  von  a,  |3,  yi         übergeht.    Wen»  also  irgend  zviei  l'unk- 

Üooen  tti  und  bekannt  üind,  8o  hat  man  auch  eine  dritte  Funktion 
fi^iaißi),  und  die«  fuhrt  nieder  auf  zwei  u eitere  FunktbiM^n 
(«^y^)  und  u.8.w.   Nur  für  den  Fall,  das8  der  Ausdruck 

{Ofßt)  In  eine  Funktion  toii  «i  und  fii  allnin  übergeht^  wiren  diflt« 
bddtn  Faokiionen  niclit  ausreichend,  um  dacau»  durch  DÜsttt- 
tlafiöa  noch  andere  abanleiten.  Man  wire  dann  genSthigf ,  awiickat 
noeb  etne  dritte  Funktion  alu  besonderes  Integral  der  lilel* 
chunt?  (a)  aafsusuchen.  Gans  ebenso  erhalt  man  auch»  wenn  irgtid 
zwei  Punktionen  und  der  Gleichung  (b')  bekannt  sind,  eine 
dritte  Funktion  d.^  durch  den  Aujsdruck  (ß^y^)  und  aUdann  nieder 
noch  apdere  in  der  Furiu  (ßji*^  und  (^«d^)* 

Tl.  iBtogriratloD  der  p*rtl«l]m  BUreMstialflelelbwi 
der  K weiten  ^rdnan^  uusd  der  ersten  Stufe« 

Das  alls^emeine  Tntefrra!  einer  partiellen  Differential qleichniM? 
der  zweiten  Ordnung  wird  als  eine  endliche  Gleichung  gedacht, 
worin  zwei  von  einander  unabhän»ise  nifikfihrHche  FunktioMB 
vorkommen.  Wenn  die  }»artieiie  iJifferentiaigletrhung  nur  drti 
Veränderliche  hat,  so  ist  jede  dieser  bei<len  Funktionen  will* 
kübriicb  oacb  einer  einsigen  veränderlichen  Grosse;  wenn  aber 
ii-f  1  Veriinderliche  da  sind,  so  bat  man  es  mit  trillkjlhrlieben 
Panktionen  von  fi  —  1  veränderlicben  GHisseo  au  thun.  Eine  end* 
Hebe  Gieicbung»  welche  die  beselchnete  Eigensebaft  besStat«  wifd 
jedesmal  als  das  allgemeiDe  Tnte<;ral  der  partiellen  Differentiil* 
gleichung  zweiter  Ordnung  angesehen;  und  wenn  es  auch  vi^ 
kommt,  dass  sich  gleichzeitig  verschiedene  endliche  Gleichungen 
der  Art  vorfinden,  so  glaubt  man  doch  annehmen  zu  dürfen,  dass 
die  Verschiedenheit  eine  nur  scheinbare  8ei  und  dn»^  j/ede  davon 
auf  irgend  eine  der  übrigen  sich  zurückführen  las^e» 

Üeber»  dl»  Art  und  Welse,  «wie*  die  beiden  w^kWhi Weite 

Funktionen  in  dem  allgemeinen  Integral  auftreten^  lässt  sich  weidg 
sai^n,  was  allgemein  Gültigkeit  hätte.  Nht  dies  mag  zunächst 
bemerkt  werden,  dass  nicht  jede  endliche  Gleichang,  worin  tn*< 
M;illkiihrllehe  Funktionen  von  der  be/,pichneten  Ki^onsfhaft  var- 
koauoen»  als  das  ailgemeine  Integral  einer  partiellen  Üfiiferenttaf- 
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jl)«kibliiig  der  zweUen  Ordnung  betra«bt«t  H^dea  dürfte.  Üenn 
weDU  z.B.  das  allgemeine  Integral  einer  partiellen  DiffdMulNi^ 
gleicliung  d«r  svvaiteu  OrdiHUig  mit  den  drei  Verinderliclien  xy  x 
in  der  Form  t ^0.  vorliegt»  so  Mt.ioaDi  un  dajraiis  die  partiell« 
Merentlalgldchung  wieder  absulelten,  vor  AUem  die  folgMideB 
Mdlmchaniieift;  ^  . .  . 


ker^stellen.  Durch  die  Elimination  der  wiltkiihrliclieii  Croseen 
xwiscben  diesen  DifferentialgleichungeQ  nnd  der  endlichen  Glel- 
fhung  TsO  ergiebt  sich  die  partielle  Differentialgleichung  der 
zireiten  Ordnung.  Denkt  man  sich  nnn  t  als  eine  bestimmte 
Funktion  di?r  drei  Veränderlichen  z  y  x  und  der  beiden  willkübr- 
licfac.u  Punktiimeri  fp{a)  und  %>{ß)t  2»o  tinden  sich  in  jenen  sechs  (jlei* 

diangen  die  «echsu'lllkffhrlichen  Grossen  9,  ^~^  > 

*«r.  Man  kann  ai)€r  ans  sechs  verschiede»ten  («Ipicbun^ren  nur 
liinf  von  einander  uuabbängige  Grössen  eliuiinireu;  und  daraus, 
folgt,  das«  jene  Gleichung  t=0  nur  dann  als  das  allgemeine  In- 
tegral einer  partiellen  ÜAlSerentla^etdiung  der  zweiten  Ordnufig 
Hiit  drei  Veränderlichen  angesehen  werden  könnte, -weiui  die  h^i" 
den  wMIkflhrlicben  Funktionen  in  der  Welse  aoflreten», das«  durch 
die  ElbiiinaAieii  von  Irgend  fltnf  Jener  iFlUktfliiilehen  GrSssen  an- 
Sl^'h  die  aechete  hinwegflUU*  Man  kann  auch  sagen,  dae  Voi^ 
kmunien  der  beiden  nrillkührllchen  Funktionen  müsse  von  der  Art 
Msifi,  das«'  In  j<*nen  seciis  GlcSchungen,  welche  bei  der  Ellmlna- 
tron  des  WtDkührlich^  SU  vervrenden  sind,  nur  fünf  verschiedene. 
Voll  riuiuulcr  udaUliitimiL^e  Grössen  sich  vorfinden,  welche  allein' 
(iitö  VViltkührliche  eluschiiesseu.  Denn  niif  1^0  Ut  es  möglich,  das 
WUlkfibrliche  zu  eliminiren. 

■ 

Nun  giehi  ea  aber  einen  Fall»  welcher  vor  AUem  bemerkena- 

werlh  ist  Wenn  nämlich  das  allgemeine  Integral  7  =  0  von  sol- 
eher  Beschaffenheit  ist,  dass  die  eine  der  beiden  willkührlichen 
Funktionell  vp  und  1/;  schon  nach  den  ersten  Differentiationen  eli- 
lainirt  werden  kann,  so  dass  also  durcli  diese  Elimination  eine 
pVtielle  Differentialgleichung  der  ersten  Ordnung  o  =  U  «»ot«(teht» 
worin  nar  noch  die  andere  wilikührliche  Funktion  vorkommt,  so 
i«t  leicht  nachzewci«^*»  diese  partielle  Uifferentialgleichnnir 
tlur  riefun  Ordnung  0jc=ü  allein  ausrsicbt»  um  daraue  die  auge^ 
hörige  partielle  UifKeteeUalgleicbung  der  »weiten  Ordnung  absu'* 
luttuu.  Denkt  man  sich  a«  H.  die  Gleichung  t  =  0  wieder  als  das 
a%emiue  Integral  einer  |iartieUen  Difletentudgleichnng.  der  awei* 
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2^   Weiter:  IniegraHm  4ei  pHrUtlLm  BifferentiaiQletchungen 

rcntiaUjtJotlcnten  der  zweiten  Orduuog  aus  den  GWcbiingen»li^ 
Ü.  entiviekelt,  und  deren  Wertho  in  die  parHelle  Differenüalgl^ 
cbung  einsetzt   JEHiim^irt  niftn  die  beiden  Differential<|fiotieiiteB 

und  so  gelangt  man  211  der  folgenden  Gleichung: 

y  ^»  f^t       dr\         dx  ((fr        dx\         rfr   dx^  _ 

Da  nun  «ler  Diffefentlali|aotient  sweiter  Ordnung  dxdtf 

in  den  Coeffizienten  der  partiellen  Differentialgleichung«  noch  auch 
in  der  ITunktion  r  vorkomnit«  so  kann  diese  Gleichong  nur  dadurch 
za  einer  identischen  werden»  das«  »eivobl  der  geq^eina^une  Fak* 

for  Ton  Als  Audk  der  Rest  der  Gleichung  iür  sich  ver- 

ecfcwindet«  Zur  fiestinininttg  ven  t  hat  man  demnach  die  beiden 
Gleichungen; 

^ai       £)  +  '^dh  (jN  ■♦■a^) + 4^  * 

Daraaa  bildet  man  aber  ietcht  zwei  andere  Gleichungen,  welclM 
in  Beging  auf  die  Dtfferenßalqaetienten  dar  :g«eachten  Ftinktiea  t 
een  dem  ernte«  lahade  sind'.  Denn  die  er«tere  aehreibl  «iah  avel 
In  der  Form : 

(a)  A^-(p±vTvZTF)^^»0 

oder  ai8  Differentialgleichung  mit  nur  z^^ei  Verauderlieheu: 

Xdx» + (  F±  \^  r«-.XF)  dzj,  =  0. 

dz 

Man  eliminire  damit  die  Grösse  und  so  gebt  dann  die  ander« 
'Qieichnng  ilber  In: 

V  * 

Bringt  raan  nun  aber  an  die  Stelle  von  i  die  ohige  Form 
ß  —  qp(cf),  so  zeij^t  es  sich,  dass  jede  der  beiden  Fuiiktionen  0 
wad  ß  den  Differ^ntialgleichungeu, /a^  ^d  Qi)  an  der  ^Slelie  von 
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T  gefius^en  mass.  Darin  ist  denn  zugleich  die  Bedingung  aüfsge- 
i^CDcbeii)  uBter  n  einher  die  voHiegeode  partielle  Üiffereiitiaiglei- 
ikng  4^r  zweiten  Ordnung  ein  erstes  Ut^gral  besitxt.  Wenn 
es  Hiebt  zwei  verschiedene  Funktionen  von  der  bezeichnetcii 
£igeD8cbaft  giebt«  dano  giebt  es  auch  keto  erstes  Integral. 

Für  den  Fall  X=0  bedürfen  die  Gleichungen  (a)  und  (b)  einer 
Verwandlung,  damit  dieselben  gleicbbedeuteinl  *^eieii  mit  den  ur- 
sprünglichen Differentialgleichnngen ,  welche  in  Bezug  auf  die 
Olfferentialquüttenten  von  %  quadratisch  s'iud.    In  dieser  Absiebt  , 

multiplisElre  man  dieselben  mit  F±  VT* — ÄY  und  es  entsteheo 
die  oeuen  Gleichungep: 

,  (b')  (F±VTCiXF,(J.+£)*r(J,.4)+z^=o. 

deren  man  sich  in  dem  angegebenen  Falle  zu  bedienen  bat,  wab- 
rend  für  den  Fall  F=0  nur  die  vorigen  Formen  brauebbar  .sind. 

Wenn  gleichzeitig  Ä=0  und  F=0  ist,  so  erhält  man  die 
Gleichungen:  ^ 

dv     ,^      .  ^,,fdx       dx\  ,  „dx 

odet  ' 

Das  zweite  Integral  einer  partiellen  Differentialgleichung  der 
«weiten  Ordnung  kann  so  beschaffen  sein,  dass  nach  rien  ersten 
Differentiationen  sowohl  die  eine,  als  die  andere  der  beiden  will- 
iiührlichen  Funktionen  sich  eliniiniren  lässt.  Es  versteht  sich, 
dass  man  in  diesem  Falle  zwei  verschiedene  erste  Integralformen 
auffindet.  Man  gelangt  zu  diesen  beiden  IntegraUbrmen»  indem 
man  entweder  die  in  den  Gleichungen  (a)  und  (b)  vorkommende  ' 
Wurzeigrusse  das  eine  Mal  mit  dem  positiven>  das  .aadete  .Mal 
mit  dem  negativen  Vorzeichen  gebraucht;  oder,  wenn  nur  eine 
Form  der  beiden  Differentialgleichungen  (a)  und  (b)  benutzt  wird, 
indeni  man  dann  drei  versebiedene  Funktionen  «, /I  nndv/ dadfsteUlt 
«skfte  denselben  gleichseitig  Genfige  leisten.  , 

Uro  das  zweite  Integral  mit  seinen  beiden  willkilbriicbsn 
Fonktionen  zu  erhalten,  ivird  man  das  erste  Integral  der  Integra- 
tion unterwerfen.  Wenn  zwei  verschiedene  Integralformen  di|r 
Art  vorliegen,  so  kann  man  auch,  anstatt  eines  davon  in  der  an- 
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gegebenen  Weise  zu  benutzen,  von  den  beiden  Formen  gleich- 
zeitig Gebrauch  machen.  Man  berechne  daraus  die  beiden  Warthe 
2y  und  Zx,  und  die  Beslinnnung  des  zweiten  Integrals  ist  dann 
zuruckG^eführt  auf  die  Integration  der  voÜständigen  Differentiai- 
gieicbung: 

dz  =  Zydy  -f  zsdx. 

Es- ist  sebon  vorbin  ertvSbnt  norden,  dass  <iie  Rechnung,  wo« 
durch  man  zu  den  beiden  ersten  Integral  formen  gelangt,  insofern 
solche  Oberhaupt  bestebeii^  sich  zweifoch  gestaltet  Wenn  nam 
den  letsteren  Weg  einzuschlagen  hat»  wo  es  drei  verschiedei^ 
Funktionen  giebt«  welche  einer  iind  derselben  Form  der  beiden 
Differentialgleichungen  (a)  und  0»)  Genffge  leisten,  so  stellen  die 
hbidew  erste»  Itttsgralfemien  ein  und  dieselbe -.Funktioii  vou^^ 
und  zjr  vor,  da  diese  jedesmal  aus  derselben  Gleichung  (a)  gewon- 
nen wird.  In  diesem  Falle  erhält  man  das  zweite  Integral  der 
partiellen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  durch  die  Etimi* 
nation  eben  dieser  Funktion  zwischen  den  beiden  ersten  Integral- 
formen» 

1.  Es  sei  nun  ^ 

(a)  l&sdb«Ml«y  =  0, 

wo  jedes  der  beiden  Vorzeichen  benutzt  werden  darf.  Das  eine 
Mal  entsteht  z«  — a^y^«!*  Man  findet  dann  weiter: 

(h     dx  .    dt  Ä 

(b)  <*'+«'»>Ä  +  5i+*^'=* 

Da  nun  t  eine  Function  von  ai  z  y  x  sein  boll,  so  erh;ilt  man, 
wenn     an  die  Steile  von  ix  gebracht  wird,  die  neue  (jieicbuog: 

Man  genügt  durch  a  =  a,  und  /3  =  ^  —  oz.  Das  erste  Integral 
zeigt  sich  demnach  in  der  Form : 

Das  andere  Mai  findet  man  das  erste  Integral: 

sx  4- esy  =  ^(^ -F  <urV 
Durch  die  zweite  Integration  entsteht  jedesmal  die  endliche  Gieicbung: 

4 

'  «Pz  d^t  d^z 

2.  Fflr  «•  Oekbung  '■>*,i^*~^h'^ü^j,  +  -v*d^=0 
man : 

(a)  ^dbt*    ifiisy  =  0. 
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Darauft.fol|^  «1  =  —.    Mao  bat  weiter: 

•der  aacli,  weno  mtat  %x  mittoU  elimioirt» 

Daraus  erhülf  man  a^Ui,  ß=^z  und  /  =  y4-;i;a|.  Man  hf^t 
ikö  die  beiden  ersten  Integrale: 

ÄiÄ9)(2)   und  y-fa:cifi=^(2). 
I^uith*  die  £tiaiiBation  von     |(elaugt  man  su  den  sweitea  lotegiali 

y  +  ar<p(2)  =  iif(x). 

3.   Es  sei        —       -f  ^^j^=0.  Man  findet  die  Gleichung: 

(a)  «Isx  4:  <2zy  =  0. 

Doch  nur  das  untere  Vorzeichen  Eihrt  hier  sum  2iiel.  Man  hat 
1^— sysoi»  und  man  erb&it  dann  weiter: 

«.V  .    .    .dr     dt      dr  dt 

Da  t  als  Funktion  von  y  und  ^  sich  herausstellt»  so  gebt 

diese  Glelchnng«  wenn  man  sugleleh  %  mittels  «|  eliminirt.  Ober  in: 

Diese  serflUlt  nun  ah^viin  die  beiden: 

'  t 

Die  erstere  liefert  ^as(«-f-y)«riH-^  nnd  die  andere  wird  ^ftdurcb 
umgewandelt  in  die  einfachere: 

dx      dy      *  ' 

Man  genügt  hier  durch  a^x  —  y  und  /3==^  ss  (4;-|'|f)ei^-l-2s» 
Das  erste  Integral  bat  demnach  die  Form: 

( +  y )  (z,  —  2y)  +  2c  SS  y    —  y). 

4.   Es  sei  nun  «i/^~(^  +  «x)^  +  z,gp=:;0.  Blan  hat 
die  beiden  Gleichungen: 
(a)  x^Za^ixdzy^(^  und  idz^-^dz^^O, 
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Die  letzlere  giebt  2Zs~2y^a|.  Man  hat  weiter: 

Daraae  folgt  aber  «  =  1%  und  ß^t%  und  das  er»te  Integral: 

5.  Es  sei  (<^+**»!f+«Sf*)^+(«y*--«*')rf^*-(«*+»*«jr+»**)^^^ 

MaD  findet  bier  die  beiden  Gleichungen: 

(a)  ■  • 

■  (a^-^Zxtsi'2g*)dx:f'-'it^i-Xgtf,-l'Zg*)dacySs:0  und  t^x« -f-ifsys^ 

Die  Integration  der  er^teren  giebt: 


(2,  — 2«)^ 


Nun  hat  men  aber  welter  die  Gleichung: 

Man  j^enügt  dieser  Gteichiirts^  durih  «=s«,  und  ß=^^ — jy;  untl 
daa  eiiiie  Integral  ^Igt  ai^U  d«uu  in  d^r  Fwm . 

.  rf*  -j-  22xJy  =  (2jc  —  2y)*      — y). 

6»  ßs  sei  noch 

Man  bat  hier  die  Werthe :  ' 

und  dies  führt  auf  die  beiden  Gleichungen: 

(««  +  oij,  —  1)  «^^x  +  ((2*  4-  azy)  b  —  c)€Uy   und   <6x  +  dzy — 0. 
Aiup  der  ersteren  findet  man  durch  die  Integration: 

Man  tindet  v^eiter  die  Gleichung :        -  ' 

dr     dr     dt  ^ 

I   
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Mm  gcangt  dtMerilaidl.taas«!  nud  ß^/K^j^,  und  man  M  di^ 
•HgMCMie  Integral: 

a 

Aoch  die  allgemeinere  partielle  Differentlalglelebiing 

fMiri  auf  ein  eratea  Integral  ß^^u),  «rorin  «  «nd  ß  eben  eo 
wie  die  CoeffiKienten  der  Differentialgleichung  bestimmte  Funktio- 
nen der  drei  Terlnderftdieti  tys  und  der  Differdntialqiioltehlen 
ty  und  Xx  aind.   Denn  wenn  man  aus  den  beiden  Gleichungen. 

dt  dh      dx    d^i      dr  ,dr^ 
SS^dn^'^dtsdxdiß'^dz^if^dff'-^' 

di^  dxd^  +  ife,       +  rf«  ^'  +  dar  ~  " ' 

worin  abkürzend  x=ß  —  9(0)  gesetzt  worden,  die  ^lllkübrliche 
Funktion  <p  elimlnirt,  so  findet  man.  eine  partielle  Differeotlal- 
gleichnng  der  aweiteo  Ordnung  ?on  der  Torliegenden  Ferm. 

üm  diejenigen  (ileichiinjen  zu  erhalten,  mit  deren  Hiife  die 
Funktiofieri  a  und  ß  hier  ^icli  bestimmen  lassen,  voraiis£te*?etat, 
das«  ein  erates  Integral  möglich  ist,  so  elimiiitre  man  wieder  di^ 

cf*2  d^i 

beiden   Dlflferentialqdotienten  -^^^  Gleichungen 

J.  und  2.  und  aus  der  partieUen  DifferentialgleichnBg«  Man  gsfauigt 
se  a»  der  Gletehung: 


l 


fdr      dx\dx       f dx       dx \  dx        /dx  V        dx  dt 

\dzgj  ^  d9dy 
n  wifd^      dt\/dt    .dt\     ^fdt  ilx\dx 

\di  '  ^  ii^y  dzx       tUs  dzy    .  * 

'      *       '  * '     •  '  < 

Nan  muaa.  aber  der  gemeinsame  Fikktor  yen  ^^^^  und  dann  anclk' 
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Mb  sar  BosflniiiNitif  toh  «  sm'«}  paHM* 'I>iilMmifiAlgleidMiii|^ 
tfar  efitteD  Ordniing,  tvelche  leicht  wieder  in  solche  d«s  ersten 
Grades  iimn^ewatMlelt  werdeu  können.  Denn  schreibt  man  diesel- 
ben in  der  Furtn : 

Bo  ergiebl  «leb  dareb  die  ElHninatioii  von  ^(^^^  ^ 
zunächst : 

+  (Wc;z)(g)-«. 

Duveb  die  AnflOsnng  dieser  qoadrfttieebeD  Gleichung  entstsU 
die  partielle  DiSereotialgleiehung  des  ersten  Grades: 


Indem  man  diese  mit  der  zweiten  der  ursprünglichen  verbindet, 
80  erhält  man  noch  eine  andere  partielle  Uifierentiaigieicbong  des 
ersten  Grades»  nämlich:  ' 

Es  kommt  also  darauf  an,'sw^  verschiedene  Fnnkflonen  er  und 

/?  anzugeben,  von  denen  jede  die  beiden  Differentialgleicbungeo 
(a)  und  (b)  an  der  Stelle  von  x  erfüllt,  nachdem  man  der  darin 
vorkommenden  Wurzelgrüsse  entweder  das  obere  oder  das  untere 
Voraelchen  gegeben  hat 

Wenn  iwel  Tersebledene  partielle  Differentialgleichungen  4er 
ersten  Ordnung  mit  den  drei*  Veränderlichen  zyx  aus  ein  und 

derselben  endlichen  Gleichung  ihren  Ursprung  nehmen,  und  zuerst 
nach  z  und      sodann  nach  i  und  x  differentiirt  werden j  so  erge- 
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beri?  sich-  vt«r  %* erschienene  partieiie  DifTereutialgleichangmi  der 
zweiten  Or<inyni»,  woraus  eine  dritte  partielle  Differentialgleichung 
der  ersten  Ordnung  abgeleitet  wird,  indem  man  die  drei  üiflfo- 

•  : .  •  w  ^  '  .  . 

rentialquotienteii  der  iweiten  Ordnung  dady'  c/y  eliminirt 

Da  auch  diese  auf  jene  endliche  Gleichung  hindeutet»  so  setze 
MD  die-  Differentlalquetienten  der  ersten  Ordnong  2y  und  Xx,  wie 
sie  aus  den  beiden  ursprunglichen  Gleichungen  als  Funktionen 
von  tfffß  nieb  enlwtclieln,  hier  ein»  und  man  wird  so  entweder 
der  neuen  Gleichung  Identiscb  genügen  oder  jene  endlicbe  Glei* 
chuDg  selbst  erhalten.  Wenn  der  CoefBxlent  V  der  partiellen 
Dii^rentialgleiehung  zweiter  Ordnung: 

verschwindet,  so  ist,  nie  man  oben  gesehen  hat,  durch  die  bei- 
den Grrissen  a  und  ^  des  ersten  Integrals  ^  =  nur  eine  ein- 
zige Funktion  von  ly  und  z%  gegeben »  da  dann  die  Verschieden» 
beit  der  beiden  Grössen  c  und  ^  immer  nuc  in  dem  Vorkommen 
der  drei  übrigen  Veränderlichen  tyx  ihren  Grund  hat  Weim 
aber  V  nicht  verschwindet»  so  sind  die  beiden  GrOssen  er  und  P 
des  ersten  Integrals  ^  =i  ^(a)  jedesmal  durch  verschiedene  Funk» 
tlooen  von  ly  und  %%  ausgedrilckt.  Man  hat  es  diesem  Umstände 
sn  verdanken,  dass  €Dr  den  snietst  erwfibnten  Fall,  wo  V  nickt 
verschwindet,  aus  den  beiden  ersten  Integralformen 

1.  ßs^ip(a)  und  d=^()f) 

der  votliegendea  pailleHen  Dlllerentialgieicliang  der  iwelten  Ord* 

nung,  deren  zweites  Integral  jedesmal  durch  die  so  eben  ange- 
deutete Kechnung  daigei»tellt  wird. 

Diese  Rechnung  gestattet  aber  e^anz  bemerkenswerthe  Ver- 
einfachungen. Gebraucht  man  nämlich  anstatt  des  ersten  Integrals 
ßz=(p(ce)  die  einfachere  Gleichung  ß  =  (p{a),  wo  a  eine  wiilkfibr^ 
liehe  Beständige  ist»  um  aus  den  beiden  Gieiebungen 

l-  2..  P  =  9p(tt)    uod   d  =  i/;(y) 

^ite  DiHerentlalquotlenten     und  ts  als  Funkflt»nev-  von  tyx  dar- 
aaiiell'en»  so  ist  einleuchtend»  dass  die  Integration  der  vollstSn- 
*'2tgen  Dlffftftntialglelcbong  ^ 

auf  eine  Integralform.  f{xy  x  a)^^^  ([i9brt»  welche  aneh  ^nrcb  die 
EllniiQntlen  von  Zy  und  z^  ans  den  drei  Gleichungen 

'  3k  umü9  ;^=Z9ita><Bnd»dra^|r^ 
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•fiielt  wird.  Oiifefc  die  DiffsranliatioB  «do  /(xf  ««)»0  erhlit 
Plan  wieder  die  €leielimigen  %t  welclie  daon  aber  in  der  Fei» 

sieh  zeigen»  Setst  man  in  der  Gleiebaeg  f(2ffxa)sz0  an  die 
S$telle  ven  e  die  Verlinderliehe  «  ein,  ee  ergeibett  aieb  dnicb  die 
Miffereotialion  die  beiden  (^ieicbungen :  - 

5. 

dz ^^'^dif^  da U4  ^^^y  ^  dz^''^ dj/J^^' 

kf      df    df /"da   dh^     da  dh_^  .«'«^ 
Ä**  +  ^  +  3SV3^  da^dif^dist^UE'^Tda^J"^' 

Da  nun  aber  die  Gleiebnogen  4.,  nachdem  man  an  die  Stelle  ?oq 
e  die  VerSnderliebe  «  eipgesetat  bat»  mit  den  beiden  ersten  Inf^ 
gralformeD  L  gleicbbedeatend  sind»  se  hat  man  anstatt  der  beiden 

df 

Gteicbongen  5.  die  einzige  ^^0«  worin  die  Different^alqaoUeD- 

ten  der  zweiten  Ordnung  niebt  roebr  yorkommen^  nnd  welche 

desshalb  iiiuhU  aEideros  sein  kann,  als  jene  dritte  partielle  Diffe- 
rentialgleichung der  ersten  Ordnung,  \velche  in  Verbindung  mit 
den  beiden  ersten  Integralformen  1.  durch  die  Elimination  too  $y 
lind  Zx  das  zueile  Integral  liefert.  Die  Gleichuni^  f(zya:a)  —  0 
ist  übrigens  durch  die  Elimination  von  Zx  aus  den  Tileichangen  I. 
abgeleitet,  nachdem  dort  die  Grösse  a  an  die  Steile  des  andern 
Dlfferenlialqeotienten  Zy  eingeführt  worden^  Demnaeb  ergiebl  abib 
denn  das  zweite  Integral  aoeb  dnrcb  die  filiininatien  Ton  «  ans 
beiden  Gleiebungen; 

df 

fi%yxa)ssO  und 

7.   Es  sei 


d^z  d'h       (  d^z 


Man  bat  die  beiden  Gleiebungen 

und  man  genügt  denselben  dureb  jede  Fnaktlen  werin  anr  zy 
und  2x  vorkommen.  Man  kann  dessbalb  « s±  zy  und  ß=^zx  setieii. 
Man  genügt  aber  auch  durch  y  =  —  xzx»   Es  besteben  dem« 

nach  die  beiden  eräten  Integrale: 
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Xx^^^izy)    und  z^^zy-^jczx-ir^i^)' 

Mao  setze  nun  3^  =  «  und  eliminire  x».  Man  erbSit  so  das  z^veite 
lotegral  durch  die  beiden  Gleicbangen : 

8.  sei 

■ 

a    \daf^  dy^  ~  \dxdy)  )     "^dx^  ^^"^^^^^  dxdy  ^'rf^ 

Mao  hat  hier  V^>1  V^—XY^VZ^  ±  Ife-«,).  Wenn 

man  das  untere  Vorzeiehen  gebrancfat»  sa  entstehen  die  beiden 
Gleichungen: 

♦ 


(b) 


x-\-  ii  dt\  .     /fZr  .  €/t\ 


Durch  die  Elimination  von      entsteht  die  einfachere: 

der  man  genügt,  wenn  t  ircrfrul  eine  Funktion  von  cti—yzy^-  xzx, 
Xf  Zx  und  Zt/  ist.  Die  Gleichungen  (a)  und  (0>  zeigen  sich  dann 
aber  in  der  Form: 

Man  findet  die  beiden  Funl^tionen  a8=(a'|'l)2^ai  und  fi^zm^Zjf» 
und  das  erste  Integral  zeigt  sich  demnach  in  der  Form: 

Wenn  man  das  obere  Zeichen  vor  der  Wurzeigrusse 

gebraucht y  so  hat  man  die  Gleichungen: 

/dx       dx\        (Ix  dr 

...  '  a-\-y/'dr     .  dx\  ,     dr  ,      </r  _ 

Theil  XXXin.  ,90 
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,         .  ih    dx     dt  ^ 

Man  genüirt  durch  eine  beliebif^e  Funktion  von  «3  =^x-i-y,  Zm  uod 
Zy.   Die  Gleichungen  (a)  un4  (b)  geben  dc^durcb  über  io ; 

rfr^      dly  _^ 
a  dtti  ^dzy'^^'dzx 

Daraus  foigt  ^ber  o=—  und  ß=^'^»  upd  das  er«te  Integral  in 
der  jForm: 


'Man  setze  nun  — Xy^ct,  und  die  beiden  ersten  Integrale  geheOi 
wenn  1«  elimieirt  wird^  über  in; 

Man  schreibe  dieselben  einfacher: 

Endlich  vertausche  man  noch  «t  gegen  und  die  Eliminatioii 

¥en  Xy  mbH  auf  die  6leicbting  : 

Um  das  zweite  Integra)  zu  erhalten,  irircl  man  a  eliminireu^  mit* 
tele  der  Gleichung  «  3=(a;+y)'»+^.^'(a(af+y)«)  + 

9*  Es  sei  iioqh 

Man  hat  hier      —  AF—  C/Z=:0  und  die  beiden, Gleichungen : 

dx     ^  dx         .       dx  dz,  V  H^+z?  „ 

(•»^    s*'+ai+«*+*''>iS+''*^rfr> — ^— ^=0. 
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Man  multipUzire  die  erstere  mit  z^,  die  andere  Gleichung  mit  t«, 
und  man  erhält  durch  die  Addition : 

Daraus  folgt  ax  =  ~»  und  die  Giekkung  gebt,  wenn  2^  elinünirt 
wird»  fiber 

Man  genügt  derMlhea  datch  die  drei  einfecftereo  Gfoielningeii : 

^■"(l  +  (l  +  aj*^)z^*)S--"' 

r 

m    •  adzx  ' 

Die  Integration  liefert  die  drei  Funktionen: 

sc        j   —  Ot  • 

Blau  genügt  dadurch  aber  auch  den  beiden  Gleichangea  (a)  und 
(b),  uod  maa  hat  somit  die  beiden  eVelen  lut^ralfonnep : 


a 


MaD  «etse  nun  g-f  ==tf.  Die  GliminatioD  von  ^  und 

2s  lAhrt  dann  auf  die. Gleichung: 
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Um  das  zweite  Integral  zu  erhulteo,  wird  inau  u  eliminiren  mit 
Hilfe  der  Gleichung 

Das  obifr<*  V'^erfahren,  wodurch  man  das  erste  Integral  t  iner 
partiellen  Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung  mit  drei  Ver- 
änderlichen darstellt,  lässt  »ich  ohne  Weiteres  auf  partielle  Dif- 
ferentialgleichungen mit  mehr  als  drei  Veränderlichen  übertragen* 
Wenn  z.  B.  die  vier  Veränderlichen  %,  x  und  to  vorkommen, 
echfeiht  man  das  erste  Integral  in  der  Form  y^fp(af),  wo  a, 
ß  und  y  bestimmte  Funktionen  dieser  Veränderlichen  und  der  drei 
fDifferentialquotlenten  erster  Ordnung  zy,  zx  und  z»  beieichnen. 
Denn  wenn  man  die  Form  y  ss  <p{ciß)  nach  einimder  in  Bezug  auf 
z  und  y,  z  und  t  und  w  differentiirt,  so  entstehen  drei  Diffe- 
i-ential»leichungen,  welche  durch  die  Elimination  der  beiden  will- 

kdhrlichen  Funktionen  ^-^  und  ^  eine  bestimmte  partielle  Dife- 

rentialgleicbung  der  zweiten  Ordnung  herbeiführen. 
Um  nun  das  erste  Integral  för  die  Gleichung 

zu  bestinurien,  worin  IFÄ....Z  Funktionen  von  ZyZxZwzyxw 
sind,  schreibe  man  dasselbe  vorerst  wieder  abkürzend  in  der 
Form  T  =  0.  Die  drei  DiÖerentialgleJchungen,  welche  durch  die 
Elimina f Ion  des  Willkiihrlichen  die  vorliegende  partielle  Differen- 
tialgleichung herbeiführen,  zeigen  sich  dann  in  der  Form: 

I 

dx  d^z      dt    fJ^z       dt    d^z      dt  dt 

dt    d^z       fh  fPz      dt    dH       dx  dt 
dzy  dxdy  ^dxsdx^^  dt^  ISkodx  ^di'^^d^"^' 

dx   d^z       rfr   fZ^z       dx  dz_     dx  dt 
dtff  dwdy    dzs  dwdx    <S»  Äö«  ^  dz^^'^dw'^^' 

Wenn  man  damit  von  den  sechs  Differentialquotienten  der  zwei- 
ten Ordnunir  irgend  drei  aus  der  vorliegenden  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung eliminirt,  so  gelangt  mau  zu  einer  identischen 

Gleichung.  Durch  die  Elimination  von  und  ^^wistehii 
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\dxtj  az^  aZf9       \dzw/    äzy  dwaa: 

+      \d2yj  '^^^  dxydzs  +  ^  \dts)  ^  dxdy 

di:  dt /dt       dt\       dt  dt /dx  i}x\ 
+  a^VÜ  '«^  +  di>)  +  ^dT^  diX^     ^  du:J 

dz.p  dzx\dz^'^    dw/^    diw  dzx  dzt^ 

hoeh  kann  man  dieser  Gleichung  nur  dadurch  genügen,  dase  man 

d^z        d^z  d^z 
die  Faktoren  von  ^^^^*  ^^^j^  ""^  dxdjf         auch  den  Beiit 

der  Gleichung  einzeln  genommen  verschwinden  ISsst.  MaA  hat 
demnach  zur  Bestimmung  von  r  die  vier  Gleichungen: 

.  rfr  cZt /rftr      .      \        dt  dt  /dt  .d^\ 


fh  dt  dt 
dzwdzxdSf/ 


Daraus  ergehen  sich  aher  vier  andere  Gleichungen,  welche  in 
Bezug  auf  die  Differentialqnolienten  von  r  vom  ersten  Grade  sind. 
Denn  aus  den  Gleichungen      2.  und  3.  bestimmen  sich  zonfichst 

die  beiden  Quotienten  ^  :~=r»  qnd  -T^:-^  =  i.  Man  hat: 

azs  dzw  ditf  dzw 

3.  A<»-2F«j+Ff*=a 
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Nadidtm  man  einen  von  den  beiden  Quotienten  g  and  t  ans  den 

quadratischen  Gleich uiigen  I.  und  2.  bestioirot  bat,  hat  man 
Mir  Berechnung  des  andern  eine  Gleichung  des  ersten  Grades. 
Dann  niuhi}>lizirt  man  die  (iie'K  luinsr  I.  mit  t^,  die  f»Ieichung  *2. 
mit  s'"^,  und  zieht  daoD  von  deren  äumme  die  Gleichung  3.  ab, 
so  entsteht: 

3'.  U75-Ä«-.rj+  r  =  o. 

Ilamit  die  so  bereehneten  Werth«  We  ond  Wi  =:  7i  die 
Gleichungen  1,,  3.  gleichseitig  erföllen,  mnse  zirieehen  d#n 
Coeffizienten  dieser  Gleichungen  eine  Bedingungsgleichong  beetihen. 
Man  schreibe  dieselben  in  der  Ferro; 

%  ( T)*z=z  5P—  Wl\ 

Daraus  folgt  dann  auf  der  8telie  die  Bedingungsgleicbnng: 

(S»-r-  WX)  (ST«-  WT)  ==  (ST^  WV)^, 
oder  auch  die  mehr  symmetrische: 

Wenn  diese  Bedingnngsgleichung  erfüllt  ist,  liat  man  snr  Be- 
stimmung von  t  die  drei  Gleichungen: 

(e) 

/dx        cIt  \  /dt       dz\    ^  f  dx     .  dx\     „d%  ^ 

fFX  WY 
worin  abkürzend  -<-^=:.S^  und  -^=2'^  gesetzt  worden  ist. 

Wenn  es  drei  Terschiedene  ITnuktionen  a,  ß  und  y  giebt,  ▼o«i  denen 
jede  gleichzeitig  diese  drei  partiellen  Differentialgleichungen  an 
der  Stelle  von  t  erfüllt^  so  lie.steht  auch  ein  erstes  Integral,  uo'^ 
dieses  hat  dann  die  Form  y  =  ^(ß  ß). 
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Man  bat  hier  dl»  €rleiehungeit: 

(a)  tocfzv  -f  :i;<2:y  =  0, 

(I»)  wdiw  ■\- ydzy 

Die  erster^  giebt  iosw1>a»«=:iri;  ditd  andere  aber  gebt,  wenn  man 
Sp  mittels  cri  eliminirt>  ,ilber  In  dntg  ^ydz^^fL  Dara^  folgt  aber 
-t-^Xy  ä=  «01» -I-  atg+jfztf  S3 ;  uad  daa  etste  Integral  ist  demnaeb 
Mntft  Funblien  von  a^,  x,  ond  w.  Nan  hat  man  weiter  die 
Oleltbung: 

(C)  (tCI«,  +  ;t2,  ^+  ^ 

Man  ellminire  einen  der  Differentialquotienteu  mittels  «2» 
es  ist: 

rfr  ,     dt  ^    dx      dx     ^  ' 

Man  genügt  dhirch  /'^^»y^^^i  "■'f'  ^*  Integral 

aeigt  sieb  dessbalb  in  der. Form: 


Wenn  die  Anaabi  der  VerSnderlieben  annimmt«  ao  mebren  aicb 
nscb  aucb  diejenigen  partiellen  Differentialgleicbnngen  der  ersten 
Ordnung  und  des  ersten  Grades»  welebe  alle  dorcb  das  erste  In- 
tegral der  partiellen  Differeittialgleicbnnc;  der  swetten  Ordnung 

befriedigt  werden.    Wenn  n  +  1   Veränderliche  vorkommen,  so 

schreibt  sich  das  erste  Integral   in  der  Form:  (p{apy  )— Ü, 

was  eine  willkührliche  Funktion  von  n  l»estiiiniiten  veränderlichen 
Grössen  ist.  Durch  die  Olfferentiatlorr  erf»eben  sich  daraus  n 
verschiedene Diflferentialgieicbungen  der  zweiten  Ordnung,  mit  deren 

Hilfe  man  die  n  Differentialquotienten  S^'"" 

mittiren  kann.  Nach  vollzogener  Elimination  bleiben  noch  —  \  ^^ 
Üifferentialquotienten  der  aweiten  Ordnung  in  der  partiellen  ü?f> 
ferentialgleichung  xurücic.    Diese  fällt  de^^baih  in  ^^^7^^  +  ^ 
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verschiedene  Gleichungen  aus  einander,  welche  wieder  alle  als  par- 
tielie  Differentiali^leichurigen  der  ersten  Ordnung  uud  des  ersteo 
Graden  dargestellt  u  erden  können.  Jede  von  den  n  vers' liuide- 
nen  Funktionen  aber,  weiche  in  dem  allsjeinc  in^n  Integral 
ffiiifty — )=0  Platz  nehmen,  nuss  allen  diesen  Uiilerentiaiglei- 
cbangen  Genüge  .leisten« 

Es  hat  nun  auch  keine  Schwierigkeit,  die  partielle  Diflferen- 
tialgleichung  der  ersten  Ordrjunf^  /u  bestimmen,  von  der  man 
weiss,  dass  sie  mehreren  partiellen  DiÜerentialgieichungen  der 
zweiten  Ordnung  gleichzeitig  Genüge  leistet.  Es  kommt  dann 
nur  darauf  an,  die  allgemeinste  Funktion  zwischen  ilcn  vorkoDi- 
menden  Veränderlicheu  und  den  Uifferentialquotienten,  der  ersteo 
Ordnung  anzageben«  welche  gleichzeilig  alle  diejenigen,  parCieUeo 
Differentialgleiehiingen  der  ersten  Ordnung  und  des  ersten  Gm* 
des  erfSlUy  welche  jede  der  vorliegenden  partiellen  Differential- 
gleichungen der  zweiten  Ordnung  nach  den  jetzt  bekannten  Re* 
geln  Air  sich  zur  Folge  hat. 

Hat  man  z.  B.  die  beiden  Gleichnngeli : 


and 


dxd-y  <iy* 


wo  y  F.«..Zi  boatliiimte  Funktionen  der  drei  VerSnderllebea 
%yx  und  der  Differentialquotleoteli  erster  Ordnung  tt  und  %  sm4 
so  kommt  es  auf  die.  Bestimmung  derjenigen  Funktion  t  an» 

welche  gleichzeitig  den  folgenden  vier  Gleichungen  Genüge  leistet: 

fa^  X  ^'^  -  V  ü 

...  fdx       dx\  ^  „  d%  _ 

Die  Gloichnngen  (a)  und  (a')  verlangen  die  Bedingung  FF|  =  Ai), 
und  sind;  wenn  diese  Bedingung  erTullt  ist,  identisch. 

Man  darf  nicht  glauben»  dass  die  partielle  Differentialgleichung 
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der  zweiten  Oi  J  1111112:  mit  drei  Veränderlichen  immer  nur  den  vor- 
hin betrachteten  FoniKn  angehöre,  wenn  sie  ein  erstes  Intei^ral 
besiitzt.  Man  hat  dort  das  erste  Integral  jedesmal  duruli  die  Glei- 
chung ji  =  9)(a)  ausgedruckt,  worin  a  und  ß  bestimmte  Funktionen 
der  drei  Veräuderliefaen  z  y  x  und  der  Oifferentialqaotieoten  erster 
Ordnung  ty  und  ix  sind.  Es  iSsst  sich  aber  eine  viel  «llgemei*  * 
oere  partielle  DiffereDtialgleicbung  der  emleo  Ordnung  anschrei-  ' 
ben,  woraus  durch  die  Elimination  einer  willkiibrlicben  Fttokti^oo 
eine  partielle  Differentialgleichung  der  zfrelten.  Ordnung  hervor- 
gebt. Nimmt  man  nämlich  die  Gleichung: 

/3  =  g>(«), 

«0  nun  ^  eine  heslioinite  Funktion  von  z,/,  tr,  ^  und  «  ist, 

0  aber  eine  veränderliche  Grüssey  zu  deren  Üuätiwtnuug  die  Glei- 
cbuog: 

2 =»'(«) 

gegeben  iatp  so  entstehen  durch  die  Differentiation  die  beiden 
(xleichuogens  « 

dxdy  +  d%^  dx^  ^  dib^""  ^  dx 

OBd  die  Elimination  von  a  liefert  eine  partfeile  Dffferentialglelebung 
der  zweiten  Ordnung,  worin  nichts  Willkührllches  mehr  vorkommt, 

welche  aber  nicht  immer  den  schon  oben  angegebenen  Formen 
angeholt,  stuideni  eine  viel  allgemeinere  Funktion  der  Differential- 
quotieoten  der  zweiten  Ordnung  darstellt. 

Wenn  eine  partielle  Differentialgleichung  der  zweiten  Ord- 
nung i|;=5  0  integrirt  werden  soll,  welche  auf  die  soeben  ange- 
gebene Weise  entstanden  ist,  so  wird  man  zunächst  jene  beiden 
(Gleichungen  1.  nnd  2.  herstellen,  deren  gemeinsames  Integral 
(he  (ileichung  ß  ~  (pia)  ist.  Es  versteht  sich,  dass  man,  nachdem 
(He  eine  von  dies,  ri  beiden  Gleichungen  aufgefunden  worden,  mit 
iiilte  der  vorliegenden  Differentialgleichung  1^  =  0  dann  leicht 
auch  die  andere  erhält«   Denn  wenn  z,.B.  die  Gleichung  1.  be- 

kannt  ist,  so  hat  man  den  Differentialquotienten         daraus  zu 

entwickeln,  und  in  die  Gleichueg  ^=:0  einzusetzen»  am  die  Glei« 
chong  2.  darzustellen.  Um  nun  aber  die  eine  dieser  beiden  Glei- 
chungen, oder  aiicfa  irgend  eine  andere  daraus  abgeleitete  Glei< 
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^  ^  - 

diifng  iKU  erhalten,  schreibe  man  dieselbe  abkürzend  in  der  Form  ' 

T  =  0.    DifferentUrt  rnari  die  beiden  («leichungen  7^=0  und  iij=ü 

nach  $s  und  dann  auch  nach       so  erproben  sich  vier  Differential- 

gleichunsrcn  der  dritten  Ordnung.    Man  niu88  aber  beachten,  dass 

dadurcli  nur  drei  vve&entlirh  verschiedene  Gleichungen  ^e^eben 

sind,  da  jene  vier  Gleich ungen  alle  durch  zweimaliges  Ditteren- 

'  tiiren  aus  eirier  einzigen  Differentialgleichung  der  ersten  Ordnung 

entspringen.   Man  elimioire  irgend  drei  von  den  vier  Differeatitl* 

dH      d^"        dh  d^'* 
quotienten  der  dritten  Ordnung  j^,  und 

man  erbSit  dann  jedenfatia  eine  identiache  Gleichong«  ao  daw 
alao  der  Faktor  des  zurückgebliebenen  Differentialqnotienten  der 
dritten  Ordnung  und  aucb  der  Rest  dieaer  Gleicbung  fiir  aick 
Teracbwtndet   Auf  diesem  Wege  gelangt  man  m  zwei  Vensckie- 

denen  partiellen  Differentialgleichungen  der  ersten  Ordnung  und 
des  ersten  Grades,  woraus  diese  Ünbekaiiute  t  als  Funktion  der 
drei  Veränderlichen  t,  ^,  x  und  der  DifferentialquotieoteD  erster 
und  zweiter  Ordnung  hervorgeht 

» 

Um  dieae  Rechnung  mOgllcbat  zu  Tereinfacben ,  nebme  maa 

an,  dass  die  Gleichung  t=:0  von  den  Differential quotienten  der 

zweiten  Ordnung  nur  die  beidan       and  einecblieaae,  ao 

daaa  also  durch  die  Differentiation  von  r  =  0  die  beiden  Gleichungen;  ' 

dx  HH     dii    dH  fdr 
^dy^^  dzxy  dxdy^  +  \dy)     ^  * 

dx     dh        dt  dH 

d^z  d^ 
entstehen,  worin  abkürzend  ^^=2^  und  ^^^^^^^  g^^tzt  ivor* 

den  iat,  und  auaaerdem  die  AbkOtzui^eit  i 

dt  d^2     (h    4%    ^  dt  ,dt_/dt\ 
dx9 dp^  +  dtM  doidy  ^  dz^^^  d^^ \dy/ ' 

dx    dH      dx  dz^     dx       dt  ^  /dx  \ 

'  dzy  dxdy  ^  dzx  dx^  ^  dz^^  ^ dx  \äx) 

aufgenommen  sind.  Um  von  den  vier  Differentialquotienten  der 
dritten  Ordnung  drei  zu  eliroiniren«  bedarf  man  hier  nur  noch 
der  Gleicbung: 


dt^    dH       rfi^    flH        df\f  (IH 
£^  dx^dff  ^  dz^  dxdy^  ^  ^ 


Digitized  by  Google 


erster  tmü  zmUer  Ordnunif,  307 

da  io  den  drei  nun  Torliegenden  Differentialgleichungen  der  Dt^* 

ferentialquotient        nlebt  vorkommt  Wenn  mau  nun  die  beiden 

d^z  d^z  • 

Differentialquotieutea  ^3  und  ^^^^s^  eliminirt,  und  zugleich  die 

dH 

mit  dem  Differentialquotienten  verbundenen  Glieder  «mam- 

iMefimit»  ma  entstellt  die  Gleichung: 

/rft  /  dz  y  _  djf   dt   dt  /  dr  tßs 

\dZxx  \dZyy/  dlxy  dZyy  dZxy       dtyy  \dzjyj  )  dSCifl^ 

Diese  xerföllt  aber  in  die  beiden  folgenden: 

drjf     drY     ^jf  dt   dt  ^  ^^^/^^V— q 
dzxx  \dzyy/       dtani  dXytf  dxxy     dZtfy  \dzxy/       '  * 

d'p   dt  I  dijf   dt  ^dT\  ^/d^f\  dx  _Q 

wslciie  leicht  in  swei  andere  umgewandelt  werden  j .  worin  die 
Oifferential^ttotienten  der  nnbekaonten  Funktion  t  nur  auf  dem 
traten  Grade  ▼orkeamea.  Denn  die  ersteie  schraibt  steh  aueb 

ia  der  Form : 


di^f    dx      ,/d^       aT /dj^Y  ^^äip   d^\  dz^_Q 

dt 

nad  die  andere  Gleichung  geht»  wenn       eiimioirt  wird,  über  in: 

(b) 


dp  /dt\  /djf  aT fd^Y  V^^^'j^/^^^j^^^ 
dtsM\datJ'^\dj9y     t  \dzsyj       dz^dzyy/\dif)  \d^/dxi 


Ix 

=  0. 


Wenn  man  nun  Zxx  mitteis  i/;=0  eliminirt,  so  bat  man  ia  der 
Tbat  zwei  partielle  Differentialgleichungen  der  ersten  Ordnung  und 
des  eri>ter)  Grades,  woraus  die  Unbekannte  x  als  Funktion  der 
beiden  Differentialquotientea  der  zweiten  Ordnung  henrofgeht. 
Wenii  die  partielle  Diffeientialgleieinng  dw  iweÜen  Oidnung  ^  «sO 
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ein  erstes  Integral  l>e»<iitzt,  80  wird  sich  eine  Gleichun«^  a  —  a  fiodeu, 
worin  ff  eine  Funktion  der  Veränderlichen  z  y  der  Differeu- 

tialcjüütieriteii  erster  und  zweiter  Ordnung,  a  aber  eine  willkiihr- 
liehe  beständige  ist,  und  welche  die  beiden  Differentialslon  huugeii 
(a)  und  (I))  an  der  Steile  von  x  gleichzeitig  befriedigt.  Mit  Hilfe 
der  Gleichungen  az=za  und  i/;=0  stelle  man  jene  beiden  üiffe- 
rentialgleichungen  1.  und  2.  her.  Diese  besitzen  ein  gemeinMkBe« 
erstes  Integral.  Durch  die  Integration  gelangt  man  zu  emer  par- 
tiellen Differentiaigleichnng  der  ersten  Ordnung  ß^b,  wo  6  eioe 
zweite  mllkuhrliGhe  Beständige  bezeichnet  Die  erstere  a  vcr- 
tauscbe  man  gegen  die  Veränderliche  et,  die  letztere  h  aber  gegea 
die  willkfihrilcbe  Funktion  cp{a) ;  nnd  das  allgemeine  Integral  der 
partiellen  Differentialgleichung  t^ssO  ist  dann  ausgedrückt  dmch 
die  beiden  Gleichungen : 

dß 

ß^fpia)  und   gjj  =  g)'(a). 


TU.  Intei^Atloii  der  parifellen  BUrercfttialsleteliiinf 
4er  Bweitra  •rürnuis  uad  der  vweiteB  Stnfe. 

In  dem  rorigen  Abschnitte  ist  gezeigt  worden ,  dass  eine  par- 
tielle Diflerentialgleichiing  der  zweiten  Ordnung  jedesmal  eio 
erstes  Integral  besitzt,  wenn  das  zweite  Integral  eine  solche  lie- 
schaffenheit  hat,  dass  schon  nach  den  ersten  Diflferentiationen 
die  eine  der  beiden  willkiihrlichen  Funktionen  sich  elifiiinii en  l;i>>t, 
SO  dass  also  .eine  partielle  Differentialgleichung  der  ersten  Ord- 
nung hergestellt  werden  kann,  worin  nur  noch  die  eine  Ton  den 
beiden  wilikuhrlichen  Funktionen  Platz  nimmt.  Diese  partielle 
Differentialgleichung  der  ersten  Ordnung  ist  dann  zugleich  das 
erste  Integral.  Wenn  nun  aber  das  zweite  Integral  von  der  Art 
ist»  dass  man  auf  keine  Weise  eine  partielle  Differentialgleicbong 
der  ersten  Ordnung  daraus  ableiten  kann,  worin  nur  noch  die 
eine  der  beiden  willltubriicben  Funktionen  vorkommt,  so  versteht 
es  sich,  dass  die  zugehörige  partielle  Differentialgleichung  der 
zweiten  Ordnung  kein  erstes  Integral  besitzt.  Denn  es  ist  uii- 
niüglich,  aus  einer  partiellen  Differentialgleichung  der  ersten  Ord- 
nnn<r,  welche  zwei  verschiedene  willkübrliclie  Funktionen  einschliesst, 
eine  partielle  Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung  abzulei- 
ten.  worin  nichts  WiUkfihriiches  mehr  vorkommt.  Wenn  die  drei 
Veränderlichen  zyx  vorkommen  ,  ist  in  dem  zuletzt  genannten 
Falle  die  Elimination  der  beiden  wilikuhrlichen  Funktionen ,  welche 
einen  nothwendlgen  Bestandtheil  des  ersten  Integrals  v=0  avs- 
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machen,  nar  dadurch  sn  be<f erkstelligen ,  ,da88  man  gletcbaeiti{( 
die  f&nf  üiferentialgleichuiigens 

(S=«.  (£)=«.  (Ä)=«- 

vertFendet.  Die  partielle  Uiflcrentialgleichuitg  der  zweiten  Ord- 
nung soll  hier,  wenn  sie  kein  erste»  Integral  besitzt,  eine  der 
zweiten  Stufe  heissen. 

Die  fntegration  einer  partielloti  Differentialgleichiin!»  der  zwei- 
ten Stufe  hat  grössere  Schwierigkeiten;  und  diese  Schwierigkei- 
ten haben  gerade  darin  ihren  Grund,  dass  man  i^^f^m'Uhigt  ist,  sogleich 
das  zweite  integral  t=0  auf/itsucheu.  Beschränkt  man  sich  zu- 
nächst auf  die  partielle  Differentialgleichung  mit  drei  Veränder- 
ficben,  80  hat  man  als  zweites  Integral  eine  endliche  Gleichung 
aiuEogeben,  worin  zwei  willkübriicbe  Funktionen  q){ci)  und  »^{ß) 
vorkommen,  und  tt  und  ß  selbst  von  den  Veränderlichen  abhangig' 
sind.  Es  Ist  aber  unmöglich,  das  Vorkommen  dieser  beiden  will- 
kubriichen  Funktionen  in  der  Weise  festzustellen,  dass  das  «weite 
lategral  allgemein  för  jede  partielle  fiilFerentialglelchung  der  zwei* 
ten  Ordnung  Geltung  erhielte.  Jede  Form,  welche  man  auch  dem 
zweiten  Integral  in  Bezug  auf  das  Vorkommen  der  beiden  v^ill- 
kiihrliclieii  1  unktionen  gehen  mag,  gilt  immer  nur  fffr  eine  be- 
stimmte Klasse  von  partiellen  Differentialgleichungen  der  zweiten 
Ordouog.   Für  die  lineare  Diffcreotialgleichuog 

^dal^^^^d^dif^  *  dy^-^^^d^-^  ^^dy-^'  ' 

worin  bestimmte  Funktionen  der  beiden  unabhängigen 

Veränderlichen  sind,  bat  man  das  zweite  Integral  in  der  Form: 


worin  ßi  und  j?a  bestimmte  Punktionen  von  y  und  ^  und  einer 

wilikiihrlichen  Beständigen  a  sind,  welche  beide  der  vorliegenden 

Difl'erentialgleichung  an  der  Stelle  von  z  Genüge  Itjisten,  wo  fer- 
ner ßj  und      Ijestiuiiiite  Funktionen  der  beiden  Veränderlichen  y 
und  X  sind,   wahrend  die  andern  Integrationsffrenzen  a|  und 
von  den  Veränderlichen  unabhängig  gedacht  werden. 

Es  scheint  aber  nicht,  dass  man  mit  ähnlichem  Erfolge  noch 
andere  Klassen  partieller  Differentialgleichungen  der  zweiten  Ord- 
nung bezeichnen  kann,  deren  zweites  Integral  in  Bezug  auf  die 
willkührlicben  Funktionen  feststeht.   Desshaib  werden  wir  uns  in 
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deti  folgenden  Uoterrachungon  ävwX  besclnttBk^»  das  sratt 
Integral  in  der  allgemeinen  Form  azsO  voranssuseteen,  wo  a 
eben  eine  noch  unbekannte  Funktion  der  Veränderlichen  ist,  so 
dass  also  das  Vorkommen  der  beiden  wiilkülirlichen  Funktionea 
vorerst  wenigstens  ausser  Acht  bfeibt.  Die  Bestimi^iung  von  er 
lässt  sieb  dann,  wie  si(  Ii  bald  zeii^en  wird,  auf  die  lutegratioQ 
einer  anderen  nach  bestimmten  Kei^ebi  aus  der  vorliegenden  ab- 
zuleitenden partiellen  Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung 
zurückführen,  so  dass  also  der  £rfolg  der  Rechnung  jedesmal 
davon  abhängt,  ob  es  gelingt,  die  neue  partielle  Differentialgleich uog 
der  zweiten  Ordnung  dnreli  die  acliOD  bekaaoteD  HMfanlttel  la 
integrireii. 

Wenn  die  Werthe  der  beiden  Differentialquotienten  erster 
Ordnung  z,j  und  zx  so  gegeben  sind,  nie  sie  auch  aus  dem  all- 
'  gemeinen  Integral  durch  Differentiation  abgeleitet  werden  konnten, 
ao  findet  man  das  allgemeine  Integral  dareb.  die  Integration  der 
voUatlUidigeii  Differentialgieicfamig : 

dz  SS       4-  zgdx. 

Es  aoll  san&cbst  gezeigt  werdea«  wie  die.  Beatimmuiig  der 
Differentialquotienten  z^  und  zs»  welcbe  der  partiellen  DifEeieatiil* 
gieichung  der  zweltan  Stafe: 

entsprechen,  wenn  TJy  X Z  bestimmte  Funktionen  von  ZuZxiyx 
sind,  auf  die  Integration  einer  anderen  partiellen  Diflereutiaiglei' 
ohung  der  zweiten  Ordnung  zurückkommt.  Dabei  wird  sich  dann 
auch  herausstellen,  dass  die  neue  Differentialgleichung  oftmals 
die  bisherigen  Integrationsmethoden  zulässt,  während  doch  die 
uraprÜDgliche  DifferentialgleicbuDg  fiir  dieaelbe»  onzagiaglich  ist 

Man  bezeichne  zwei  partielle  Differential^leichunj^en  der  ersteo 
Ordnung,  welche  ans  dem  allgenu  iTu  n  Integral  entspringen, 
durch  die  Gleichungen  a  =  (^  und  ir=0.  Durch  Differantiiren  bil- 
det man'  daraus: 

^   da  dH  .  de   d^z    /da\  da  dh     da  d^  Vn 

dzy  dy^^dzs  dml^^\dy)~^^'   ^'  di^  dxdy^dzs  dx'^^Kdx)^' 


3. 


(h_^    dr_  jPz  .f  df!\^     .    dr   d^i      dt  d^z  /dv' 


■ 
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tfrMrr  tmä  »weüer  Oränuug,  dli 

.da     ^  da    /d(j\  ^  ^       ,       , , 

.iponn  abküraend  ^'y'^^~\ßgj  gesetzt  worden.  Ua 

die  beiden  Gleicbungeii  tf=^0  und  tssQ  auf  ein  und  dieselbe  end« 
fiebe  Crltoicbuiig  ftssO  hlndeoteo»  d«  a#ch  d|e  partiell«  Differeii- 
tialgleicbung  mit  diesen  einefiel  Dreprong  bat»  so  ergaben  sieb 
im^  den  yorliegenden  fänf  Ul^ichungen  diircli  die  Elimination  der 
dfei  Dilferentialquotienten  zweiter  Ordoaiig  zwei  partielle  Dilfe- 
reiitialgleichungeij  der  ersten  Ordniinpf,  woraus  die  Grössen  a  und 
Tals  Funktionen  von  lyZx^yoc  hervorgehen.  Um  diese  Elimina- 
tion auszuführen,  bilde  mun  xuniicilst  aus  den  Gie^cbuogeu  1-»  2., 
3.,  4.  die  lolgeudeii : 


5. 

> 

/da  dr 
\dty  dzs 

da  dz' 
dxx  dzjfj 

\fP2  /da\dr 
)dy^^\dy)dtx 

^d^/dz\^ 
dzx  \dyj  * 

0. 

/da  dr 
\dzx  dzji 

da  dr^ 

dzy  dZzj 

\  dH  /da\dt 
fdxdy  \dy/dzy 

d-*u\dyj  ' 

7. 

/d$  d% 

d6  dr^ 

dzx  dzyj 

1  dxdy  \dx)  dzx 

dz\dx)-^* 

8. 

/da  dr 
\d%»  dxjf 

da  dr  ^ 

\dH  /da\dr 
)dj^^\dx/dt^ 

1  ^^7t 

l^urch  die  Ellmtnation  von  entsteht: 

\dxjdzx    d2x\dxJ^\dyJd^~dzXäyJ  * 

und  dies  ist  die  eine  von  den  beiden  Gleichungen,  woraus  <lie 
Unbekannten  6  und  z  zu  bestimmen  sind.  Um  aueh  die  andere 
Gleichuns»  zu  erhalten,  setze  man  die  Werthe  der  Differential- 
quotienten zweiter  Ordtuins?  aus  den  Gleichungen  5.,  6.,  7.,  8.  in 
die  vorliegende  partielle  Differentialgleichung  ein.  Die  hierzu  er* 
forderliche  Rechnung  erfahrt  eine  ganz  besondere  Erleichterung, 
wenn  man  den  CoeHizienten  2V  gegen  Vi  -f  F2  vertauscbtt  wo 
Fi  nnd       die  Wurzeln  Vi  der  quadratischen  Gleichung: 

beseiehDen,  um  dann  den  einen  oder  den  andern  der  beiden  Werthe 

g^j^  zu  gebrauchen,  je  nachdem  dieser  Differentialquotleot  mit 

Fl  oder  mit  Fa  multiplizirt  tet  Wenn  man  diton  zugleich  be- 
merkt» das« 
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m 

'       /d9  dt     da         (äS  dH    /  <fft  VN 

\dzx  dzy     dzy  dzx)  \dx^  dy^     \dxdyj  ) 

dofjihx    dz\d^JJ\\dyJd3^  dt^Kd^j) 

ar/ö  \  (/x  ^  rftf  /d% \\  ffda\  dt^do  fdt\\ 
dx)  dzy    dzy  \dxJJ  \\%/  dzt    dzs  \dy)) 

^//(la\/(lt\  /dG\/dt\\/d6  dx  d€  dx\ 
~~  \\dxj  \dyj     \difj  \da:)J  \dzt  dzg~  dzy  dzz) 

ist,  so  erhält  oian  die  zweite  der  verlangten  Gleichungen  io  der 
Form :  .  , 

■ 

^dx)  \d^J    \dyj  KdxJJ    ^  \XdxJ        diu  \dx)j 
^^\\dxj dzs" diXdx) )  +  ^\dzy\dyj  ~  \dyjdzy 

-  Hl  Cj)  -  ff )  t) + ^r?  f-- 1^ 

V(/z*  V«^/     V%/  dzx    dz^  dzy/ 

Darin  sind  aber  beinerkenswerthe  Verei[)l x  liungen  zulässio;.  Mau 
ordne  nach  den  Differeutialquotienten  von  t,  und  es  entsteht: 

Gebraucbt  nan  (Ke  abkArzend«!!  Bezeichnungen; 

<'(I)-^S*'--£t». 


I  » 

I 
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fo  hat  Ol«!»  «#U  F|  V^msXr-^  ÜZ  M,  dU  hü^  B«;ia4!liiuig«n : 

Man  setze  diese  Warthe  und  in  die  obige  Gleiciiang  ein. 
Dadnrcb  geht  dieeeihe  flher  in: 

oder  auch)  mit  Rücksicht  auf  die  obigen  Wertbe  Si  und  S^p  io: 

(b) 

Die  (ileu  Hungen  (a)  und  (b)  dienen  zur  Bestinimunc^  der  Funk 
tionen  a  und  r.     Ganz  ebenso  wie  man  die  Gleichung  (b)  ent- 
uickelt  hat,  i>elangt  man  zu  einer  anderen  Gleichung,  weiche  auch 
aus  der  Gleichung  (b)  ab^eltitet  worden  kann,  indem  man  darin 
die  Grössen  F|  und      gegen  einander  vertaucbt.  JUan  hat  nämlich 

(c) 

und  man  kOnnte  also  auch  diese  Gleichung  (c)  gebrauchen  anstatt 
der  Gleichung  (a).  Für  den  Fall  Vi  =  sind  übrigens  die  bei« 
deo  Gleichungen  (b)  und  (c)  unter  sich  identisch^  und  es  ▼ersteht 
sich»  dass  man  dann  die  Gleichung  (a)  beibehalten  muss. 

Die  obige  Elimination  yon  «Ss  und      ist  vnausffihrbar,  wenn 

[/=zO,  und  desshalh  sind  denn  auch  für  diesen  Fall  die  beiden 
Gleichungen  (b)  und  (c)  in  der  vorhin  angegebenen  Form  unbrauch- 
bar. Dieiüelben  lassen  sich  aber  durch  andere  Formen  ersetzen, 
welche  für  V=zO  ihre  Brauchbarkeit  nicht  verlieren,  und  wozu 
man  gelangt»  indem  man  mit  Hilfe  der  beiden  Beziehungen : 

10.  üs^  =  v^s^  +  rsi 

ebenso  wie  vorhin      und      von  den  vier  Grössen  Si,  S^^ 

auä  (lei  urspi  ünglichen  Gleichung  Irgend  2>wei  andere  elimloirt. 
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« 

£•  «Hiallot»  ^AUM  «M  iai  Gamd  «o  seelifi  verschiedene  Forrom 
ergeben.  BeaeidHiei  m^n  »bifcftrji^nd  dweii  3i«  T;!,  dii^eBi* 
seil  Aiisdriieke,  welche  ans  den  obigen  Si^  S^^S^  diireb  die 
VertBnsebnog  von  ir  gegen  t  enMebeii,  so  erbftit  man  die€i«t> 
tbnilg  (b)  in.d^fl#cb«  versobiedeneQ  Fonnen: 

.    «.-y/  s^-T,'  , 

..      i  .      ^  ^%    ^    ^%    ^    'f  , 

von  d^^nen  irgend  eine  iiinreiclieiid  ist,  um  die  fuuf  übrigen  mit 
Hüte  der  Gleichungen  9.  und  10.  und  der  %veiteren  GleicbuDgeo: 

12.;  VT^^FiT^+YTj, 

daraus  abzuleiten.  Man  vertausche  die  (iidssen  J'\  und  g^J^en 
einander,  und  es  ergeben  sich  ebenso  viete  Formen  für  die  Glei- 
cliMTic;  (c).  IMan  ubersieht  bald^  dass  von  den  sechs  CoerCizienten 
Vt.Xf  F|,  V2,  Y,  Z  immer  nur  ein  einziger  sowohl  in  dem  Zähler, 
als  ancb  in  dem  Nenner  dicv^cr  Gleichongen  vorkommt,  und,  weoo 
irgend  einer  von  diesen  Coeffiaienteo  verschivindet«  dass  dann 
jedesmal  diejenige  Form  der  Gleichungen  (b)  und'  (c)  aus  dem 
•choi\  oben  angegebenen  Grunde  unbrauchbar  ist»  in  deren  2tt- 
ler  und  Senner  jener  Coef&deot  gleichzeitig  vorkommt, 

Eft -kommt  nun  dnrauf  an,  die  «ine  Unbekannte  S'  bu  eUmini- 
ren,  iam  die  andere  UnbeJBunnte  %  bestimmen  su  hSonen»  Dock 
gelangt  man  dara  nicht  Irnner  durch  die  Integration  ebier  partitl- 
lep  Ulfferentialgleichung  der  zwdten  Ordnung.  Denn  die  Elion* 
natien  von  0  ist  nicht  Inuner  schon  nach  der  einmaligen .  Diferen* 
tIatloB  der  vorliegenden  partiellen  Difoentialgleichongen  der  ersteD 
Ordnung  ausfBhrbar.  Man  rodsste,  um  diese  Elimination  allge- 
mein durchzuföhren,  zn  noch  weiteren  Differentiationen  der  Glei- 
chungen (a)  und  (b)  schreiten.  Uebrigens  lassen  sich  leicht  diejenigen 
Fälle  übersehen,  in  u  eichen  sich  r  aus  einer  partiellen  Diffe- 
rentialErleichong  der  zweiten  OnlDUPL;  bestin  nit.  Dies  ist  immer 
dann  der  Fall,  wenn  die  €oeflizienten  der  Gleichung  (b)  von  den 
ffenf  Veränderlichen  ix  z  y  as  nur  irgend  drei  einschü essen.  Oeoa 
nonrnt  man  dann  xwei  von  diesen  dcei  Ver&nderlicbeQ  als  die  uo- 
abbiBgigen,  die  dritte  aber,  und  ausserdem  noch  eine  von  den 
beiduii  In  den  Ceefialenten  fehlenden  VerSttdetfichen  als  swei 
nfcMnglin^  ne  IM  aM  ehie  ynrilelln  DiAmnlMiltiehaBg  der 
avintlin  Oadnnng  hnmtetten,  woiin  nnr  nedi  db  ntnliie  «an  4m 
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«nHdiiiM  «Mlliigig^'^BHbiAfrHIelm  wlmmt  Mihi  dÜMm- 
tiir^  die  beiden  Gleieliungeii'  (ft)  rnid  (b)  «mdb  der  m»m  ued-Moli 
der  anderen  «Mibbängiged  VerfinderlieheD ,  nnd  man  hat  dann  im 
Gänsen  seebe  Tersebtedene  Glöichangem    Die  Etfmination  der 

flinf  üifferentialqurKCienten  erster  und  zweite  Ordnung  der  zuletzt 

erwähnten  abhiiiigigen  Veränderlichen  liefert  eine  (ilcicbung  von 
der  genannten  Eicrenschaft,  dca  die  zu  eliminirehdü  Veränderliche 
nach  der  Voraussetzuni!^  in  det)  Coeffizienten  der  vorliegenden 
sechs  GleicbuDgen  keine,  äteiie  iind^t. 

Wenn  man  durch  die  EHminatloii  der  Fnnbtion  0  auch  in 
aalcben  F&llen  zu  einer  partiellen  DIfferentialpleichnng  der  zwei- 
teil  Ordnung  gelangt»  we  die  CoellGzienten  der  Gleichung  (b)  mehr 
de  drei  von  den  f6nf  Veränderlichen  tyZxtyx  einschiiessen,  so 
kommt  dies  doch  immer  nur  dadurch  zu  Stande,  dass  es  gelingt,  an 
die  Stelle  jener  fünf  Veränderlichen  vier  neue  Verfinderliche  von 
solcher  Beschaffenheit  in  die  Gleiclmngen  (a)  und  (b)  einzuführen, 
dass  die  CoeKizientcn  der  transiorniirten  Gleichungen  von  diM 
vier  neuen  VeränderUchen  .wieder  nur  irgend  drei  einschiieasen. 

Wenn  es  auch  vielleicht  schwer  ist,  nachzuweisen»  dass  man 
aus  einer  eiidliclieii  Gleicliufig,  welche  durch  die  Elimination  zweier 
wiltkührlichen  FiuiLtionen  in  eine  partielle  Differentialgleichung 
der  zweiten  Onluuiig  mit  drei  Veranderiichcn  umgewandelt  wird, 
nach  den  IVüher  gegebenen  VorRrbriften  alles  dasjenige  abzulei- 
ten im  Stande  ist,  was  dieser  iJifferentiaigleicbung  überhaupt 
Genüge  leistet,  so  lässt  sich  doch  leicht  übersehen ,  dass  alle 
eudlicheu  Gieiebnngan,  welche  irgend  einer  partiellen  Differenz 
tialgleichung  der  sweiten  Ordnung  und  der  zweiten  Stufe  geaC^ 
gen«,  Mgtoidi  j«Be;iieiie  pan^iln  i^ÜiareBtialgleicbvng  der  uMeMmi 
Ordnung  befriedigen  werden,  wosn  nuin  durch  die  veiliiii  ^g«p 
deuteten  Rechnungen  gelangt  Wenn  nfimlich'  d^  swella  Integral 
ttasO  der  ursprünglicben  Differentialgleichung  vorläge,  ao  wfirde 
man  dasselbe  vorerat  nach  %  und  sodann  aach's  und  x  diffep 
rentüren,  um  drei  rersdiledene  Oleiebungen  ewiseben  den  drei 
Veränderlichen  tyx  und  den  Differenttelquotienten  erster  Ürd- 
Dung  und  zu  erhalten.  Wenn  es  nun  darauf afi kommt,  irgend 
eine  Gleichung  t=0  zwischen  den  fünf  Veränderlichen  itfXZyZx 
aufzustellen,  so  kann  man  ohne  Rescliränkung  der  Allgemeinheit  ' 
verlangen,  dass  darin  von  diesen  fünf  Veränderlichen  nur  irgend 
drei  eine  Stelle  finden,  da  man  dann  gerade  diejenige  Gleicbuug 
erbält,  welche  durch  die  Elimination  der  beiden  andern  Verän- 
derKehen  aus  den  vorhin  erwähnten  drei  Gleichungen  a  =  0» 
o^sOt  ^«»'9  nicb  .ergiebt  Ea  iat  alao  jedenlalb  auareichend, 
das  aigemeine  integral  deijenigen  Differ^tlalgleicirangeii  aufaa. 

21* 

i 

t- 
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lieben  tyspz^ts  beelebeo. 
1.  Ee  eei  noii 

<         ■  . 
Betraebtet  man  bier    und  zg  ale  die  anabbSogigen,  ^  oud  4;  alt 
die  abhäogigen  VerSoderlichen ,  niromt  man  ferner  an,  dass  die 

Funktion  6  von  den  beiden  abhän^isen  Veränderlichen  nur  y  und 
die  Funktion  x  nur  x  enthalte,  80  hat  mau  die  Gleichungen : 

Zur  Bestimmung  von  Vi  und       bat  man  die  GMcbung: 

Fl*  +  .2zziy  F,  +  (l (1  +  csO» 
und  daran«  folgt: 

Ft  =  -  (xxxy  +  V::^r^^-=V)- 

Um  die  Gleichungen  (h)  und  (c)  zu  verehiteben»  gebnuiclie 
mati  anstatt  dM^'^nabfaingigen  Veränderlichen  ly  wid  dl^Mt* 
gen  ff^orhlitiottmi,  wcitbe  aieb  dareb  die  Integration  der  beito 
Gfeiebmigen  t 

ergeben.  Da«  atigemaine  Integral  dieaer  CHeiebungen  aeigt  4eh 
in  der  Form: 

zs  V^i  ±  V - 

wo  e  die  wilikfibriicbe  BestSndige  ist.  Beariebnet  man  nun  die 

iieiden  I^nnktionen  von  2,,  und  2,,  welche  hierdurch  ausgedruckt 
sind,  durch  a  und  ß,  indem  man  das  eine  Mal  c  =  ci(,  das  andere 
Mal  c  =  ^  setzt«  ao  findet  man: 

und 

und  die  beiden  Gleichungen  (b)  und  (c)  werden  desshalb  durcb  die 
Elimination  von  1^  und  z«  umgewandelt  in  die  einfacheren: 
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Min  ^iiuinire  imn  und  m  .entotebt  ^^-^  ^  0*  Di«  Mogrä; 
tioo  giebt: 

wo  9  und  ^  willkiibrllcbe  Funktionen  sind.  Die»  also  ist  die 
Gloicbnng  irsssd    Um  ancb  die  Gleiebung  tfs=0  darsvstellen» 

bilde  man  aus  den  Gleicliungen  (b)  und  (c)  die  vollständige  Dif- 

ferentiaigleichung : 


Uit  Uückaicbt  auf  die  GleicfauoK  1.  erhSlt  man  daicb  die  lata-  ' 
gnttaa: 

NttD  ist  es  |iwaf,onmüglicb,  nocb  vor  der  Bestimmung  der  Fiinf^- 
tiosen  (p  und  t//  ans  den  beiden  Gleicbongen  1.  und  3.  die  Wertbe 

und  zg  zu  entwickeln,  um  dann  durch  die  Integration  von 

dt  =  Sycfy  -|> 

«las  allgemeine  integral  der  vorliegenden  partiellen  Differentia!- 
gieicbang  als  Punktioo  der  drei  Veränderlichen  und  x  dai;- 
xBstetteo.  AJIein  die  Integration  der  vollständigen  Diff^reoljat- 
fleiebung  bann  auch  schon  ,  vor  der  erwäbnl^D.  K|,imiDatioii  . 
▼sigsnommen  werden ,  indem  man  z  als  Funktion  vo«  nftdrA  b^ 
«limmt.  Man  bat  dann: 

oder  mit  Berücksichtigung  der  Gleichungen  !•  und  2.: 

Wenn  man  Sy  und  %^  mittels  o  und    eliminirt  und  dann  integrirt» 
so  erhält  man : 

* 

Um  das  allgemeine  Integral  als  Fonktion  der  drei  Veränderlichen 
St  y  und  x  darsitstellen »  mflsste  man  also  die  Grössen  a  und  ß 

aus  den  (lileichungen  1.,  2.,  3.  eliminiren.    Man  kann  sich  übri« 
gens  auch  der  folgenden  drei  tvleicliungen  bedienen: 
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z 


■ 

»        -f  y  =  /«<)P(«)  da  +  SM)  dß. 


Die  Aur<^abe,  (leren  Lösung  die  Intecrration  der  Differential- 
gleichmigon  bezuerkt,  verlaiij^t  nicht  alfein  das  allgemeine  Inte 
gral  einer  beliebigen  partiellen  Differentialgieicbung»  sondern  hat  J 
auch  die  Bestiimnung  derjenigen  Funktion  zum  Gegenstand  der  1 
Untersuchung^  mlcbe  gleichzeitig  verschiedenen  partiellen  Diffe-  I 
rentialgleichungen  GenQge  leistet.   I3ni  das  letztere  Ziel  zu  errei*  J 
chdn ,  hat  man  in  Am  Bfarhef igen  vor  Allem  jedesmal  das  allge- 1 
meine  Integral  irgend  einer  der  partiellen  DijferentialgieicHnngeB  ^ 
hergestellt«  Alsdaon  aber  mussten  die  darin.  T^irlcommenden  wUU 
kührlicben  OrOssen  nach  und  naüh  se  hestiiqmt  werden,  da» 
dadurch  auch  allen  übrigen  partiellen  Differentialgleichungen  Ge- 
Döge  geschah.    Jetzt  aber,   wo  partielle  Differential^deichuiigcn 
der  zweiten  Ordnung  vorliegen,  welche  kein  ersites  Integral  be- 
sitzen, wird  man  einen  andern  Weg  einscblagen.    Denn  die  eisen- 
thümlichen  Sc  liwierii^keilen ,  »elcbe  bei  der  Integration  einer  solchen 
partiellen  Differentialgleichung  entstehen,  haben  darin  ihren  Grund, 
dais  diese  Aufgabe  nicht  mehr  unmittelbar  auf  die  Integration 
einer  partiellen  Differentialgleichnng  der  ersten  Ordnung  i«rä«k' 
geführt  werden  kann.    Wenn  nim  aber  diejenige  Funktion  geswftt 
wirdy  welch«  gleichseitig  mehreren  selcher  partiellen  Differit- 
Iblglelchnngin  der  aweiten  Ordnung  Genög^  leistet,  so  fatawfe 
sich  diese  •  Schwierigketten  dadurch  bes^ltlgeii  s  dass  man  iMt 
mehr  eine  dieser  Gleichungen  unabhSngig  von  den  Ohrigeo  inte- 
grirt,  sondern  bei  dar  Bestitamiong  der  gesnchteti  Funktion  im»- 
gleich  auf  die  Verschiedenen   Differentialgleichungen  Rucksiebt 
nimmt,  welche  gleicb/oitig  bestehen  sollen.    Es  wird  sich  zeigen, 
dass  man  so  die  vorlie^i  iide  Aufgabe  wieder  anf  die  Integration 
einer  partiellen  Differentialgleichung  der  ersten  Ordnung  und  des 
ersten  Grades  zurücklübrt 

Wenn  zwei  verschiedene  partielte  DiffetentialgleichuagMi  i» 
ersten  Ordnung  vorliegen»  welche  beide  einer'  und  derselbeu  eal- 
lichen  Gleichung  zwlMhen  den  drei  Veränderlichen  s,  y  und  x 

entsprechen,  von  denen  3  die  abhängige  sein  mag,  so  bildet  niaii 
daraus  drei  verschiedene  partielle  DiÜeienlialgieichungen  der  zwei« 

ten  Ordnung^  wodurch  die  drei  DiflTerantial^otienten  .  2'  A^d 
und        einzeln  genommen  als  Funktionen  der  VerioderÜckea 
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uud  der  Differentialquotieuten  zy  und  Zx  sich  bestiiftiiiea.  Maa 
fiiebt  ein,  ,  wenn  gewisse  Grösse»  in  diMen  Fadktionen  fiiMe^» 
welche  in  den  Differenttaigleictiiingen  der  ersten  Ordnung  eine 
Stelle  finden,  dass  dies  nui  zwei  witlkiihrliche  Beständige  8eio 
kSimen,  die  man  fi^gena  jedereeit  fnit  Hilfe  der  beiden  Diffa- 
lentialgleiebungan  der '  ernten  Ordnung  eHmiolran  bann.  Wenn 
miA  verlaust  tvird^  daea  mau  die-eiiMlIidbe-CUelebatigcSMfaclieff  den 
«  M  VefftadeeKcbeii  anstelle,  weleh»  glelelNielt^  4e»  dvHüüa- 
millalglelchnnsens 

entspriclit,  worin  F,  V,X  bestimmte  Funktionen  von  s^,  s, y,  x 
lind»  suche  man  Ter  Allem  jene  beiden  Differentialgleichun* 
gen  der  ersfcto  Otfindng  auf,  woraus  die  vorliegenden  Biferen- 
tUllgleldiNingea  der  zweiteh  Ordnung  sich  ableiten  hisse»*  StelÜ 
nan  dteseHien  dureb  cr^a  und  vto  a  tind  ^  bestirtinite'. 

Ponbüenen  von  ^st.*t  x;  a  nnd  6  aber  willkflfarliche  BesCfin* 
<Rge  sind»  so  ergeben  sieb  ans  der  ersteren  die  beiden  DiflertfO- 
IMIcllMbviigef^  def  ^M^iÜfar  Ordnung : 

da  d^z     da   d'^z      du  »^^^a 
da    r?*5       da  d^%  •  ^    _i_        •  A 

Man  setze  die  Werthe  ^>  dxd^       ^^^in,  undmaft  erbÄlt: 

, ,  da      ,^  da     dtt       da  1, 


1    »•  * 


i£»y       d»,    <i«  ^  '  liy 

da  ,  ^,da  ,  da     ,  ifa 


^  aa     aa  aa 


Man  sieht  ein,  dass?  es  zwei  verschiedene  1  unktionen  geben 
''iitiss,  welche  diese  beiden  DiÖerentialgteicbungen  gleichzeitig  be- 
Wedic^eft  ,  da  dieselben  gaoz  ebenso  für  die  Funktion  ß  gelten. 
Nuf  unier  dieser  Bedineung  besteht  ciwe  ewdHche  ßleicimnc; 
Ewischen  den  Veränderlichen  y  und  o:,  woraus  dio  vorliegen- 
den drei  DifferenMgleichungen  der  zweiten  Ordnunii^  gleichzeitig 
tich  ableiten  lassen«  Nachdem  man  aber  die  beiden  Gleichungen 
nmlia  und  ß  =  b  bergealelit  bat»  entniekle  man  daraüs  die  Werthe 
Sy  und  n.  Diese'  xelgen  sieb  als  FunMdocn  der  VerSMidetMl«b 
»,  y»     und  der  beiden  willkfibriicben  Beständigen    «ttd  ».  IM' 


I 


dOß'  Weiler:  IntegraHm  il^  pe^ttetlef^MWf^^ttalitMehivgeH 

gesuchte  6ttdUiefc«  Gleichiiog  aber,  «veU;l|e  dpiüsli  die  Integration 
der  Yollständigen  Differentialgleichung 

gewonnen  wird,  schliesst  drei  vvilikiihrliche  Beständige  ein.  Nun 
ist  es  aber  einleuchtend,  da»8  man  ans  dfesef  endlichen  Gteicboog 
und  den  beiden  Differentialgleichungen  der  erste»  Ordnung  or=a 
und  ^=s6  «von  den  drei  «villkAhrlichen  BestÜndig^U  je  zwei  ellmi-  • 
niren  kann,  eo  daee  man  zu  drei  verecbiedenen  partiellen  Diffe* 
rentialgleichungeil  der  ersten  Ordnung  gelangt,  in  denen  jedesmal 
nur  eine  einzige  willl(Qhriiche  BestSndIge  auftritt  Daraus  schliesst 
man,  dass  die  beiden  Gleicliangen  (a)  und  (h),  woraus  die  (rlei- 
cfcungen  «=0  und  ß=zb  hervorgehen,  noch  eine  dritte  Gleichung 
yssn  liefern  irerden;  und  dass  man  die  endliche  Gleichung  mit 
ihren  drei  willkührüchen  Beständigen,  welche  au6  der  oben  an- 
gegebenen vollständigen  Differentialgleichung  gewonnen  wird,  auch 
aus  diesen  drei  Gleichungen: 

ableitet,  indem  man  die  beiden  Differentialquotienten      und  %m 
eliminirt. 

Wenn  diejenige  Funktion  au  iMtimmen  ist,  «reiche  den  drei 
Differentialgleichungen 

gleichzeitig  genügt,  so  findet  diese  Aufgabe  ihren  aualy tischen 
Ausdruck  auch  in  der  einzigen  Differentialgleichung: 

Denn  wenn  man  die  vollständige  Differentialgleichung  der  ersten 
Ordnung 

d*9siydy-\r*sdx» 

■ 

worin  nian  sich  an  der  Stelle  von  und  %tf  die  aus  den  beiden 
Gleichungen  a^a  und  /?  =  6  berechneten  Werths  su  denlceii  hat, 
gleichieitig  nach  den  diei  Verlindsrlinlie»  s,  s  diffierentiiit,  se 
entsteht  die  vollständige  Dilferentialgleichnng  der  zweiten  Ordnung: 

Wenn  man  aber  die  fiir  die  Differentialquotienten  der  zn-eiten 
Ordnung  gege)>enen  Werthe  einsetzt,  8u  hat  man  in  der  Tbat 
die  Gleichung: 
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.  2.  Es  sei  nun 
Dka  lührt  ftut  die  drei  Uieiebmigeiifs  • 

' (»-«>)5ra+>  +  ä»'  =  a   .  ■  • 

Zur  ßeöttiTimung  der  drei  Funktionen  u,  ß,  y  ujijer  bat  mau : 

M^o  genagt  der  eratereo  durch  die  beiden  GleichaDgen:  - 

z,dz  +  («  - c)      =  0,   (I  +      c^a  +    -  c)  Zydz^  =  a  • 

Daraae  (odet  men  durch  die  fotegrattoti  * 

(2— c)«,=:aii  und  (*-c)«(i+i^)=rft. 

Man  eliroinire  damit  die  VerSnderlicheii  2  und  2«,  uud  die  GieK> 
chuDg  (a)  geht  über  in  die  einfachere: 

■ 

Die  Integration  liefert: 

Oa  nun  Funktion  von  %,  ft,  n  und  a?  ist,  so  gebt  die  Glel* 
clmeg  (b)4ber  ins 

Daraus,  folgt  aber»  dass  man  den  GleicbonseD  (a)  und  (b)  ce- 
iiiigt  durch:         ,  »     v  /        W  ge- 

oHet .«och  durch  die  drei  Gleichungen: 
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Die  Elimination  von     uad.tx  aber  lief/srt  die:6iiid&iefae  Gieicbaag: 

Es  bat  keinen  Anstaodt  dud  aacfa  die  veitetindige  Difer«ii* 
tiaigleicbung 

d^z  =  Ydy^  -I-  2  Fd^da: Xdx^  ^  2  Tdydw  ^  ISdxdw  +  Wdv^  ^ .... 

mit  n  4-  V  VerSnderlicheii  zu  integrireii.  1]leon  wenn  diese  in  der 

That  auf  eine  endliche  Gleichun»  zwischen  + 1  Veränderlichen 
hinweist,  so  lassen  sich  ii  ]»aitielle  Differenüalgleichungen  der 
ersten  Ordnuni^  und  des  ersten  (.ilrades  anschreiben,  denen  man 
gleichzeitig  durch  ein  und  dieselbe  Funktion  genügt.  Es  werdeu 
sich  aber  rt  +  l  solcher  Funktionen  vorfinden,  und  man  erhält  da- 
durch ebea  ee  viele  partielle  UiffereatialgAeichwig^n  ^ex  ersten 
Ordnung: 

Irgend  eine  davon  ist  entbehrlich,  da  man  mit  Hilfe  der  n  äbri^ 
gen  die  volletäadlge  Diferentiabglei4lnrag  der  «leteii  Otdaneg: 

"  SU  bestimmen  im  Stande  ist,  woraus  die  gesuchte  endliche  Glei- 
chung mit  ihren  n-|-i  vvilFköhrlichen  Beständigen  durch  die  Inte* 
gratlen  erzielt  wird.  Doob  gelangt  idan  daiif  vettbeilltafter»  Inden 
man  dien  Dlfferentiatquotlenten  der  ersten  Ordnung  t^z^tw** 
aus  jenen  n\\  partiellen  Dtfferentialglelcbongen  der  ersten  Oid> 
nung  eliminirt. 

Wenn  nur  zwei  partielle  Differentialgleichungen  der  zweiten 
Ordnung  mit  drei  Veränderlichen  gegeben  sind,  so  fuhren  diesel- 
ben mSglieber  Weise  auf  eine  einzige  DlfferentlaigleleiHrajg  der 
ersten  Ordnung.  Wie  man  dazu  gelangt^  dies  ist  eben  gezeigt 
werden.  Diejenige  GrSsse«  Cetebe  in  dieser  OifferentiaiglelcbsBg 
der  ersten  Ordnung  eine  Stelle  findet,  Während  sie  den  beiden 
DitTerentialgleichnngen  där  Sireltsn  Ordmmc»  f«hlt,  k«mt  iHchts  an- 
ders sein  als  eine  witlkührliche  Beständige.  Indem  man  das  erste 
Integral  der  Integration  unterwirft,  gelangt  man  zu  der  allge- 
meinsten endlichen  Gleichung,  welche  den  beiden  vorliegenden 
Differentialgleichungen  Genüge  leistet  ;  und  es  ist  offenbar, 
dass  dieselbe  ausser  jener  willkührltchen  Beständigen  noch  eine 
willkährliche  Funktion  einscblieset.  Anders  beschaffen  ist  die 
endiicbe  Gleichung,  welcbe  den  partielto  Piierentialgleichss- 
gen  der  zweiten  Ordnung  entspricht,  wenn  diese  nicht  mehr 
ven  einer  einzigen  Differentiaigfeichung  der  ersten  Orcfnung  Ibren 
UrspmBS  fibleiteni   Wie  man  ia  diese«!  Falle  die  endiicbe  CM- 
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chung  zu  befttimmeo  iiat,  die«  sei  dar  (aegenstand  der  fokgendcii  , 
(Jotereociraog. 

^Vi^  nehmen,  um  diese  Aufgabe  sogleich  in  ihrer  Ällgemein- 
beit  aufzufassen,  die  beiden  Gleichungen  <p  —  0  und  i/;  =  0  an, 
wo  (p  und  iV  bestifunite  Funktionen  von  2,ii,  Zxii'^xx  ^u"^^  *  U  ^  sind; 
und  gelangen  dann  zu  deren  Lösung,  indem  wir  eitie  dritte  Glei- 
chung T=:0  aufstellen  ztvischen  den  genannten  acht  veränderli- 
chen Grössen.  Denn  wenn  drei  Gleichungen  bekannt  sind,  woraus 
die  Werthe  der  Differentialqaotienten  zweiter  Ordnung  als  Funk- 
tionen ron  %tft*%yx  sich  entwickeln  lassen«  so  ist  die  Aufgabe 
aaf  die  vorhin  gelöste  surScbgefahrt.  Um  aber  die  Gleichung 
f  ssO  SU  erhalten,  so  bilde  man  die  beiden  DIflferentialgleichungen : 

I        ^  ^  (hp  (l^z 

dzyy  dy^  ^  dzxy  dxd^  ^  dtjtx  dxMy     V  dy)  ~  ' 

iodem  man  die  Abkürzungen: 

;^i«r+s;^  +  :^^+^  =  (^^;  u.  w. 

gebmucht.  Zwei  andere  Differentialgleichungen  d.  und  4.  ergeben 
sldi  ebenso  aus  der  Gleichung  9=sO.  Gebt  man  nun  von  der 
Voiau0setzung  aus*  dass  In  der  fraglichen  Gleichung  vssOyon 
,  den  drei  Differentialquotienten  der  aweiten  Ordnung  nur  einer 
vorkomme»  so  bat  man,  wenn  cUeser  mit  $  beaeichnet  wird,  ausser 
den  obigen  vier  Differentialgleichungen  noch  die  beiden: 

'         dt  ds     dt         dt        dt       dz    ^     '  n 

♦ 

^  dt  ds  ,  dt  dt         dr        dt  •  ' 

Da  diese  sechs  Differentialgleichungen  der  dritten  Ordnung  aas 
einer  einzigen  endlichen  Gleichung  ent^sprini^en ,  so  können  dies 
im  Ganzen  nur  vier  unter  sch  verschiedene  Gleichungen  sein,  nnd 
die  Elimination  der  vier  Differentialquotienten  dritter  Ordnufig 
wird  desshalb  auf  zwei  identische  Gleicbungen  führen.  Aus  den 
'Gleichungen  1.,  %,  3.,  4.  berechnet  man  diese  vier  Differentlal- 
qudttenteii  als  bestiiMiite  Funktfteiieii  vim  is^it^tieity  txi^  m, 

ds  ds 

Man  setze  die  Werthe  ^  und  ^x  '^^  ^  Gleichungen  (a)  und 
W'^s  imd  mam  bat  dwiUf  tw«i  pirtleHe  Dlltotelillalgleichuogen 
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der  ersten  Ordnung  und  des  ersten  Grades,  woraus  die  Grösse 
r  als  Funktion  von  siyZxtyx  hervorgeht,  nachdem  man  die  bei- 
den andern  Uifferentialquotieoteo  xiveiter  Ordnung  mittels  9  =0 
und '^«ssO  «limiDirt  hat 

Naohdiem  man  eine  Funktion  et  aufgefunden  hat,  woriu  die 
Grösse  s  vorkommt,  und  welche  zugleich  die  beiden  Gleichungen 
(a)  und  (b)  an  der  Stelle  von  r  befriedigt,  ersetze  man  die 
Grösse  s  durch  die  neue  Veränderliche  und  mafi^be|iäi^  die 
einfacheren  Gleichungen: 

.  dt        dt      n         ,  dv  ^ 

deren  CoefBzienten  als  Funktiones.  ven  XyZxtysc  und  der  Bestfiih 
digen  a  au  betrachten  sind.  Wenn  ^*eine  willkabrliche  Funktion 
aller  fibrigen  GrOaaen  beselchnet^  welche  eliiaela  aft  irfer  Stelle 
.von  X  die  Gleichungen  (a)'  und  (b)'  befrledifefi,  ao  aeigt  aleh  die 
allgenteine  Gleichung  zur  Bestimmung  von  t  In  der  Form  «ss^. 
Nun  musa  man  aich  aber  erinnern«  dnss  jene  bcAden'  |iartiellea 
Differentialgleichungen,  woraus  man  die  endliche  Gleichung  abxnlei- 
ten  hat,  welche  den  vorliegenden  Werthen  Xj^,  tty  und  Zxs  entspricht, 
nur  dadurch  von  den  Gleichungen  (a)'  und  (b)'  sich  unterscheiden, 
daj<s  überall  cp  die. Stellte  von  a  einnimmt.  Man  weiss  auch,  das« 
sich  aus  jenen  Differentialii^leichungen  jedesmal  drei  verschiedene 
Funktionen  y,  d  ergeben,  und  dass  die  endliche  Gleichung 
durch  die  Elimination  von  Zy  und  zx  aus  den  drei  Gleichungen 
ß  =z  b,  y=z  c  und  ö  =  d  erzielt  wird,  woriu  6«  e  und  d  vrillkfibr» 
liehe  Bestfindige  i^ind.  Da  nun  g^zsia  gesetzt  werden  darf,  so 
folgt  hieraus  zunächst»  dass  die  Grossen  ß,  y  und  ö  identiacb  sind 
mit  denjenigen»  welche  auch  in  der  willkfihrlichen  Funktion  g>  vor- 
kommen.  Man  sehliesst  aber  welter,  dass  die  Gleichung  9t^g>{ßY^ 
auch  durch  die  einfachere  a  =  a  ersetzt  werden  kann»  worin  a 
eine  vierte  wUlkilhrliche  BestMndige  ist  Es  unterliegt  demnach 
keineni  Zweifel,  dass  man  zu  der  gesuchten  endlichen  Gleichung 
gelangt,  indem  man  die  Uifierentialquotienteu  1,  Zy  und  Zjr  aui$ 
den  vier  Gleichungen: 

ossa,   |3  =  6,  y  =  c,  d  =  i2 

elimioirt«  Wenn  also  die  partiellen  Differentialgleichungen  ^ssO 
und  i^sssO  zwar  kein  gemeinsames  erstes  Integral  besitaen,  ahm 
doch  von  derselben  endlichen  Gleichung  Ihren  Ursprung  aM«ltnii^ 
so  ist  diese  endliche  Gleichung  nichts  anders  als  eine  beattoimte 
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¥wkÜon  der'  drei  Verftndernchen  s,  ^  mid  x  mit  vier  tr|llkGhr* 
liebeD  Beständigen. 

3.  Em  sei  Z3tXg.Xyszss(l-^zy^)zxy  und  z^.%M9^{l'¥^)i^* 

Man  bestimme  hier  den  Differentialquotienten  Zxy  als  Funktion 
von  ZyZxzyXf  da  man  dann  zur  Darstellung  der  Gleichungen  (a) 
and  (b)  nur  z'Aei  von  den  Gleichungen  1«,  2.,  3.,  4.  bedarf.  Diese 
xeigen«  sich  in  der  Form ;  '  /    '  ^ 


M«ii  berechnet  damim  4ie  beiden  VYerthe : 

1  •  'i'  ' 

ond  80  getoogt  men  ai  den  Gleiciiangen: 

,  ^  l+3z,«     -  dt  dt     dx         'dt    .  rft 

Man  geafigt  durph  T=:^^-f  z,  und  behält,  nachdem  mau  iiber- 
all  3:;^y  =  - ^  gesetzt  hat,  die  einfacheren  Gleichungen: 

# 

■ 

(b)'  -4+a+-^)£+«=-)g-+£)=o. 

Daraus  ergeben  sieh  die  drei  Gieicbungen: 

(»— c)2j+«  =  «,  (z— c)^+y=6»  (x— c)*(lfz«*+%^=se; 

und  durch  die  Elimination  von  2y  und  z«  entstellt  das  aUgemfiine 
Integral : 
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Sßbliesslich  soll  noch  gezeigt  we»d«li>'wi#iiiaa  die  ftllgaintiii« 
partielle  Differentialgleichung  der  zweiten  Ordniing  mit  drei  Ve^ 
Snderlichen  ^  (i^  f «jy  %x  %  2jr  s  ^  d?)  ^  0  integriren  kann ,  wenn  die- 
selbe kellt  erfttes  Integral  beeitEt. 

Man  bestimme  hier  noch  zwei  aiidero  partielle  Differential- 
gleichungen der  zweiten  Ordnunsj  0  =  0  inid  r=:0,  welche  einer- 
lei üreprunti;  hallet»  mit  der  vorlie^eiideu  (ileichuii^  ij;  =  0.  Denn 
wenn  drei  derartige  Clf^irhüncren  vorücijcwj,  go  kann  man  die  drei 
Diff'erentialquotienten  der  zweiten  Ordnung  einzeln  als  Funictionen 
von  ZyZxzyx  daraua  entwickeln^  und  die  weitere  Lösung  der 
Aufgabe  hängt  ab  von  der  Integration  der  vollständigen  Diffetca* 
tialgleicbnng : 

d^z  =  Zyydy^  +  ^Zxftdydx  +  Zxxdx\ 

Man  darf  annehmen,  dass  die  Gleichungen  a=0  und  r  =  0 
▼on  den  Differentialquotienten  der  xweiten  Ordnung  nur  die  bei- 
den tyy  und  tsjf  einscblieaseOf  und  man  erhält  so  durch  Differen- 
tiation : 

*i^^yy            dzxg  dxdip'      \dyj  * 
do     dh       da     dH       (^^^\  ft 

dv  dh        dr  dh 
dz^ß.dji^      d%zy  dxdjf^ 


3.  :e5f.  +  :^:r.^. +  (!>«. 


dx     dh        rfr    dh    ,  fdt\  ^ 

indem  man  abkürzend: 

da      .  da        da       da  /da\ 

schreibt.  Aus  der  partiaUen  Differeutiaigieicbpng  ^«sO  erbilt 
man  noch : 


dilf    dh       <ii|/  dh 


d^  dh  ' 
^dzy.dy^^KdyJ'^ 


dzxx  dx^dy    dztKjf  dxdy^    dzyy  dy^  \dy, 

Wenn  man  zwischen  den  vorliegenden  Rlnf  Gleichungen  die  drei 

dh     dH  dH 
Differentialquotiettten  der  drilten  Ordnung        5^3^  "S^Iy 

eliminirt,  so  ergeben  sich  zu  ei  {lurtielle  Üiflferenti^lgleichungeD 
der  ersten  Onlnang  zur  Bestimmung  der  Funktionen  (?  und  t.  Aus 
den  Gleichungen  1.  und  Z*,  2.  und  4.  bilde  man  zunächst  die  fol- 
genden: 
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erster  mä  weiier  Orämmg,  S27 
g  *  /  4a    dt      da    dt  \  dh     /^A  <fc  _^  da  ^dx\^Q 

7    ^       </t  d<s   dt  \  dh_  <f  ^dt\  ^ 

/  r/o  j/r^     da    dt  \    (Pz    ■  _  da  /dT\_ 

\rfz*y  f/zy^    dixfs  dzxy/d3^Sbf^\SxJ  diyy  d^m\d^J^ 
Durdb  die  Addition  der  Gleif^hung^n  7*  und  8.  entetebt: 

und  iiies  ist  die  eine  vou  den  beiden  Gleichungen,  welclie  zur 
Bestini luung  der  l  utikfionen  a  und  t  dienen.  Um  die  andere 
Gleichun«  zu  erhalten,  srtze  w\-\\\  die  aus  den  Gleichungen  6.,  7., 
8.,  9-  Hifh  ergcbeudtMj  \\ crthe  an  die  Stelle  der  f)ififer€ntia!<]uo- 
tieiit«B  dritter  Ordnung  in  die  Gteicl^ung  3u  qiq.   O^bei  nird  jnan 

wki  Voflheil  den  Coeffizienten  durcb  die  Samme      -|-  er« 

aZxy 

setzen  y  wo  Vx  und      die  Wurzeln  F|  der  quadratischen  Gleicboog: 

vorstellen«  um  dann  bei  der  Elimination  von  ^^^^  entweder  die 

Gieidinng  7.  oder  die  GieidraBg  8.  zu  j^ebraucben,  je  naebdem 
dieser  Olfefentialqiieiieiit'  mit  dem  Paktor  F|  oder  verbunden 
ist.   Man  gelangt  so  zu  der  Gleichung: 

dj*«  V\cij:/ i/zjfli    dzjf\dxj/       ^W^dxjdisu  dzgy\dxj} 
^  *Vi*%»\d!3f/    \.d*/jdzyyj   dzyy\dzxy\dy y  \dyjdzt^j 

f       «      '  ' 

Man  ordne  nach  DüFeientialquotienten  tob  t/  und  man  bat* 


Setzt  man  abkQriend: 

8o  findet  man«  ^^^^^i  ^>  ^       *        i*^'  die  BeiiehangeB: 

Mit  deren  Hilfe  verwandet  luaB  di«  obige.  jGlleichung  in: 

Man  setze  die  Werthe  Si  und       n  ieder  ciu,  und  man  hat  daafl 
idüe  xweüe  ¥0D  den  verlangten  Glekimiigeo  in  der  Fona: 

(b) 

dxsXdar^AdyJ    KdjfJdz^y^dzAdx)^   \dyj  \dy)dts^ 
d^j   da   ^  d0  d^ 

Nachdem  tnliii  «^rall  die  Orte«  'txx  mittete  ^»0  elMikt 

hat,  genügt  mau  den  Gleicbnngen  (a)  und  (b)  In  der  That  durch 
solche  Funktionen  6  und  r,  worin  von  den  DifferentialquotieDten 
der  zweiten  Ordnung  nur  die  beiden  Zyy  und  Xxy  vorkommeo. 

Wenn  nicht  gerade  Fg  ist^'  ee  Ifieet  sich  Gleicffimg 
(a)  durcii  eine  andere»  ^^r  Gleicliung  (b)  mehr  symmelrlsch''  ge- 
formte ereetaen.  Ui^i  hat  nafnlich  aoch  die  Gleicbvngj; 

(c) 

„<li|>  /dc\       /d<s\    /d4>\d6  d^/fh\ 
dITsUxr    '\dJ/J  \dy)di,yJlz,Xäxr'^^\dyJ    Kdy /4ip 
d]P_   dG_^      jh_  ^.      ^  d^   dx  ^  ^  dx_ 

dxm»d;i9u      ^d%x9  ^^*^...nJM^  ..^  ' 
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Di«}«fliigali  iUe,  i»  wMm  die  BUnfauitiin.  ven  a  sofeSMtliii. 
sang  der  Miim  FottliftoD  t  «of  eine  partielle  Difeteatialglelefattiig 

zweiten  Ortung  ffihrt,  braiicben  hier  nicht  besonders  her- 
vorgebeliee  se  werden.  Diese  Frage  hat  i^chüii  bei  einer  andern 
Gel^enbeit  ihre  Erledigung  gefunden. 


XV.  ~  . 

Ueber  4en  firdt,  4er  darcfa  di«  Aehnliriikätopaiikte 

sweier  Kr»»  ]ie«ÜBiDt  ist 

■ 

Tob 

Herrn  EduarU  Noeggeraik^ 

•r4eotlich<Hn  Lehrer  für  luathcroatische  Wis»eB«chftften  an  h»9i^» 
Provinzial- Gewerbeschule  zu  Saarbrücken. 


5  ». 

Wenn  man  inrtli  die  Aehnliehkeitspunkte  sweler  Kreise  eioen 
Knie  Jegt»  deaeMi  JHtteipuokt  auf  der  Cenieale  jener  Kreise  liegt, 
M  isi  .dieser  Kreis  ?ollkoninien  bestimsit  vnd  sein  Dsrchmesssr 
gWeh  den  Abstaade  jener  AehRÜchlceitapunltte  von  einander« 

Die  Abstände  eines  Punktes  x  der  Peripherie  dieses  Kreises 
(Taf,  L  Fig.  11.)  von  den  Mitten  JU  und  m  jener  Kreise  verhalten 
sich  wie  die  zu  denselben  gehörigen  Radien  H  und  r  und  der 
von  denselben  einizcschlosscne  Winkel  Mxm  wird  durch  die  Ge- 
ntde  naeb  dem  innern  Aehulichkeitspunltt  J  balbirt. 

Denn  die  Aehnlichiceitspunkte  A  und  J,  und  die  Mittelpunkte 

m  uiid  M  ii\m\  haruioiiische  Punkte  und  deshalb  die  Linien  xA 
und  xJ ,  so\tie  xm  und  xM  harmonische  Strahlen,  von  denen  die 
beiden  einander  zugeordneten  Strahlen  xJ  und  xA  normal  auf 
•inaoder  stehen.  Daher  balbirt  der  ^»trahl  xJ  den  von  deo  bei* 

ThfU  XXXIIL  » 
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deti^^aiflerD*  Stfriilen  «fli  cUBd  sM  gebildateai" Wnkqil' md 
.««'Ibdet  aua  lefitmih  Gvmäe.dim  ProportfM  stsICt 

E«  Ut  aber  auch  B  t  r  =^./:m./»  .    <  *  ' 

und  daher  ,  xMxxm^  IZ  :  r.  - 

Verhalten  sich  die  Abstände  irgend  eines  Ponktes  von  den 

Mittelpunkten  zweier  Kreise  wie  deren  Radien,  so  liegt  dieser 
Punkt  auf  der  Peripherie  des  Kreises,  der  durch  die  Aehnüch- 

keits^iurikte  jener  Kreise  bestininit  ist. 

Ist  X  (Taf.  I.  Fig«  11.)  der  Punkt,  weicher  der  Proportion 
'i;enügt: 

«e .Sa|i-Mqnr  a;J  die  Halbirungßlinie  deii« Winkele 'm^^^  ^xAftA 
die  seines  NebenwinkeU  beaeicbneji:  . 

MAimA^xMixm^Rtr 
^  mithiu   MJimJ  =MA:mA  =  Uirr 

Deshalb  sind  J  und  A  die  Aehnlichkeitspunkte  beider  Kreise  und 
xiV,  xm,  xJ  und  xA  iiarmonische  Strahlen,  von  denen  die  letz- 
teren normal  auf  einander  stehen,  weil,  wie  leicht  erhellt,  jeder 
derselben  den  einen  der  Winkel  halbirf,  den  die  beiden  andern 
mit  einander  einschliessen.  Und  weil  xJ  und  xA  normal  auf  ein- 
ander stehen,  liegt  x  auf  dem  Kreise,  der  durch  die  Punkte  J 
und  A  bestimmt  ist. 

§.  3. 

'    «)  Legt  nan  von  irgend  einem  Punkte  d^r  Peripherie  dü 

Kreises,  der  durch  die  Aehnlichkeitspunkte  zweier  anderer  Kreise 

bej^tiniint  ijst,  und  nicht  infierhalb  flci\sctbeii  liegt,  Tangenten 
an  diese  Kreise,  so  sind  die  Winkel  gleich,  welche  je^  ^^ßi  lu-. 
samniengehürige  Tangeuten  mit  einander  einschüessen. 

_      _  »  * 

Bezeichnet  (Taf.  I.  Fi^.  12.)  x  den  Punkt,  Tpn.dem  aus  die 
Tangenten  xt^  xt,  und  xT,  xT,  an  die  Kreise  gelebt  verta» 
derepi  Mittel^  m  und  Bi  sind,,  so  ist 

1 
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der  durch  die  MnüMeHipunkie^  tmeter  rreUe  UUimmt  i$t,  Mt 

ircil  df€««lliiBii  i«rf&tiiraikllg''na^  mid  Dach    1.  die  Pro|iiirlioii. 

'     '      a:m:xM=zmt:MT  •  iri. 

•lattfiDdet   Deshalb  ht'jCmatss^M^T  und  also  anch  ^tot, 

ß)  Schliesseii  die  Tangenten,  welche  von  einem  Punkte  an 
iwei  Kreise  gelegt  werden,  der  ausserhalb  dieser  Kreise  liegt, 
beziehlich  gleiche  Winkel  mit  einander  ein,  so  liegt  dieser  Punkt 
auf  dem  Kreise»  der  durch  die  Aehnlichkeitsponkte  jeoer  Kreise 
bestimnit  ist 

Beaeichnet  (Taf.  L  Fig.  12.)  w  dieseo  Puakt,  so  Ut 

weil,  wie  sogleich  erhellt»  beide  swei  Winkel  beziehlieh  gleich 
babea»  Hleraas  folgt: 

%  •  * 

xmixM=imtiMT 

■od  deshalb  liegt  ns^ch  §.  2.     auf  dem  durch  die  Aebnlichkeite^ 

punkte  bestimmteDt  Kreise. 

§•4.  * 

a)  Zieht  man  von  irgend  einem  Punkte  der  Peripherie  des 
Kreises,  der  durch  die  Aehnlichkeitspunkte  zweier  anderer  Kreise 
hestininit  ist  und  innerhalb  dieser  letztern  iiect,  die  kleinsten 
lehnen  dieser  Kreise,  so  sind  die  Blittelpuoktsiviukel  gleich, 
welche  zu  dieseo  Sehneo  gehören. 

Ist  (Taf.  I.  Fig.  13.)  w  der  Punkt»  durch  den  die  kleinsten 
^aea  sSf  und  SSf  der  Kreise  tn  und  M  gezogen  sind»  so  ist 

weil  dieselben  reehtvrbiklig  sind  und  aach  {.  h  die  Prdportloti 

sttttfiadet  Deshalb  ist  \^«jiur=^^^«  und  daher  aueh  ^m$f 

ß)  Sind  die  Mittelfmnktswinkel  der  kleinsten  Sehnen  «weict 
8ic}i  schneidender  Kreise  für  einen  Punkt,  welcher  irmerhaU»  hei- 
der liegt,  einander  gleich,  'so  liegt  dieser  Punkt  auf  der  Peri- 
pherie des  Kreises »  der  durch  die  Aehnlichkeitspunkte  jener 
Kfelae  be^tiinipt  ist  ^ 

Beieicbiiel  <Taf.  L  Fig.  13.)  x  den  Punkt»  darch  weicht  dtel^elll^  • 
•tsQ  Sehnen    und  SS,  fflr  die  Kreise  «  und  M  gezogen  sind»  so  Ist 

22» 
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^tt        -  •        ">\  -^i'i  »•  , 

332  ^  Noe§y€ratkt  Veker  den  Kreis, 

dft  dieselben  rechtwinklig  sind  uud  ^smxsB^SMur  ict.  Ai«* 
danp.  foli^t  ^  ^ 

am:a:M=:ms:MS 

SS  r  X  H  •  :  ' 

und  es  liegt  deshalb  nach  §.  '2.  jc  auf  der  Peripherie  des  Kreise!?, 
welcher  durch  die  Aehitiichkeitspunkte  der  Kreise  m  und  M  be- 
stimmt ist 

Der  durch  die  Aehniichkeitspuiikte  zweier  Kreise  bestimmt« 
Kreis  v>er(le  nunmehr  der  in  §.3.  und  §.4.  nach  {bewiesenen  Eigen- 
schaften wegen,  und  der  kürzeren  Beseicbnuflg  halber der  Iso- 
go Dal  kreis  jener  Kreise  genannt. 

»  * 

§.6. 

(t)  Hat  der  Isoe^onalkreis  zueicr  Kreide  mit  einem  derselben 
einen  Punkt  gemein,  so  hat  er  denselben  Punkt  auch  mit  dem 
andern  gemein. 

Denn  ist  x  der  Punkt,  den  der  Jeogonalkrels  mit  dem  Kreise 

Tom  Mittelpunkt  M  gemein  hat,  so  ist,  wenn  man  den  Mittelpunkt 

m  des  andern  Krei^ses  mit  verbindet, 

xmixMssriR, 

und  da  a:M  =  R,  so  muss  auch  a:m=^r  sein,  d.h.  der  Punkte 
muss  auch  auf  der  Peripherie  des  Kreises  vom  Jüllttelpunkt  m 
liegen* 

P)  Haben  zwei  Kreise  keinen  Punkt  gemein,  so  hat  auch 

ihr  Iso^oualkreis  mit  keinem  derselben  einen  Punkt  gemein. 

7)*  Schneiden  eich  zwei  Kreise,  so  schneidet  ihr  leogonalkreis 
beide  In  dea  gemeineainen  DttrcbscbnittspunkteD. ' 

6)  Berühren  sich  zwei  Kreide,  so  berührt  ihr  Isogoualkreiis 
beide  in  dem  genieinsamen  Berührungspunkt. 

§■7.  * 

«)  Der  Radius  des  bogonalkrdee»  zweier  Krefire  iet  die  mlft- 
lere  Proportionale  des  Abstandes.eeiner  Mitte  Ton, der  Mitte  jener 
Kreise. 
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iar  dtireA  die  AgknUekketiapunhU  weUr  Kretu  buHmmt  Ui*  39$ 

bt  (Taf.  L  Fig.  II.)  0  die  Mitte  des  Isogonalkreises  sweier 
Kroise  tod  den  Mittelptfif Icfen  'm  und  ilf ,  so  sind  diese  ein  Paar 
nd  die  Aeliilfidilceltsponi^te  A  und  J  das  andere-  Paas^agäord^ 

AJ 

Beter  harmonisGber  Peokjfr  OesliaAl»  iipjt,  wenn  ^^-^  den  Ra* 
dliis  des  isogonalkreises  lüi^zeicbiiet. 


^a=:0]fi.Oiir. 


/S)  Die  Abstände  der  Mittelpunkte  zweier  Kreise  von  dem 
Mittelpunkte  ihres  Isogunalkreises  verhalten  sicii  wie  die  Quadrate 
der  Radien  jener  Kreise.  £s  \Ai  nacb  vorigem  Satze:  *' 


oder 


Hieraus  folgt: 


OmiAOssAOzOJH. 

Om±40_AO±OM 
Om  ^  AO 


3IA 


■ 


Om'^  AO*  .  y 

mA 


JUA' 


ttttdt  weil 


auch 


Ferner  folgt  aus  jener  Proportion: 


'aller 
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334  '  NoefffferaiA:  V$Ur  äm'Wteis, 

r 

Durch  ülvisioD  voo  L  uod  11.  ergibt  sich  dann: 

y)  Bezeichnet  a  die  Centrale  der  Kreise  von  den  Radien'  r 
und  R  und  ^  den  Radius  ihres  laogonalkreiaes,  so  lat 

arR 

« # 

Ks  iai  (Taf.  I.  Fig.  IL)  AOsz^,  Mm^siu  und  daher 

assilfO—fflO 

ütR 

ä-8. 

tt)  Die  Mittelpunkte  zweier  Kreise  sind  Pole  Ihres  Isogonil- 
kreises.   (§.  7.«  o).) 

ß)  Der  laogonalkreia  schneidet  jeden  Kreis^  der  dnrch  die 
Mitten  aelner  Kreise  geht»  rechtwinklig.  (§.7.»  a).) 

§.  9. 

a)  Hat  die  Chordale  zweier  Kreise  einen  Pankt  mit  dem  fflO* 
gonalkreise  derselben  gemein,  so  hat  sie  deuselben  Punkt  mit 
deren  Kreisen  gemeiu. 

Ist  m  der  Punkt,  den  die  Chordale  und  der  leogenalkreis  gt* 
mein  haben»  so  lat«  well  .derselhe  auf  der  Cherdak  liegt, 
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der  durch  die  4fiMicßff£i^uuiUe  %ui€ier  Sreite  beitiinmi  isi.  ^fi^  . 

und  weil  derselbe  auf  dem  isogooalkreise  liegts 

ßJx :  mx  zss  R'.r, 

aod  hieraus:  . 

Deshalb  ist  mx=r  nnd  der  Punkt  liegt  auf  dem  Kreise  voai 
Rtfdluii  r.  Derselbe  liegt  auch  auf  dem  Kreise  Tom  Radius  |{» 
weil  er  auf  der  Chordale  beider  Kreise  und  einem  derselbeft  liegt. 

^)  Hat  die  Chordale  z\veier  Kreise  keinen  Punkt  mit  densel- 
ben gemein,  so  hat  sie  auch  keinen  Punkt  mit  dem  Jsogonalkreise 
dieser  Kreise  gemein.  C^us  er).) 

y)  Hat  die  Chordale  zweier  Kreise  keinen  Punkt  mit  dem  Iso- 
gonalkreise dieser  Kreise  gemein,  so  babea  die  Kreise  keinen 
Punkt  rait  einander  gemein.   (Aus  a).). 

$.  10. 

•  « » 

o)  Drei  Kreise  haben  drei  Isogonalkreise.    .  . 

Haben  zwei  der  drei  Isogonalkreise  dreier  Krtsise  einen 
Punkt  gemein«  so  hat  der  dritte  deosell>en  Punkt  mit  ihnen  ge* 
nein» 

Die  drei  Kreise  seien  durch  ihre  Mitten  M,  M\  31",  ihre  Ra- 
dien beziehlich  durch  r,  ,  r,^  bezeich  riet.  Der  Isogoualkreis  filr 
M  und  M'  sei  MM' ,  der  für  M  und  M"  sei  MM'*  und  der  för 
M'  und  ]\V'  sei  M'M''.  Haben  die  Isogonalkreise  MM*  und  MM*' 
einen  Punkt  x  geroein»  so  finden  die  Pro|)ortienen  stallt 

MsQ  iM*a=:r  , 
wid  daher  M**a  iM*a:=r,f;r,* 

Weisen    der  letztern    Proportion   liegt   ulstiann   nacli  j.  2.  der 
Punkt  sc  auf  dem  Isogonalkreise  M*M"> 

y)  Dia  Isogonalkreise  dreier  Kreise  können  nieht  ausammen* 
&Uen. 

Fielen  zwei  der  Isogonalkreise  zosamroen»  so  raQsste  wegen 
^  veflgen  Sataes  aneh  der  dritte  mit  ihnen  zasammi9*ikl|ieii. 
^«rni  IMeo.  aber  die  drei  Xnssern  AehnUchfceltspuiikte  in  <ii\e\^ 
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md  die  drei  ionern  Aebnlichk<Nyt«|iliiifcl9  in  einen  andern 
PpillM^;  Ohi  dtei  Kreise  hfttUm  abdann  fiiiir  afvet  Aehalkbkeits«^ 
pnfüktP  «ttfl  es  nMtateii  deshalb  mrsi  ^IsrseMiea  ■  sasssiwesfsliiB* 
Darni  wOrden  sber  nicht  drei»  sondeni  sfrei  Kreise  vorileg^ik  * 

f.  11.  ' 

Die  I^ogonalkreise  dreier  Kreise  schneiden  sich  entweder. i% 
zwei  Punkteo  oder  berfifaren  sich  in  einem  PAUikii  jodcijt  kinJ^, 
keinen  Pnnict  gemein. 

Schneidet)  sich  zwei  der  Ifjo^mmlkreise,  so  hat  der  dritte  die 
Schnittpunkte  nach  §.  10««  ß)  mit  ihnen  i^emein  und  er  kann  nicht 
mit  einem  derselben  sasanimenlallen ,  da  sonst  alte  drei  sussiif 
menfalien  milssten»  was  nicht  möglich  ist*  ' 

Berubren  sicli  zwei  der  Iso^^onaikreise,  so  hat  der  dritte  de» 
Berührungspunkt  mit  ihnen  gemein ,  und  er  kann  keinen  derselben 
Stbneiden,  oder  mit  einem  derselben  zusammenfallen,  da  sonst 
die  ersten  sich  schneiden  oder  in  einander  fallen  müasten«  ww. 
nlcfak  mri^kk  ist 

Haben  endlich  zwei  der  Isogonalkreise  keinen  Punkt  mit  ein 
ander  t^emein,  so  kann  auch  der  dritte  mit  keinem  derselben  ei' 
uen  Punkt  gemein  haben.    Denn  wäre  dies  der  Fall,  so  müi^stef) 
die  beiden  ersten  dieselben  Punkte  mit  dem  dritten ,  also  audi 
mit  einander  gemein  haben. 

fi.  12. 

tt)  8ehut^ideti  sieh  drei  kreisu  in  zwei  Punkten,  so  schneiden 
sich  ihre  Isogonalkreise  in  denselben  Punkten. 

ff)  Berfihren  sich  drei  Kreise  in  einem  Pnnicte,  so  berflhreii 
sich  Ihre  Isogonalkreise  In  demselben  Punkte.   ({.  6.»  d).) 

f)  Schneidet  von  drei  Kreisen  jeder  den  andern,  an  schnei* 
den  sich  Ihre  Isogonalkreise. 

Denn  es  schneiden  sich  aUdanu  awei  der  Isogonalkreise  und 
deshalb  nach  g.  11.  alle  drei. 

§.  13. 

«r)  Werden  äsu  den  drei  Isogonal  kreisen  dreier  Kreise  Jiels^* 
gonalkreise   gedacht,    so  mögen   diese  die  isogonalkreise 
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Är  äurCM  die  Ai^miMM/ipunkte  zweier  hreist  öeuimmt  ist,  339t 


zw«it«r  Ov^nvngtlo'Bezn«;  aul  die  ursprön^^lich  angenommenen  • 
dral  Kreb«  beissen.  Die  IsocjonaikTetse  dreier  Isogonalkreise  ^ 
zweiter  Ordnung  heisseo  alsdann  die  Isogenalkreise  dritter  Ord^  i 
nung  D.  s.  f.  < 

ß)  SchneiiieD  sich  die  drei  Isogonalkreise  irgend  einer  Ord- 
onng  in  ziirei  Pankten,  oder  berühren  sich  dieselben  in  einem 
Pnnkte,  so  schneiden  sich  beziehlich  die  Ibogonalkreise  aller 
folgenden  Ordnungen  in  denselben  Punkten  oder  berühren  sich 
in  demselben  Punkte  (§.12.  o)  und 


j.  14.  •  '  . 

0|«  UÜleliNUikto  der  bogonalkr«i«e  drwer.  Kreise  Uegen  la 
gerader  Linie.  i  ' 

Die  Mittelpunkte  der  Kreise  (Taf.  I.  Fig.  14.)  eelen  M^^W 
UDd  M*',  ibre  Radien  beziehlich  t,  r,  und  r,^;  ferner  sei  ^\4m^i 
Mittelpunkt  de»  leegeaeUw^iM«  su  M  und  itf^  der  MiUeipMiii.» 
de«  leegontdbreieM  au' Jf  und  und  P*^  der  Mittelpnnk«  depf' 
bogonelicreleee  sa  M'  und  Legt  man  durch  die  Mittel^iiile  ^ 
iweier  Uogonalkreise,  etire  durch  P  lindP",  eine  gerade  Linie 
ond  sieht  von  den  Mlftefpuffl^äH  d^i*  Kreise  drei  parallele  Linien 

iiit  dieser  Geraden 

^  j  ;  :*I    ;A<u-V'Mi.  n^.i<ji9  )n?^l>j^<fi  fj»b 

PM  iPM*  JtV*i'      «Tifr,  frnj. -«'ff  :mi 


Mm,  M'm'y  M^'m'^,  deren  Schnittpunkte  mit  ^diqser  Ger^defl  m]^ 
fll'  und       sind,  so  ist,  vvie  leicht  erheilet:' 


mitbin 

UDd 


Es  ist  aber  auch 
mithin  ' 


Mm  iM*m*  sr*  ir^ 
Mm  :itf'Wsr»    %T,f^.  . 
Mm  iM'nn^ssP'MiP'M", 


woiaus  folgt»  daee  P*  auf  der  Geraden  PP^'  liegt. 


•    ••>  r  1 
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Ueber  eiaige  gonioroetrische  Formeln. 

Von 

Herrn  Doctor  ßf^iegers 

XU  Berlin. 


1.  * 

■ 

Man  hat 

•in  (« -f  |3  4-  )f)  =  sin  a  cos  cos  y  +  cos  «  sin  /5  cos  y  +  c  os  «  cos  ^  s  i  o  y 

oder,  indem  man  zor  Abkarzong 

öin  ocos^cosy  p  A, 
coscrsin  ß  tOBy  =  1|  • 

cos  a  cüüi  ß  sin  y  = 
sintfsin^siny  =±f( 

soUt: 

sin  (a+^^f)  =s  A -f  ili -^  f»- 
Daraas  folgt: 

sin(a  +  P  — y)=    X  +  li  — ^  + 
sia(«— /3  +  y)=    A-ilt  +  A»  +  |*, 
sin  (-«+ß+y)  =  -A  +  Ai  +  Ait/*, 
—  sin       /3  +  y)  =8  -      Äi— Ai  +  fi  J 

mitbin; 

* 
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(q) 

«in  (a  +  jj— y)  +  »in         4.^)  4.     (_  „  ^  ^  ^    _  «in(Ä+/>+y) 
Setzt  man 

* 

so  erb&lt  mao-: 

«--2-,  ^»-5-.  r  =  V' 

» 

nnd  die  Gleicbimg  (q)  gebt  über  le  die  folgende : 

elnp<f  eiof -febir 

*  •  r 

oder»  weno  man    ^^-f  r  ss    setzl,  in: 

•    =       (I  -  0      (I  -  I)  »■'»  (I  -  f)  + 

•        ■•  /     '  < 

■     .        2.  - 

Es  ist: 

 ein  ip-j-q) 

Ibiglictt:  ; 

l^rtnCy-f  ^<jegr>fco8  0>-f  y)ginr-fco8;?cosysmr— cog(p-^g)  giQ  r 

cos   cos   cos  r  :  ? 11  -  u»  * 
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IF^e^^r«;  Veöer  einige  jfouiqmetriscäe  formein* 
oiier.»  wens  man  /»-f  9-|-rs  0  ««tet:  « 

■ 

(11)     tgp-ftgf-f^ipss^gptgf^tsr-f  ^'^^^ 


i 


Aus  (I)  folgt,  indem  man  statt  r  aetit  (3R-fr):  • 

(III)  Binp-^  alnf'^Hiar 

=  4sin  Q  -  0  cos  Q - 1)  cos      -  f) 

» 

und,  indem  man  in  (I),  (II)  und  (III)  statt  der  Winkel  p,  r 
ihre  Compleniente  eioführt«  erkält  man  der  Reihe  nach: 

(IV)  cos  p  +  cos  q  +  cos  n 

SS  4eM  (I  - 1)  cos  (2  -  1)  cos      - 1)  -  CM« . 

•  »  . 

cos  <T 

(V)  cotp  -h  cotf/  +  cotr  =  cot/^  uot^/cotr  -  ^p^g^^* 

¥  • 

=  4cosQ— 0  siii  (|— 0  sin  +cos<J. 


Die  Gleichungen  (I)  bis  (VI)  lassen  erkennen,  uann  ein  Aggre- 
gat von  drei  gleichartigen  trigonometrischen  Functionen  sich  alä 
ein  Product  darstellen  lasst.  Es  hängt  die»  lediglich  von  der 
ifiweiten  Grösse  rechts  vom  GleirhheUszeichen  ab,  welche  in  den 
Gleichungen  (1),  (II),  (III)  verschwindet,  wenn  a  ein  gerades 
Vielfache«  von  einem  R;  In  den  Gieichongea  (IV)»  (V),  (VI)  da- 
gegeOf  wenn  ß  ein  ungerades  Vielfaches  von  einem  R  ist.  S9 
ergeben  atch^te.  B.  'ht  dfo 'Anaalfine  cf-f^-ff&ftälA  di»  bekeanliD 
Formeln: 
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Wiegers T  teiep  ^Mipe  giiäi^ 

Es  ist.  .     .  ,         '  •  ' 

isin a co8ß  cosy  Gosd  -  sin  aawßBmyeos S 
+  cos  « ^  co8,^ cos  d  -  .Hin «si„^co»y«iiid : 

^  +  cosaco8/Jca«y«!otf  ^  cöscrsin/^sroj^siD^, 
oder,  iDdem  man  zur  Abkürzung: 

«m«C0«/?C08yc08d=:l,  1        8111 4^810 si„  y  ^, 


co«««lD/Jcosycosa=  Aj,       j  8in«8in/?co8yaio4 
€cw«co8/?8inyco8Ä«  V  •in«co9^8iuy8ind  =  ^. 

cos  a  sin  /^slti  jrsin  ^  s  |i. 


cosacosjScos^'sind  =  As, 
«etst: 


Daraus  folgt: 
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mitbiii':  •  , 

8in(a+/5+y-d) +  sin  (a-j3+y+ 5)+Bili(«-^^-<) 
:=40iiia4w/^€o«yco86-|*4co8a«liij}siii7»hii9«    .  - 


fis  sei  nun: 


8»  iB^et  liinn: 


•  •*  *  t 


«=  — 4-—' 

P-         4  * 

y=  — 4  • 
d=  j  , 


und,  wenn  man  jetzt  «etat,  ao  giebt  die  GW- 

chuug  (qO :       ■  '    '  ,  •  .  . 

(VII)  •  9\npi'iAnq'jrBmr'^9lut 
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»  k  ■  I  ■  k  . 

6.  * 


Ans  der  GMchung 


siopeos  f  cos  rcöBt  —  sinpsin  ^  sin  reosi 

.  ,  1  +co8psin^cosi-co8f— siDp«inflco»r»ini 

•iii(j9  +  ^+r+/)=  <  . 

-f  cosp  cos  9  sin  r  CO«  e  —  sinp  cos  ^  sin  r  sin  < 
+ CQ8/7  eo«f  co«r  sin     eos;i»in  9«in  rsU  I 
folgt  p  indem  mnn  dieselbe  durch  cosjvcos&cosrcoel  dividirt: 

(q")     »8P+^« +tgr + .g*  =  -i'"SPJJi±T:±ß 

coü /?  CO«  ^  cos  r  COS  < 
+  tgp     tgr+ tgp  tg  7  tg  1 4  tgp  tgr  tg  < + tg9  tgr  tg  t. 

Die  Gleicliung  (II)  giebt  nun: 
>.     .  *       ,  *i"  (/?  +  <y+r) 

igp        +tsr  +  tst^.  ^p'^^^t  +  tgp  tgr  tg  < , 

I 

mitiiin  ist: 

3tg|»  +  3tg7  +  3tgr +3lg<  - 

.  i  .  • 

sin  (p  +  +r)co«<+  sin  (p  -{■  q  +  i)  cosr  1 

-f8in(p4-r-f  <)ee»y>|-tjdii(y^-r-f t)cosj»  \ 
eoBpeosqcoBreoBi 

+  ^gi^tg qtsr-irtgptgqigt+  tgptgrfgi  +  tggtgrtgtl  \ 

Subtraliirt  man  von  der  vorstehenden  Gleichung  die  GleicbunB 
(n'O,  «o  erhfilt  man:     .    ..    *  :  ;  .  ;.-..t;.       i,  i 
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sin     -f  9 -I- r)  cMt -I- sin  (p  "f  9 -f  l)COSr 

cos  j»  GOB  g  CO«  r  co«  i 
cos /7  cos  9  C06  r  cos  I ' 
oder,  indem  man  wieder  p-f-^-fr-f^sstf  eetst: 

sin  (tf — 0  cos<  -f  sin  (tf-'r)cosr  4-  siii(ff —y)  coay  -f  eift(tf —|i)c(Mifi 

c3s/>  coo  9  ooer  eos  t 

sin  ff 


cos^  cos  9  cos  r  cos  f 

eitnr(cos    +  cosr^  -f  «os    -f  cosy^) 
cos  p  cos  ^  cos  r  cos  t 

co8(r(8in]?co8/  +  8inrcosr  +  s\nqco8g-\'Binpcosp) 

cosiicofl^cosrcoeC 

eintf 


I .  eoepcofi^cosrcoel 


ein 0  (cos2< -j-  cog2r  -j-  cos 2y  -f  cos2/i) 
2  G0fl|»  cos  ^coar  cos  < 

C08  0(8in2f -f  sin^r-f  8in2y  -|-sin2p) 
2  cos/»  cos  9  cos  r  cos  < 


sin  <r 


CQSp  conq  CQsr  cost 

sin  (tf — 20  fsin  (tf — 2r)    ain  (^-^2^)  +  sin  (d->  2rt 

2cQa|»  cea  9  coar  eoa  I 


V  cos/icoa^coarcosi' 
und  durch  Aiwendimg  der  Formel  (VII): 
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(VIII)  «§1*4  iro^+tgr^rtg^ 

sin  j  ^os  0  — r+i)  cos  ^  —  ^Ti)  cos  0  — 

cos  p  cos  9  cos  r  cos  < 

=  l     cos-  sin         rH^jsin         r^Jl  «sin  (|— 

COB  p  cos  9  cos  r  cos  f 

sin  n 


2  cos  p  cos  y  cos  r  cos  I 


7. 


Führt  man  in  (Vll)  und  (VlII)  statt  der  Winkel  p,  q,  r,  t 
ihre  Compiemente  ein,  so  erhäit  man: 

(IX)  eosp  -f  eosg  -|-  cos  r  -1-  cos  t 

4cosjeos|^j-^-Jcos(j-yjcos(j-^^j  : 

V 

-  4 «o  j  «in (J-^)  «n  (j  - sin (j  -^). 

(X)  cotj9-4-cof  ^-i'cotr -f  cotl  - 

siii^cos^l^— H^^cos0--^^^  cos^l^— p+i^  ^ 

sinpsin^sinrsin^  / 


—  s  cos 


äuij:^siu^sinrsin< 


sin 


2sinpsin9sinr6in^ 


Indem  man  in  (TU)  un^  (1X;t  ^t^t  t  jsetzt  fo^gf: 
Tktu  XXXIII.  aa 
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B4((        Wieners:  Veäer  eMge  gontomeM$eät  FormeUL 
(XI)  siDp -l^slii^-l-sliir^iinl 

4alo-j— co8(^™^j  2-;^ös(^"4  2";  . 


4  *i  y 

+  ^^"T— »'"(."T  r>'"V"i — 2  ; 

X  81D  ^-j  

X 

(XU)  co8|9*f  €os^ -l-eosr— cosi 

0+2R      /(y-2R    r+A      /tf-.2R  o+A 

^      /ö— 2R  p+A 

.  .   ^±2»  .  /<y-2R    r+A  .  /ff-2R  o^^A 
-  4««  -y-  Sin  (    4  ("1—2^; 


4  2  ; 

Wmid  man  aiuserdein  statt  r  setzt  (2R-|-r),  folgt: 
(XttO  8in|»<f6iii:9^tior^ Stull  - 

(XIV)  cMjf-f  <M4i-^easr— eoaf 

-  4     j  «in  (I  -        cos  g  -        C08  g 


*h  €08 


8- 
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die61.(VU):  sinf^^8hl9fshlr4«n^=4«in^6in^siD^^  (g) 

/viin  .     j^.     _L»     j.*-.*     sin (>■ + 0 sin -t- 1) sin (p  +t) 
«  «(VUI):tgp  +  tgj  +  tgr  +  t«t=.    «..p«»,«,,«.*  • 

Q'\'t  'U'^'t 

(X):    cotpi-eQta4-cotr'fCQt<s        .      .  . — ^» 


M  M 


9*  >* 


^J.^  274-^ 

(XIU):  ainp-fain^— 8iftr~8in|s=:48iii-2*  cos cos ^-j-» 


„  ,»  (XIV):  cosp-fcos^-cosr-CQft^:^  —  4cos-jj-  «liu^^^  sia^-^ » 

(VIII):    tgg+tg|+tg^H    tgg=..  ^.y^yc^^^-T» 


„  (X):    .«otf+cot.f+cot2+cot2=--^i--^^^^^  (gO 

„  „  (XII);  cosg+cos^+cos.j— <»sj=4sm  -j-  sin  ^-j—  bih^^-j — 

9. 

Aufgabe,  Der  Umfang  u  «od  die  Winkel  /9j  6 
eines  om  einen  Kreis  beschriebenen  Vierecks  seien 
gegeben.   Man  svcbt  den  Radios^  des  Kreises»  den 

Inhalt  J  und  die  Seiten  dee  Vierecks. 

Der  eingeschriebeoe  Kröis  bestimmt  durch  seine  Beruhrangs- 
punkte  auf  je  zwei  geggenfiberliegenden  Seiten  des  Vierecks  vier 
Abschnitte  a,      e,       wetche  besiehnngsweise  den  Wiakeia 
^9  f»  '  anliegen.  Man  hat  nun : 

a        b        e  d 
^ff  » 


woraus  folgt; 
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cot  j -I- cot^ -I- cot|-|- cot  2 


oder,  mit  Anweadnog  der  Formel  {^), 

u     sin  of  sin  ß  sin  y  sin  ^ 


j  sinc8in/?sinysln^ 
sto-|^ai|i-^eiD<|- 

Zor  Beetlmmneg  der  Seite  (a  +  b)  bat  man  aus 

— «  Ä  = 

mitbin 


et  ß 
SiDg-SID^ 


.  a  4-  ß 
sin 


am— 8in-^sin-g-  amg-am^ 

€t  ß 

COS  2  cob  2  ^ii'  y  ^ii^ 
am— ^  sin^-^-^  - 


Man  folgert  bieraua  aogieicb: 


6-f  e=5  2v. 


am  0  coa  ^  cos  ^  aio 
ato-^-^abi-j*- 


y  ^ 

sin « sin  |J  cos ^  cos  ö" 

sin  — ein  — 

«  .  Ä  .  d 
cos  2  smpamjfeoa^ 

aro-y^ain^^y- 
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10. 

Aufgabe,  Für  ein'  in  einen  Kreis  beschriebenes 
Viereclc»  dessen  Seiten  a,  b,  c,  d  genannt  werden 
mOgen,  ist  gegeben  a  +  6-|-c — d=:m;  die  zu  den  Sehnen 
Ä,  6,  c,  d  gehörigen  bekannten  Ccntriwinkel  seien  der 
Reihe  nach  or,  ßy  y,S:  man  sucht  den  Radius  r  des  Krei- 
ses« den  Inhalt  J  und  die  Seiten  a,b,c,d  des  Vierecks. 

Es  Ist  «  . 

2|.— «5[  5  ^ 


sing-    sin^    sin|-  sin^ 


folglich 

,  CK  /?         y         o  ' 

Sin  j-  +  sin  j  -f  sin^— sin  y 

mui  nach  Formel  (g*): 


8eos  — cos  ^-j—  cos  ^-j— 


Jfis  ^  (sin«  -t*sip  j9  -I-  ain/48iD^)  « 
d.h.»  wenn  man. die  Gleichnng  (g)  beachtet, 

J = sin  — 2~  sin  ^-j— , 

,    Endlich  ist: 

^  msin^ 

.  «ÄWinjf«      jqp^    ^^1:^1  ^> 

4cos  ,  ^  cos^-^j—  cos   ^  ■ 


«  msln 

6s2rsioi^:s 


4cos  — y-  COS  cos 
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I 


ülO  Völler:  Zusäl%e  %u  den  in  TM,  31.  Bß.  4.  w.  in  UL  32.  W.  2. 


ntsin^ 


4C08— J— CO» 


il  33  2r  «in  s-^ 


4  cos— cof  «—p  cos 


Zusatee  za  den  in  Theil  XXXI.  Heft  L  und  in  TheU 
X,XXII.  Heft  2.  gegebenen  Gränzverbältnissen  und  Ab- 
leituDg  der  Formel  für  den  KnSnnnungsradias« 

4  , 

Von 

Heim  Doctor  Voller, 

Lehrer  an  ditv  Healuchule  zu  Sa« 


Dm  merkwfirdige  GrflUsmhMltDMS  bei  ebenen  Curreni  wel- 
ches —  wie  in  TW.  XXXI.  des  ArcfaiTS  bewiesen  —  wrischen  den 

von  der  Sehne  abgeschnittenen  Ftäcfaensegment  und  dem  ans  der 
Sehne  und  den  Tan<»enten  gebildeten  Dreiecke  besteht,  ist  neesf* 
dings  auch  von  Herrn  Professor  Dr.  ScliUimilch  auf  so  einfecbe 
Weise  abgeleitet  worden,  dass  weder  analytische  Geometrie,  nodi 
Differential-  und  Integralrechnung,  noch  endücb  der  Taylor'sche 
Satz  dabei  in  Anwendung  gekomnien. 
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Idb  glaubte  au  diesem  Orte  aus  zwei  Gräoden  a«C  die  8  eb  I  ü  • 
in  lieb 'scheu  Deductionen-zurOckkoimnen  zu  müssen.  Elnemito 
iodet  man  daselbst  mafhematiscbe  Beweise  rOr  einige  von  mir 
Dor  a  priori  bingestellte  Bebaoptaiigens  und  andererseits  iSsst  sieb 
mA  OMielt  ScfaUmilcb*«  eigonaoi  VoripRDgej  mit  Rfieksieht  auf 
die  TOD  tliin  selbftt  gdAmdenea  GrSoswerttie»  eiae  Ableitiing  der 
Fonael  Ar  den  Krdmmungsradius  gewinnen,  die  jedenfalls  der  too 
Herrn  Professor  Seh IK milch  gegelienen  In  keiner  Welse  an  Ein- 
faehheit  nachsteht 

Was  ann&cbst  den  ersten  Punkt  aniietrifft»  so  ist  es  aöthigi 
sieh  so  dessen  ErSrtemng  den  Gang  der  SchlSmÜch 'sehen 
Herleitung  *)  anyergegenwftrtigen,  wobei  Taf.lf.  Fig.  I.  an  yergleiehen* 

Mit  Bezngnaiune  auf  die  beiden  bekannteu  Theoreme,  dass 
nehmlicb  —  wenn  cp(a:)  die  Fläche  zwischen  der  Abscissenaehse, 
der  Corve,  der  festen  Ordinate  AB  und  der  beweglichen,  zur 
Abscisse  OM^a  gehSreuden  Ordinate  MP  bedeutet  **)  —  der 
Düerentialqnotient 

einerlei  ist  mit  der  Ordinate  MP^y^flx),  und  dass  femer  der 
Düferentialquotient 

die  trigoBonietrische  Tangente  des  Winkels  MTPz=.r.  darstelit^ 
welchen  die  Berfibrende  am  Punkte  P  mit  der  Abscissenachse 
eioschliesst,  wird  nun  zuvörderst  der  Gränzwertb  des  von  der 
Sehne  abgeseboittenen  Segments  beslimmt,  und  es  ei;gieht  sich 
«OS  der  Formel 

leicht: 

Hierauf  leitet  Herr  Professor  8chlö milch  —  um  den  FläcfiLMi 
iobalt  des  von  der  Sehne  und  den  beiden  Tangenten  eingeschlos- 


«)  Zeitschrift  ffir  MathematilE  nad  Physik.   4.  Jahrgang. 
^  Wir  haben  shsidMilldl  die  8  eh  l«m  Meli 'sehen  Beieiclianiigeii 
MMaHea. 
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DreleokH  bestimmen  zu  können       die  Gränjiwerthe  der 
Winkel  »  ,  ' 

^sPT=is^T,  ^sPiri=5T|-tf  und  ^rQri=:Ti-f 

ab,  wo  0  der  Winkel ,  den  die  Sehne  PP]  >  und  Tj  derjenige ^  den 
die  Tangente  am  Pttukte  P^  mit  der  JT-Aciiee  bildet. 

Es  iiudet  sich^  da88 


um.     ^  und  lim.      Jf— r+y«' 


oder 


sin(g  — t)          sin(Ti  ~g)  , 
lim.  r:  =  lmi.  =  —  ^  - 


Ebenso : 


oder  i 


Km  _  < 

A  1  +  /* 


Die  vorstehenden  GrSnzwerthe  beweisen  nun,  da  sich  verhfilt 

lim.  j  :  lira.       —  =  1:1* 

dass  das  ^PPiQ  bei  verschwindender  Sebne  wirklich  gleich- 
schenklig ist,  was  ich  bei  Erörterung  des  Gränzverhältnisies 
zwischen  den  beiden  Perpendikeln  QM  und  ^  wovon  das  the 
von  dem  Durchscbnlttspunkte  der  beiden  Tangenten,  das  andere 
von  dem  Berührungspunkt  der  zur  Se^ne  PPi  parallel  gexogeneii 
Tangente  auf  die  Sehne  gefällt  wurde  —  nur  a  priori  dargethan  habe.  < 

Aus  den  obisren  Formehi  für  die  betreffenden  Gränzwertbe 
leitet  nun  Herr  Professor  Schlomilch  mittelst  des  Stnussatzes 
auch  die  Formel  Air  den  Krümmungsradius  ab»  indem  er  die 
Normalen  in  den  Punkten  P  und  Pj ,  welche  senkrecht  auf  den 
Tangenten  PQ  und  PiQ  stehen,  sich  bei  verschwindender  Sehne 
einem  gemeinschaflllchen  Gränzwerthe  q  nftbern  ifisst 

Es  ei^iebt  sich  aber  auch  die  Formel  für  den  Krümmungs- 
radius einfach  ans  nachstehender  identischer  Gleichung. 

Wenn  nehliilicli  p  die  Hcihe  des  von  der  Sehne  und  den  Nor 
malen  gebildeten  Dreiecks  bedeutet,  so  ist,  wie  leicht  erbeliti 
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» 

♦ 

d.i.  mit  ßflckficht  auf  die  V oraussetzaogen : 

« 

oder  enfUlcb : 

Ltot  man  nao  die  Sehn«  ▼eracliwindend  klein  werden,  so  wird 
«ich  die  fliehe  des  Dreiecks  immer  melir  dem  Krümmungsradius 
nähern;  ea  wird  also  . 

lim.  =:  q 

werden. 

Mitbin  'ergiebt  sieb  bei*A  Uebergange  au' ver«cbwindenden 
Dimenaionen,  wo  Ja  =  k  ond  r^^sstt  wird: 


i.  i. 

Es  ist  allerdings  auf  diese  Weise  eine  Ableitung  der  Formel 
fiir  den  Krüniniungshalbmesser  gewonnen,  die  sich  bei'm  Unter- 
richt, da  sie  nur  die  einfachsten  trigonometrischen  Relationen  in 
Anspruch  nimmt,  sehr  empliehlt,  und  es  wäre  genLss  ^vnnschens- 
wertb,  dass  in  ähnlicher  Weise  auch  andere  Partien  der  Mathe- 
matik bebandelt  werden  möcbteu,  namentücb  solche,  die  sieb 
dem  elementaren  Verfabren  nur  noeb  zu  aebr  entfremden« 
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X¥III. 

Sur  la .  transfannatioii  des  fenctidiii  elliptiqaes  de  h 

premi^re  espece« 

Par 

Monsieur  Dr.  G.  F.  VF.  Bdtkr 
4  Groniogne. 


1.  Si  feit 


et  que  Tod  d^tenuine  ip'  d*apr^8  f'dqaatkm 

Sin  (29'  —  9)  cShkip, 

on  aura 

oü  F  dösigne,  suivant  ia  notaUon  deLegendre,  la  f<unction  elHp- 
tiqae  d«  la  premidre  espece. 

Par  ces  formulea  la  foncfion  F(c,  q>),  c*6st-lk-dire  celle  dont 
Tainpütude  et  le  module  sont  donn^s,  est  r^duite  u  ujie  autre  de 
la  merae  espece,  de  üorte  qu'en  repetant  sur  cette  derniere  iüde- 
finiment  la  m^me  Operation,  on  obtient  une  suite  de  fonctions  äqui- 
valentes, tandisque  Ton  forme  ea  nieme  temps  une  serie  ascen- 
dante  de  mochiles,  qui  ont  I  nnite  pour  limife ;  cette  serie,  avec 
aoo  proloDgement  dans  le  sens  contraire,  oü  eile  aera  descendante 
et  aara  sero  pour  limite,  est  TM^Me  des  modules  que  Lagrange 
a  d^averte  en  1784,  et  qae  Legendre  appelle  TaacieDiie Schelle, 
ponr  la  distingaer  de  edle  qu'il  d^onvrit  plaa  tard  an  IW* 
Pett  de  tempa  aprte,  Jacob!  ä  falt  ¥olr«  qu'oii  peat  forroer  «na 
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iofiiiite  d  echelles  de  modüles,  et  (jne  par  conseqiK nt  od  peut  d'une 
iDfioite  de  mani^res  diflferentes  traiislormer  la  fori«  tion  /'(c,  (p)  en 
nne  aatre  de  la  m^me  esp^ce,  dont  le  module  et  l'amplttude  se 
di^terminent  par  des  op^ations  alg^briqii««  da  module  et  die  ram* 
pfitnde  de  la  fooction  doon^e.   Dans  le  rapport  de  Poisson  sur 
rom^      Jaeobi  a  expovd  mB  ddmiteile«  (Mdm^lfaa  da 
rinstitat,  Tome  Xp.  79.)  on  lit:  »rdcbeile  dee  modulee  que 
Legen  dre  a  trouy^e»  et  qei  e'dlait  pae  encore  eoDDo«  de  M.  Ja* 
eobl«  est  veefeniide  duie  la  «elulMR  g^ndrale  et  ij^od  <a«  nom«> 
bre  trois.'  L'ancienne  dcbelle  n'y  est  pas  coinpriee  explicitement, 
mais  eile  a  avec  Tecbelle  ind^temiin^e  de  M.  Jacobi  une  tr^s-  ^ 
grande  analogie  et  peut  etre  censee  appartenir  au  nombre  deux.'* 
Dans  son  Traite  ^lementaire  des  ronctiuns  eliiptiques, 
chap.  XIL,  coroil.  VII.,  p. ^3.,   Verhulst  prouve  i'impossibilite 
de  deduire  l'echelle  de  niodules  de  Lag  ränge  du  thöortoe  de 
Jacobi,  et)  apres  avoir  reroarque  que  par  la  formule  qui  se  rap* 
poite  4  ce  tb^or^me,  le  sinus  de  raniplitade  cherühee  s'exprtme 
toojours  d'QDe  manidre  rationnelle  en  fonction  du  sinus  de  ram- 
plilode  donnde,  c'est-ä-dire  qoe  Ton  dddait  rationnellement  Sin^ 
de  Sing»,  il  ajonte:  »»cette  proprietd  a  son  analogue  dans  l'ecbelle 
du  Jjili|trEn|re«  jneie  da»«  an  eeae  ivveree»  <^ebt*<4-dnie  qoe 
c'est  Sin  9  qoiee  dddoit  rationnellement  de  Sin^  Cettedemi^e 
remarqoe  ee  tronve  aassl  dans  le  traitd  de  Legendre,  l'i'siip- 
pl^ment,      IV.,  Remarques  sur  Tancienne  echelle  des 
luudules,  n^«  45.y  p.  38.'* 

Une  treneforaiatton  aseez  simple  de  rdqaatioo  entre  9'  et  q> 
fait  Toir  ta  raison  pourquoi  Tdcbelle  de  Lagraoge  n'est  pasoom- 
prise  dans  la  Solution  g^ndrale  de  Jacobi,  et  raontre  en  mtoe 

temps  qu'aussi  dans  lancienne  Gebelle  le  sinus  de  ramplitiide 

cherchee  (Sint/;)  äe  deiiuit  ratiunneUeiueiit  du  sinus  de  rarapiitude 
donuee  (Sin  9).  ^ 

Jü      effet  on  pose 

oA  o'  et  g»'  sont  les  mdmes  que  prdc^demment. 

Alors  on  a»  par  les  formales  poaf  la  duplieatlon, 

tandisqae  des  rdteliens  entre  9'  et ^»  et  e'  et  e,  on  dddelt  (Ver- 
balst, Cbap.lX.)?  ' 


V 
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dn  seoond  nembre  de  la  derni^  fomiule  od  ^limHie  9'  aa  moycii  de 

2  Sio  9'  Cos  fp'  =  (c  C08  fp  4-  ^9)  ^in  9* 
qaiy  aprte  qar'oR  a  pvki  le  carr^  des  denz  membrea»  doniie: 

4Slii*9»' — 4Sm  V'  =    Coa  9»  -f  2l9»)»Sm  V> 
et,  multipliant  les  denx  membres  par  c> 

4<;SiD  V  ssdcSin  V-~<^(<?Coa.9»  4-  ^/9))*Sin  V, 
00«  eo  mettant  ponr  Sio^'  aa  valeor  eo  9» 

4c  Sio  ♦y' =2c  ( 1  +  c  Sin  *9)  -  ^9?  Cos  9)  —  c  (c  Cos  y  +  9>>»  Sio  ^, 
doBc 

+  4cSinV 

s(]  — c*SiD^)+c»Coa?9>-f  2cCoa9.^^4'C(eGoa9-|-  ^9))>SiDV 

et  par  Suite,  en  subsiiluant  ceci  dans  » — e'^Sm*^', 

l-c«Siii*9>_  (jqr^p  

Portant  oes  valevra  dana  Sin^»  on  obtient: 

tandiaque  des  reiations  entre  Ficip),  9')  et  F(eS  od 
d4doit  eo  ^limioaot  la  deuzltee» 

,     l^(c'.i*/)=:(l+iOJP(c,9)  (a) 

oü  la  rcIatioD  entre  c'  et  c  n'estpas  cbangee,  de  äorte  que  F^chelle 
des  modules  reste  la  meme. 

Ainei  Tod  vqit  premi^reroeDt  que  Sm^  a'exprime  ratiooDelle* 
ment  eo  S\nq>,  Poaant  maiDteaant  S\nf=:^,  Slnq^^^,  Vitpatr 
tioD  («)  donne  par  la  dlff^rentiatioo: 
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ad7 


et  SiD^  devleol 


dooc  la  transforroation  de  Lagrange  appartienl  äceUe  clause  que 
Jacobi  (FuDclaineDta  Nova  theoriae  faDctionam  ellip- 
ttcarnm«  n<>,  pag*  17»)  a  appeläe  paris  ordinia»  af  oik  le 
d^^grd  da  ddnomioataiir  de  la  fraction  ratioooelle«  an  moyen  de  la 
quelle  ae  f«t  la  tranafenoationt  doit  aurpaaaer  d*«ne  «nitd  eelai 
da  numdraleur.  Elle  eo  eat  le  eaa  le  plna  ainple»  et  ne  pent  par 
conatfqaent  4lre  comprlae  daoa  la  formale  gdndrale,  qa*il  d^ire 
de  la  seconde  classe  de  transformations,  appelMe  par  lai  imparis 
ordinis,  ou  c'est  le  nuuierateur  dont  ie  diigre  surpasse  ü  une 
uoite  celui  du  d^oomioateur. 

On  ebtient  directement  la  tranaformation  prMdente  par  lea 
fennnlea  A.  de  la  table  h,  Fttodamenta  Nova,  pag.  12.  A  cet 
oiel  OB  conaldire  la  dUlirontielle 


da  Sorte  qae  Tod  a,  en  la  coiaparant  a  celle  de  la  table. 


 äj[  


(V)' 


«=-/,  ß==l»  y^— 1,  d»— 


lesquelics  valeurs  satisfont  ä  la  condition  t^>/3>y>d;  devuut 
«tre  suppose  -^1.   Aiosi  i  oii  trouve: 


d'oü 
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et-coDsäqaeninient  pat  la  substitatioo  de  cette  ralcof  dftiift  (i^ 
eile  devieadra: 

doufi*  «i  1  on  muUipiiß  (ij)  et  (£)  par       ia  vdeur  de  ^  satisfe»^ 



i 

Si  mainteimiit  on  'doit  avoir 

* 

OD  aara  pour  deterinioer  c',  ^vc»  aou  c  =f:|:j 

et  par  suite: 

subatitaant  €68  valeura  dan»  ^  et  (£)  od  ebtieodra  ka  memea  for- 
iDDles  qoe  präcddemmeot 

Les  valeurs»  de     et  Sl»^  aallafoot  l4eDtiq[ueiiieDt  ä  rdquatiw 

done  al  I'öd  poae ;  Sio  ^  ==  V—  I .  Taog  r.  Sin  9  =  V — 1 .  Tang  a, 
on  troDve  ma» 

doit  aatiafaire  ideDtiquenieot  ä 

d%  (I  +  c)^<F 


ou,  81  6  et  y  aont  lea  cempIdkneDta       modolea  c  et  e',  ä 

c'est-ä-dire,  parceque  TaDgT  denne  t=0  pow  *  =  0,  A 
il  s'en  8ait>  parceque  TangT  nontre  qae  fon  a  f ponr 
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mite      donne,  i|/  et  97  prenant  sinmltandment  la  valeur  In, 

F(c',i»)«(H.<?)F(c,W, 

donc,  ecrlvant  poui  \e$  foDctions  compl^tes  F^c,  4«$«*«;  aimple- 
ment  i^c)....: 

L'eqaation  qui  doime  Taiij^r  en  Tange?  montre  encore  qua  Ton  a 
i  =  i3s,  si  0  a  pris  la  vaieur  dooo^e  par  l'iiquation 

«abatitiiant  cea  valeura  dans      on  a: 

F(6')  =  (l+c)f](6,  irO, 
ce  qui,  combine  avec  donne: 

On  parvient  ainsi,  ind^peodamroent  du  thöor^iM  paar  Taddition» 
ä  la  biaseclion  de  la  foncUon  complete;  cKangeant  6  en  et 
t^ciproqiiemeDt»  e»aiira.poiir  E'amptitade  de  la  m^ti^  d«i  fa  fonction 
eompldte  ftp}. 


et  par  anite: 

Si  dans  l'öquation  {ß)  od  prend  6  pour  doDaee,  et  remarquant 
qae  1 00  a 

eUe  peat  s'dcrire: 
•I.Taogf  «erient: 
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T«««,  -  ll-f  V(l-6«)|Tanga . 
langT^  l-V(l-6*)Tang«a  ' 

si  niaintenant  on  prend  pour  b  la  valeur  c', 

1  +  V(1-Ä«)       „       l  +  y(W»)=j|^; 

ce  qoi  donne,  en  vertu  des  denz  dernidres  dqnations» 

P(c.r)-^F(s^,o)-  iß) 

«t 

TangT=  ^^^^  _  (1— %Tang«tf  '  •  *   •  W 

ou  r  et  (J  ne  sont  pas  les  mdtnes  aniplitndes  que  dans  les  pr<^ 

cädentes.  En  prenant  dang  {ß)  G  —  '\\>  dans  {a),  le  produit  de  eeei 
equatioDS  doone: 

de  Sorte  qu'en  mettant  dans  (f)  pour  a  la  valeur  de  i/;,  (jonnee 
par  Sinip,  on  doit  obtenir  la  formule  pour  la  duplicatioD.  £n 
effet  Sin^  dopne 

•  * 

 Cos q>  V{\  — C*SiD*y)  _  Co» <p.Jq> 

^^^^  -        l+cSin»g>        - 1  +  cSin^y ' 

et  («)  poiivant  s'dcrire»  «i  ron  «hange  4r  en 

.  '2 Sin  ilj Cos ^ 

f * ^  (Hc)Cos^"^ (l — c) Sin«^ * 

OD  tromre,  apW^s  quelques  riSdoctlons« 

^   2Tangg?.z/y 

Tang«-,  i  _  TangV +  cäSm  V  Taug*^' 
(Voyez  VerhuUt  etc.  pag.42). 

♦ 

2.  Seit  Täquation  diff^reotielle 

 fidy  ^  <to 

Va-3f*)(l-«'V)  V(l-a?*)(l-c»«»)* 

et  propoeons  nous  d'y  satis faire  par  la  transformation  pari«  or- 
dinis,  oü  le  d^noffllnatear  de  la  fractlon  rationnelle  s'ell^ve  au 
quatri^me  d^gre,  ce  qui  apr^  la  pr^cädente  est  la  plus  simple. 
|ft  et  e^  «ont  dee  inconnues  k  d^terminer»  avee  1»  mikikfk.€^<,h 
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Aior«  Uli  po«iera  pour  y  la  IVactiou  irreductible 

Mais  81  Ton  ecrit  daas  1  euuatioo  differentieUe      a  la  place  d«  x, 

cx 

eile  devient 

di-  • 

 f*ay  cx  . 

done  sl  nne  fonction  y  =  /(^)  satisfait  ä  la  premiöre»  la  fonctlon 
oü  f  d^sigoe  la  meine  coiupoäition  de  la  fooctioo» 

MÜefera  k  la  seconde ;  et,  eomroe  od  voit,  aprto  la  rädaction»  qae 
les  deux  eqoattoos  diff^rentlellea  ne  diffiftrent  pas,  il  faat  auasi 

qie  les  deaz  fonctiona  f[x)  et  f(~^  aoient  identiquement  dga- 

les,  s'ils  prennent  simultant^nient  la  nieme  vaieur  pour  une  valeur 
de  X,  qui  est  independaiite  de  c.   Subatituaot  dans  y  a  la  plac0 

de  X  la  Taleor  -rz»  obfient 

' cx        ^     . . 

cBx(l'i--^a^) 

les  deux  fonctions  f(x)  et  f(J^  s'övaiiouissaDt  pour  ,x^Q  il 
laut  qu'elles  aolent  ideDtlquement  Egales,  ce  qol  exige  qae  Ton  alt: 

donc  B=^C9  JJ^c^  et  Ä  reste  iudeteminö,  taodia  que  le  facteur 

cß 

ilfnechange  pas,  car  -g-ssl,   Od  a  donc 


mh  il  ne  reste  que  les  inconnnets  M  et  A,' 

Pour  que  la  transformation  reussisse  ii  faut  premierement  que 
leproduU  c'V)  devienoe  divisible  par  (k^x^)(i-c^x^» 

ei  OD  y  porte  pour  y  aa  Taleur  en  x.  Aiuai  un  de  «es  quatree 

Thta  xxxni.  M 
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facteurs  devra  s'övanouir  ^our  luais  3^  ne  ebangeant  pas,  si 

on  met       »  la  place  de  jtj  le  mtae  factear  e'^vanonira  nun 

1 

pour  •  Supposona  qua  ce  soit  le  facteur  1—«»  alort  on 
aar^  poor  dr  =  l,  ce  qal  dosne 

'^^r+Xfc«'    parcons^quent  iW—  t 
et  ainsi 

Avtc  eette  valeor  on  trcrave: 
et 

~  (1  +  c)  (1  +       +  c^x'^) 

SecoDdement  il  laut  que  le  prodnit  des  foDctioDS  dans  le  ptodalt 
(l'~9f^(l— «sS^^)  ^  carni;  ee  qui  ezigera  qae  le  nanMSra* 
teur  de  chacone  de«  fractlons  en  particulier  soit  nn  carr^,  car  on 

▼erra  facilement  que,  y  ^tant  une  fraction  irredactible,  les  nan^ 
rateurs  des  fraction»  qui  sont  dans  le  produit  (1 — (1 — c'^jf*) 
n  aui  ont  pas  de  diviseur  commuu  oü  entre  x, 

Poor  que  le  nuitidratenr  de  la  fraction  dana  1 T  jf  soit  en 
ewd,  OD  a  .In  nenle 


(/i-2c)a  =  4c(l  +  c)«,  d'oü  ^— 2c=i2(l+c) Vc; 

on  Yoit  que  ai  le  numdrateur  de  V^if^  est  im  carrd»  ce  carr^ncra 
de  la  Corme  {a^ ucx^)\  ce  qui  donne 

portant  la  valeur  de     dans  /S',  on  obtient 

|3^=(4-2c)(l4-c), 
ce  qui  falt  voir  que  Ton  dolt  avoir 

4— 2c=+2(l+i?)Vc  et  i4  =  2c  +  2(l +c)vc* 
«t  par  conseiiucnt 
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eiibuite  laß  devieüt  *  ^ 

2«^s=C(l  +  e)(l+V«)«, 

et  eofio  l'on  obtient,  pai  I  eliminalion  de  a  et  ß: 

8(1 +  *)•  VC  =  *•»(!  + e)  (1  +  Vc)*. 

,_8(l_+£)Vc  .,_2v2a+c)vc 

On  voit  aisämeot  qoe  cette  valeor  de  e'  est  moiadre  que  l'uuit^, 
car  OD  a 

1  _        a  +  V«>)«-8(l  +  c)Vc  _  (1-Vc)« 

d  +  V«)*  ~(1+Vc)* 

düiic  c'^  'S  1  et  c'  <  I. 

81  on  mrait  sapposä  qo»  le  factevr  l-^&ff  sVluiMiMait  pour 
4;=],  on  aorait  troa?^  de  la  mtee  aani^e: 

donc  e'  «erait  plos  grand  qoe  Tanitö;  et  la  dlffärentielle  traos- 
fom^  ne  serait  pas  tmm^dialement  r^actiUe  aus  f^nctions  el|i|h 
ttqaea.  Enihr  od  Terra  aisement  qa'il  est  indifferent  de  snpposer 
3f=±  1'  ponr  «  =  1,  car  si  l'un  a  lieu  pour  certaine  ntlenr'de  fi, 
rantre  anra  lieu  pour  une  valeui  egale  roaU  de  öigne  coiitraire. 
AiDsi  on  aura 

«T  Pap  +  «CO*  =  (1  TieV2(l  -l-e)     + V(l + c) 

et 

— nnrasH^^ä«   *  i+cy= — rFi^rfs? — • 

««  qui  donne:  * 

 Öira^T^Ö«)«  ^  -;r«)(l-c2a;*). 

Maintenaot  il  faut  encore  que'  le  facteur  devant  le  radical 
V(l  — .T*)(l  — c%')  dispara'isse  par  la  Substitution  de  dy  dana  la 
(iifierentielle  k  traosfonner.   La  valeur  y  donne: 

dx        1  +  c  (1  +  ^^* +  ' 

oa 
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Si  Ton  snbstitne  icl  la  vajeur  de  il,  on  trouvera  finalement:  • 

dy  {\-\-Vc)'^dx  1 


et 


3.   Evidemment  on  obtiendra  la  derniere  equation  en  appU- 

quaut  deux  fois  de  suite  la  transiornuition  la  plus  simple;  et,  en 
repetant  indefiniment  la  meme  ojieration,  on  formera  toutes  les 
transformations  pari 8  ordinis,  qui  oidnent  ä  la  diviöiou  des 
foDctions  F  par  uoe  puifiaaoce  de  2. 

En  g^^ral  si  Tod  poee^  eo  dMgnaot  par  Cq,  C|,  c^,«...ea 
la  aaite  des  medales  crolssants» 

on  aura; 

F(c«,t«)=(l+c«-i)F(c„-i,t».-i)  et  SJnt«  =  r^^^^^^ 
aiosi  en  pesant; 

Sin^«  domiefa: 

i'''  -  (1  +  g|i-l)  Pn-l  Qn-i 

d'oft,  en  rtoarquant  que  P«  et  Qn  n*eiit  poInt  de  factear  eemveiit 

PnZ=:(l'^C»^)Pn^Qn^,  (I) 

prenant  Po^S>n%>  Qo^h  ces  foraiules  donoefont  snccessb«- 
ment  Sin^,  Sin^.... Sinq%  en  fonction  de  Sin^o* 

St  dans  T^quation  entre  ip»  et  t^»— i  on  fait  successi dement 
fi  =:  1»  2«  3,  *.*.n,  le produit  de cea öquations  particulieres  donoera: 

FXCn,  n^n)      (1  +  C)  (1  +  Ci)  (1  H-Ca)  . . . .  (1  +  C„-l) .  F(c,  l^o).  W 

L^äqnation  (ß)  et  celle  qal  donne  TangT  en  Tanger  donnent  gene- 
ralement,  si  Ton  dMgne  par  bm  le  cempiteent  d'an  modale  qncl* 
conqne  Cm  de  la  svite  des  modules. 
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81  on  prend  maintenant  dans  ces  äquatiuiiä  puur  6q  la  valeur  de  Cn, 
cv,=V(l-44,»)  deviendra  V(I-c*)  =  V(I-(-j^!^=f^J; 

2VCo  !+«•-»  a4  /  1—Cii-l  1-Cii_*. 

et  gitfnteretBent 

6iii-i= V(l— Ci»-.i*)  =  cii-i»fi; 

BiibstituaDt  donc.  ces  valeurs  dans  les  deaz  derai^tres  «qiuitiops, 
oa  aiira  lea  sumDtes,  oil  les  amplltodea  tm  at  «b-i  aa  aoat  paa 
Ica  mtaea  qoe  pr^cädammants 

2 

F(€»-H»,T»)  =  Y-r--  fX<^»flf«^-i)>     •    •  (») 

rr  2TangTm-l  ,,v 

dooc  si  Ton  pose 

Tangrm=         TaDgTfl»^ir=  , 

«in  trooTera 


Rm=^2Rm-iS^U  (2) 


et  siTon  pread  i2;»=i2Taogiö>  5o=:(l+c«-.i)-(l-.Cii_i)TaBg«To, 
ea  d^terminera  aucceaaiTement  TangT|»  Tangr^ ....  Taagtk  en 
feaetaon  de  Tang«^. 

Pidaaaf  dane  r^qaation  (x)  successiyement  fti^sl)  2« ....  ft,  le 
prodait  des  equations  particulitsres  doiiuera: 

2  2  2 

<ioo€,  en  prenant  x^^i^n»  le  produit  de  (6)  et  (f*)  donaera 


4 
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qui  contient  la  multiplication  par  une  puissance  quelconque  de  2. 
Etant  doniiee  l'aniplitude  tp^,  H  faudra  caJcuIer  ifjn  oii  r^^  par  les 
formufcs  (1),  puU  r„,  qui  e$t  ruaipmude  de  lob  U  ionction 
donoee  par  lea  formules  (2). 

De  r^natioii  (1)  It  «uit  eacore  ^oe  Ton  a  Tms:2jr,  pour 
Tm-i=l9i;>  done«  en  vertu  d^  la  relatioo  entre  F(öm»  ^m)  et 

2/ (6«)  ==  (1 ; 

faisant  sncceasIveiDent  9ii=],  2,  3....ft,  le  produit  des  r^sultats 

par ticu I i ers  donne :  2"F(^„)  =  (1  +  tu)  ( H    )  ( 1  f  t'a) . . . . (1  +c«_i) /'(fto), 

d'oii,  eii  supposaiit  n  =  QO,  et  par  consequent  c«  =  ]y  Äfi  =  0, 

/''(6n)  =  F(Q)  =  i^E,  00  trouve  pour  le  produit  d'uD  nombre  inlioi 

.  2       2       2  F(b) 

de  fectenrs         .        •  rp^     =  ^  • 

4.  On  obtiendra  les  transformations  d*ordre  pair,  qu  mtiiient 
ä  la  multiplication  de  la  ronction  /''(c,  9?)  par  un  nombre  pair  de 
la  forme  2*./?,  oti  p  est  impair,  en  combinant  la  transformation 
patr  de  Tordre  ^  avec  celle  de  iordre  p,  qui  est  donni^e  par  la 
formule  genärale  de  Jacobi. 

Pour  dteoDtrer  la  fornmle  de  Ja'eobl  dane  le  eaa  particolier 
de  p  =s  3,  qui  est  la  plus  simpfe.   on  pose  gi^a^aleiiieet 

ystM  ^^c^jji*  conduit  k  cette  ßoppositieo  pareeqoe 

requatioD  differentielle  ne  ebange  pas  quaod  on  y  met  äimultaDe> 
ment  -7-  ä  la  place  de  «  et       ä  la  place  de  x%  faisant  cette 

Cy  *'        CX  ^ 

Substitution   dans    la   Taleur   suppos^e   pour         on  retrouve 
^  .  a  o-f  et  comme  cee  deuzTalears  de  y  s'tfvanouit» 

sent  avec  x,  \\  Taut  qu*eUes  solent  Ideatlquement  Egales,  ce  qui 
anra  lien  si  Twi  piend 

En  raisonnant  conine  precödemment»  on  trouvera  qa'tci  m- 
eeie  Ton  pent  snppoaer  qne  le  facteur  ]  -y  du  pvodalt 
seit  divisible  par  1 — alora  en  a  ysl ,  pour  d?=sl,  ce  qui 4kaae: 

Ainsl  a 
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eette  valenr  et  celle  de  &  doimenl : 

l+3^=:(l-t.r)  il^A)(A^^a^)  • 

lTc3f-.(l-|-c*)  

Od  voit  q«*iel  U  n'y  a  qn'one  «ede  eondUioD  pottr  qqe  le«  n«> 
mtafeeora  des  fracttons  qat  mttltiplieftt  et  ITeup  soieiit  dee 
ömie.aavoir:  (e>-il«)2=:4il>(l-|^il)(itf^<^),  ce  qwi  ae rMuit 

3^4  +  4(l  +  c«)-4»+6c«il*-c^  =  ü.  .  .  •  (A) 
IMtenninaiit  A  par  cette  ^qoation  an  anra« 

et  par  cons^quent :  ' 

La  valeur  de  y  dopne:   i5=xfT  ' 

donc  en  aara: 


V(l-3f*)(l-cV) 


d«p 

^V(l— a:2)(l-c2a:2)» 

oü  le  second  factear  devant  Ia  dlff^rentielle  aa  aecend  merabre 
ae  r^daira  4  une  conatante,  car  en  peaant 

^=  C(l + A)  (A  +  c«) ,  3.4«— <?« = —  C { (1  +  J)2  +    4-  c2)2 1 

lioa  devieot  la  mdme  dquation  que  celle  qoi  ddtermine  A,  La 

valeur  du  facteur  sera  donc  C  ®'  ^  deriiiere 

Ovation  difförentielle  devieot  > 
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 ^  il-f   dst 

v(i  -.V*)  (1  -  c'V)  -     + V(i  -  x*)  (1  -^c^ ' 

oü  A  «9t  dtftermiiie  par  (A),  aatisfera  k 

 '   

<*t  Ton  aura  ys=  +  l  suivant  qu*oti  prend  dans  le  si<rne  supö- 
rieur  im  inferieur.  Pour  faire  voir  que  rpellement  ces  formules 
s'accordent  avec  celles  de  Jacob  i,  nous  remarqueroos  qu*en  posant 
F(C9  fi)=^^F(e,  g^i)  od  sl,  par  lea  formoies  pour  Ia  multiplication: 

donc,  sl      et      repräaenteat  les  amplitudea  du  tiera  et  de  deox 

fois  le  tiers  de  Ia  fonction  complete  F{c),  c*est-a-dire:  si  Ton  a 

F(c,a,)=\F(c),  F(c,a^)=2F(c,ai)r=^F(c)=^lF(c,7i),  on  de- 
terniinera  a2  en  faisaot  daiis  la  forniule  prec^denfe  (p^  =  7s,  91=% 
ce  quidonne  0={3  — 4(l-fc*)Sin2a2  +  6c*Sin*<%  — c*6in®«j|Sio<%» 
ou  en  laUsaut  de  cdte  la  racioe  Sioa^  =  0» 

3—4(1  +  O  Sm««a  +  ÖcSSm««|  -  c*Sm»«a  =  0; 

cemparant  cette  ^quatioii  k  (A)  oa  Toit  que  roti  a 

^  =  -SnSi  cona^qaent  =  j— 

mais  £»i  ip  et  <p  sont  les  amplitudes  de  deux  fonctions  conipiemen- 
faires  od  a  (VerhaUt  pag.  40.)  Sin^=^^^^»  donc^  eateoiar- 

«fnant  qae  i»|  et  1%  float  daoa  ce  cas,  od  aara  ^^^^^SinHiit 
et  eo  sttite: 

oü  dans  ^  et  fi  II  faat  prendre  aimnltan^ment  les  signea  auperieais 

00  inferieuTs.  (S  oyei.  je  Traite  de  Legendre,  1^  SuppUment» 
§.  XI.  {.  67.) 
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BfaiigeB  Ober  Kettenbiräche.  - 

Vom 

Herru  Dr.  J.  F.  Köniß^ 
PmfcMor  am  Kiiciphör«eheii  G^nnuii»  sn  Kdnigsberg  I*  Pr* 


Die  folgenden  Blätter  enthalten  die  Ableitunir  einiger  bekann- 
ten SStze  auf  einem  andern  als  dem  gewöhnlichen  VVei^e,  so  wie 
auch  einige  neue  Formeln  und  Relationen  zwischen  einer  Zahl 
Qod  den  Näheriioigswerthen  ihrer  .Quadratwunel^  die  mir  der  Mit« 
tbeilung  nicht  unwerth  scheinen.  Der  Rürze  «^egen  habe  ich  die 
ttste  Periode  des  der  QnadraCwonel  etoer-.ZaU  tetaprechenden 
Kettenbmcba  gewohnlich  nicht  aasgeacbrieben»  sondern»  nach  dem 
Vorgange  Degen'e  in  aeiaem  Canon  P'eliianue»  nnr  die  Tbeil- 
neoner  bis  zur  Mitte  der  Periode  and  den  mittelsten  in  eine  Pa- 
renthese eingeschlossen,  so  dass  s.  B. 


=  5;  3,  (2), 


5-1-  v^28 


und 


i    .1  - 


==7;  3,  (1,  i) 


gesetzt  ist. 

Die  Bochstaben  bedeuten ,  Vvienii  nicht  das  Gegentheil  aus- 
^HTeldteh  bemerkt  ist»  durchweg  gitnae  Zalileii*  <      -  . 
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§.  1. 

Jeder  von  Anfang  an  periodUch*8yniaietrtselie  KeCtenbmdk 
drückt  die  Quadratworael  einer  ganien  oder  gebrochenen  Zahl  am. 

Ueisst  die  grusste  io  dem  Bruche  enthaltene  Zahl  n  (welches 
II  auch  =0  sein  kann)*  der  Nüheruogswerth  ble  aas  Ende  der 

ersten  Periode  (excl.  2n)^  =  ^^^ ,  also,  da  der  Ketteobrucb 

eymmetrisch  ist»  der  Nenner  <£s  vorhergehenden  B,  nnd  der 

Näbernogswerth  selbst  "'"i>^»  eo  ist  der  Werth  des  Braches: 


woraos 

Da  die  erste  Potena  von  X  fortmilt,  ee  hat  man  die  allge- 
ineiM  Ferai  der  ganzen  oder  gebrodienen  .Zahlen,  deren  Quadnl- 
wwxel  dem  gegebenen  Ketteahrnehe  »iigehSrt 

Nimmt  jnan  noch  den  Theilnenner  n  hinan  and  setat  den  Ztt* 

ler  dieses  Näheriingswerthes  Ims  -^tss-m*»  so  ist: 

lelgUch 

iß 


Berechnung  der  Kettenbräehe  der  Qaadraiwuraela 
einiger  Zahlen  von  allgemelaer  For«. 


1)  V^M^-f  i»«r(2«), 

Multipiicirt  man  mit  m  und  seist  fi=fito,  so  entsteht: 

2)  Viii«(mM+l)ss«i«s;  (2») 
und  wenn  man  eam^*  aelatt 
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Fflr  ms 2  kann  k  auch  ssl  oeio,  sonst  A'T^ 

Mit  j»  moltlplicirt  snd  fts=mo  gssettt  glebt: 

5)  .    Vm^m^i-^issmH;  (©) 

6)  Vi»?*+2m»  =  ifi*;  (m*-«)j  (*)  jfe^2 

7)  VüS^Äii^l;  (1). 

Ist  »—1  =  1»^»  also     — l=sfi^(in%»-f  2),  daoawtrd: 

^  'l"^  ^  «  Vff(nA>  -i-  2) = «p ;  (m) 
ond  für  ©  =  !»*-•: 

9)  V  m«-*+2m*-« = ;  (m) 
A;  wie  bei  3). 

10)  Vi?^=:ji-1;  1,  (ji"-2).; 


Die  Wurzeln  aus  n*±3  lassen  sich  nicht  mehr  anf  ihnliche 
Weise  in  allgemelnsr  Foitn  darstellen. 

11)  V^i?+ü  =  «;(2), 
also  auch»  da  »•  — n  ä  (n— 1)*-|-  («—  1) , 

12)  Vj?^  =  n— 1;  Ö), 

13)  V n^-fn  =t »«;  ('in"»-*), 

14)  V'ä^ii^sn«— 1;  1,  (2ii"-»-t2). 

Ist  hier  mssl,  so  wird  V»*— »  =  »  — I;  1»  (0). 

Dieser  Kettenbruch  triebt  ausser  den  Nähernngswertbeo  des 
Nr.  12)  immer  noch  zwei;  nämlich  der  Quotient  1  vor  der  ^uVV 
giebt  einen  an  gt'osseo  und  der  0  wiederholt  den  vorhergehei^^el^ 
so 
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}.  3. 

Der  Berechnnng  der  allgemeinen  Formen  einiger  Zaiilen, 
deren  Wurzeln  durch  allgemeine  Formen  von  Kettenbrfichen  aus- 
gedruckt werden,  niuge  folgende  Betrachtung  vorausgeben. 

Nach  der  Beaeichnang  des  §.  1.  Ist: 
  » 

wo  m^Sfi  sein  mnss.  Heissen  nun  die  Quotienten  des  Kettco- 
bmebes  ohne  die  Ganzen:.«»  6... .6^  a«  so  vrar  {.  1.; 

-=;:.!:.  =0;  a.  6  0,  a, 

^        ^+ •  .Ii 

+  1 


also  ist 

4, ....  6,  «; 


•    i  . 


•  i 


folglich,  wenn  man  iii  =  2/7  setzt: 

;  ^*    •         ,  yp-^ 

c 

£ben  so  Utk  p  ssshq-^r,  9= er  4         tisso^it^*  Snbstitoiit 

man  immer  die  Wertho  der  folgenden  Buchstaben  in  p,  so  erhält 

man  gan«  die  Bildung'  der  'Naberungewerthe,  mitbin  ist,  wenn  f 
den  drittletzten  Näheraogaveitth  bedeutet,  ,das  letxte 

und 

Da-  n  ^bf»  '-f  9»-  so  wird  nai^  demselben  BUdungsgesetse  das 
letzte  • ' 


•  ♦ 
4 
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C  RC 
n  =  B{at±  ^-tFt^  (aB  +  F)<  ±  ^ 

_  ,.BC 

Die  zweiten  ijiÜeder  siud  (JJ  zu  nehmeu,  je  oncbdeni  die 
Anrnhl  der  Theiinenner  von  a  bia  a  |.^^^^^  |  5«*»  ^  3« 
nachdem  die  Periode  ( ^^^^  \  mitteletes  Glied  hat'  Wird  p  eine 

I  ein   y  '  ^ 

gerade  Zahl,  ao  hat  mau  bei  m  und  n,  um  keine  ZaM  zu  über- 

<  ■■  *  ' 

springen,  ^  für  I  und  dann  fllr  i  jede  ganze  Zahl  za  setzen  V 

<s=0  lat  nur  statthaft»  wenn  die  zweiten  Glieder  poaiti?  aind  and 

BC 

C*>2i?,  -g-        ao  lange  n  und  m  positiv  werden. 


i.4. 

Einige  nach  {«3.  berechnete  Werthe  fir  ii  und  lii^  aua 

gegebenen  Theilnennern. 

1. ^  Cjiegeben;  (a) 

•  l 

Ffir  ein  ungerades  a  ist^  iur  ^  zu  setzen. 

<• 

2.  Gegeben:  (a,  a) 

it=a(tt>^.]i)<^|,  m».2a<t|-l. 

0  darf  aUo  keine  ungerade  Zahl  sein,  wenn,  wie  hier  immer  vor* 
ausgesetzt  wird,  it  ganz  werden  soll.  '    '        •     .     . . 

3.  G^eben:  a,  (6) 


r  ■ 

fihr  «  nnd  6  ongerade»  aonat  iat  ^  für  I  za  aetaen.    a  gerade,  6 
ungerade  ist  unzui^aaig. 
4.  GegaMn:  6) 
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M^niai  Einiges  KHtesUtriich^» 


6*4-1 


m  s  2((«6+ 1)6  f  a)« + (6*  + 1)». 
£s  darf  nicht  sagleich  a  ungerade»  6  gerade  «ein. 

5.  Gegeben  «,6»  (c)» 

ywq(a6  +  l)l(o6+l)c  +  2flU 

6,  c  dfirfen  nicht  zngleich  ongerade  «ein,  und  lilr  ein  gemdei 
c  iet  ^  für  <  zu  setzen. 

6.  Gegei|en:      6»  (c>  c) 

y  s:  t(a6  4- 1)04-  ai>+(a6 +1)«,       6»+ (6f  + 1)*, 

B  =  c(o6  +  l)(6c+ 1)  -i-  a(6<?+ 1)  +  6(a6  f  1). 

Oie  Verhlndiingeiii 


7.  Gegehen:  a,  6»  (iQ 

9    I  (a6 + l)(erf  4- 2) -I- H  («6 -f  l)e  1- a  ^ 

Ä= («6+ W(6c  +  1X<?^  +  H + a6(c<i  + 1)  +  «c(i|6  + 1) + iid^ 

C=(6c4-l)|26  +  £i(6c+l)|, 

^  int  für  I  zu  setsen,  wenn  1)  d  gerade«  oder  2)  a  und  c  un- 
gerade, oder  3)  6  gmde,  a  und  e  ni^Eende« , 
n  wird  keine  gaaie  Zahl  filr 


e 


gerade 
gerade 

ungerade 


gerade 
nngevade 

gerade 


sind  unstatthaft. 


Digitized  by  Google 


äöuig:  Einii^ei  ü^er  Kettenbrüche,  375 
&  Gegeben:  a,  b,  c,  (d,  d) 

B^{ab^  \)(ed  + 1)  +adU(Äc  +  l)d+6l+(6€  +  l)l(a6+l)u+aK 
Unstatthaft  eind  die  Verbindungen? 


d 

gerade 
gerade  • 
gerade 
angerade 
ungerade 


h 

e 

gerade 

gerade 

nngefade 

gerade 

ungerade 

gerade 

ungerade 

gerade 

gerade 

ungerade 

ungerade 

gerade 

uageraUe 

ungerade 

ungerade 

m  eetaen» 

wenn: 

c 

6 

e 

1 

gerade 

gerade 

gerade 

gerade 

• 

ungerade 

ungerade  \ 

« 

S. 

ä 

ungerade 
gerade 


Die  Brüche        —  de«  j.a  lassen  sich  auch  blosa  mitBe- 

nutzung  der  ersten  Hälfte  der  Periode  findea.  HeUwt  ■inlich  d^ 
echte  Bruch  0;  «,  *)  "»«1  der  letrte  Nlfc«rong8werth 

der  ersten  (hl»  lirni  er«t«i  -  IncL)  jp,  der  peilettle 

1  -  ,       Iii"*  A. 

also  io  der  zweiten  Hälfte  der  Werth  Ten  -  hie  ^  inel.  vm^ 

Ii         N  ' 
der  ¥on  —  bis  -*  Incl.  7»/» 


tß 


N 

N' 


^         mW  +  m/V 


nd 
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376'  KihUg:  SMges  MBr  jr^nen^AMIe: 


Für  it;  a,  (*2x)  wird  §.11.  der  JNäbeilUDgi^ivertb  bU  kudi 

.*    1    r  j     J!f'(iv+r^)dbi  ^.   .  .  . . 

sweiton  -  gefanden:  ~~£f^^^Qj~»  ^^^^  4i«  örci  lotsten  bis 

\  ,    M    M'     P  . 

^*  7?'  iV' *  ^  Iieisscii.  Cnser  echte  Bruch  wird  aUo  erhal- 
ten» wenn  man  »  j»iiiieht  und  m!  för  M*^nN\  netzt»  aino: 

Iii  je  nachdem  die  Anzahl  der  Quotienten,  ohne  die  Ganzen, 

ii»j^t»rad< 
gerade 


r"»-«        •    I         ,  J  «  . 


ab.  von  «  bis  2«  incl.  {  1  tafc 


Setzt  man  0;  a,  »s:-^,  seinen  Vorgänger  ^f^eoisi 

4  iucl.  c=  ^  I 


ü  bis  o  iucl.  c=  -2;  und 


womit  in  beiden  Fällen  y»       C  bestimmt  sind. 


4m'         ■  ■ 


••i 


Hat  e»tt  ■  lietteiihiuch,  der  die  Quadratwurzel  einer  ganzen 
Zahl  A  au8drfi<^t,  in  der  IVlitte  der  Periode  nur  einen  Theilnen- 
0er  2»,  so  kwio  miJi  sich  die  ersten (Quotieoten  bis  zum  ersten 
»  incl.  nicht  in  der  Periode  enthalten  vorstelle  und  diese  mit 
dem  sweiten  x  beginnen  lassen.  Offenbar 'Ist  ▼on'ifaier  ab  der 
Kettenbfueh  dann^anch  periodisch -symmetriscb»  also 'nach  f.!* 
einer  Quadratwvrsel  gleich.  Helsst  diese  yB,  so  muss  I)  B^  h 
allgemein  aber  <  A  sein ,/  dji.  n,  die'  grosste  gerade  Zahl  10  VB, 
<fi  ist,  und  2)  ß  allgeraeHi  keine  ganze  KshI,  da  das  mtttelsfe 
Glied  der  zugehörigen  Periode  =2«,  welches  > 'ix  ist,  was  fBr 
B  gleich  einer  ganzen  Zahl  nicht  der  ,Fall  sein  konnte.  Es  ist 
also :  t 
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Wir  suchen  wieder  A  durch  die  Theilnenner,  ferner  B9  welches 
auf  irgeod  eine  Weise  von  A  abhängig  sein  moss. 

1  ilf' 

Seist  man  den  -Näherun^swfrth,  bis  zum  ereten  -  iiiel. 
M  vQfher^cAieiiden'-j^^itden  bis  -  infel;--^^»  dalin  iets  ■  • 


•     I  ■  '•   ?J  .( 


uod  wenn  man  i?  =s «et^t,  mit  dem  Nenner   myHipücirt  und 


die  rationalen  und  ebenso  die.  irrationalen  Theüe  einander  gleilii 
Btellt: 


1)  AJS'^M^x, 


folglich  *  •        .  r 


..  .Betr;aolitef  |n^ai|i..^lv»V  den  niit|0l8ten  Thell-^ 

^^pi^er  als  letzten  dj^r  ersten  Hälfte-  A^t  ernsten  Periode^ 
dann  ist  das  Produlct  der.  beUeii  letzten  Ni^herungs- 
werthe  gleich  der  Zahl  ,^ . 

S^tzt  ,niao  aber.  \^  die  ^^r|ste  Gfeic^ng.oi^^i?  VA  ,  s^  er- 
hält man  auf  dieiielbeWe^  ;    .  .  ,  .  .  ,    V|'        .  , 

V  .  ...... 

■■  i.\  .■■'V     ,  ^-^Ä'.A? -4»'»'*; ,. 


also 


*     Dasselbe  .r  giebt  die  Eliniination  vön  j«  aus  1)  und  2),  navii- 
lieb  ;c     i(;|l'2r-4[V{»>,  ^.a;  eii^  gjanafe^ahl,  und  durch  S^l^', 

sütution  der  Werthe  von  il  in  dieee  Gleichung:  «s=2|v\  « 
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37S  *    ä 6 Hilf:  Einiges  üäer  Keiun^rücke, 

Dass  X  eine  ganz«  Zahl  werden  muss«  folg^  achoo  aus 
'Azs  ^•2S^*  Da  nSmlich  ilf  md      und  ebanao  Jf'  and  If 

relative  PrimsaiiIeD  tMi,  ao  nliaseD  and  gaiiae  9Ulai 
werden« 

Daa  Pfadai^t  der  iieidea  ganaen  Zableo  ]yri  *  ^y^  aoH  die  gerne 
Zahl  A  gebea,  d.  b.  ^  Ut  kerne  Prbnzabl,  es  ael  deaa,  dans  der 
idelnere  dieaer  Faktoren      =    aad  der  grtoaere  eine  Prlmiabl 

iat  Da  aber      sit;  a»  ^,     a  und  dembalb  -^ssa;    ^,  ^. «, 

80  muss,  wenn  M'  -r^  N"  sein  soll,  x  =  m  sein,  d.  h.  der  mittelste 
Quotient  gleich  dem  letzten ,  also  auch  gleich  dem  ersteai  oder 
^  Periode  beginnt  für  A  gleich  einer  Primzahl,  deren  Quadrat- 
worxel  in  der  Mitte  ebien  geraden  Quotienten  bat,  mit  dem  Quo- 
tienten Sa.  Daan  iat 

In  der  Xbat  ist 

Wir  haben  also  auf  diesem  Wege  den  bekannten  Satz  abge* 
leitet»  dasa  die  Quadratwurzel  aus  einer  Primzahl,  mit  AusoaboM 
derer 'von  der  Form  n*-fl,  die  gleich  mit  2W  binnen,  keiaea 
Keltenbnicli  mit  einem  geraden  Tiieibenner  in  der  Mitte  gebea 
kann* 

Dass  A  keine  Primzahl  sein  kann»  folgt  aacb  acbon  ans  den 
Wertlieu  (Üt  A  und  a  ({»6.)  auf  folgende  Weiaie: 

A^  .  i2r+2V=  -  -^(M^^AN^ 

Da  nun  N* ,  wenn  eB  nicht  =1  ist,  mit  ilf'  keinen  Faktor  ge* 
mein  haben,  also  auch  in  M'^  —  AN'*  nicht  aufgehen  kann»  so 
mnss  es  ganz  in  xM'  -f  M  enthalten  sein ,  folc^lich  besteht  A  aas 
zwei  Faktoten,  von  denen  keiner  =  I  «ein  kann.   Olfeabar  ist 

nimneii  ?^^t^>l  und  m^Ath.  di.  4r>i;  nMB±x^ 
md  B<M. 
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s 

§.  8. 

P 

bt  ÄtsiA       Mir  a^bt  nad  setit  nan 
wia  nniaat  und  9  nicht  s  1  sein  kann»  so  erhilt  man 

B  p 


Dax  einn  ganan  ZaM»  and  1  aain  mnas  ({.  0.),  ao  tat  p  s=  a, 
Udo  ist 

VB  =:^^Äx;f*....ö,  (2n)» 

tbo  6s  1  und  i?=^. 

Besteht  A  aus  mehr  als  zwei  Faktoren»  so  erhält  man  x^b 

M' 

bssi^f,  oder  aus  der  Gieichang  M'^ — iliV*=s6.  Ueber- 

hMpt  tose»  Jf  md  JT  dia  CUaiehimg  ilf's->«6tAP»&s  ±6  in  gan- 

Zahlen»  wenn  «  nnd.  6  an  beechaiwi atod»  da«a  der  en.  VelS 
gebSrige  Kettenhmch  In  der  Mitte  der  Periode  einen  geraden 

TMoenver  Sa;  hat»  nnd  daaa  ^  ^  zwischen  a  nnd  a-t-l  . liegt 

(db)  je  nachdem  de;r  mittelste  Quotient»  ohne  die  Ganzen»  an 

I  ongerader  • 

»  » 

Die  {.  gewonnenen  Formeln  för  A,  x  behalten  aneh 
Ihre  Glltigkeit»  wenn  die  Periode  in  der  Mitte  einen  nngeradea 

Tbettoenner  k  hat»  nur  ist  dann  ^  för  a  su  setzen.    In  diesem 

Falle  kann  B  anch  eine  ganae  ZaU  waries»  aber  daa  11  Ahr  vB 

iit  innner  ein  Brach»  nimiich  ^* 
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9^  ,      Kötiip:  EHUgei  üAer  AettenörücAe. 

Es  Ut  zu  beachten,  dass,  wenn  »an  mit       =  ,j2V'+5ÄiV' 

M" 

rechnet,  das  nach  der  Formel  Äs=  ^,^-jv,  erhaltene  Resultat 
ddrcb  4  zu  dividireu  Ut 

m 

Ist  xA'+2iY^i}i'  (was  uothwendig  der  ' Fall  ' sdn  nwis» 
'  wenn  A  eine  Primzahl)^  8.0  ist:  ' 

^as — « — ,  und  da  «Bsr— ^ — »  • 

oder 

■ 

wenn        ohne  die  Gänsen,  an  j  Steile  steht. 

Für  solche  Zahlen  A  vvird  also  diese  Cileicbuug  durch  M'  und  ^' 
in  ganzen  Zahlen  gelp^t.. 

IUI  ]UV 

D^r  Ausdnieh  ii        •  ^  («.6^)  lÄwit sleh«ii«h  ableilenohM 

EioliKbraog  der  VM*  tfei  dfuselheo  Bei^lchnung  des  $.9.  i^t 
nämlich  in  der  zweiten  Hälfte  der  Periodb  deif  Bftich  Ton  -  *ls 

1  '   2V  ■  '        .    .  1  ^-»^ 

J  X»  ,       .  ..   1  1„   _   


1  iV  *      U*  iM  MX» 

-  und  der  ihm  vorangehende  von  -  bis  ^  =  JF^rTiF 

d.i.  gleich:  4epii  Qaotleiiten  .awlscben  den .2(fiWeiiPi  der  echten 
Bruche  in  der  ersten  Hälfte  von  \  bis  ^  und.  ^nem  Vorgänger. 

Dann  ist  der  Werth  vom  sweiteo  ^  an»  d.  i. 

a  ' 

also  ,  •  *  -  »      ?  ' 

and  wenn  man  für  L  den  Werth  snhslitDirt  imd  mit  dem  Nenser 
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multipiicirt,  8o  werdea  diQ  irratkinaleo  T heile .  ideuUscl»,  die  rar. 
tionalen  geben: 

:    '  '  '  •  ■ 


\  P 

Heieet  der  Näheruoffawerth  big  —  incl.        dann  %M!  -{-M^P^ 

•  /     .  '   '  I    »  ■  • 

■ 

§.  11. 

Die  Gleichung  a^i-j^U^^^  wir4  bekafintticb  durch  den  Nä> 

beruneswerth  -  bis  zum.  zweiten  -  incl.  g,eiu^t.  Es  ist  aUo  durch 

die  Theitoenoer  der  ersten  Hftlfte  der  ersten  Periode ,r  Moii  dlM^ 
niittebte  Quotient  wieder heisst;  ,  .  ^. 

■ 

wenn  man  JUN'il  filr  JlfiV  setfet»  und 


wenn  rnan  für  N'M  und  i^'P  die  resp.  Wertlie  M'iV  -f- 1  und 
if'Qi^l  sobr^iht. 


Filr  die  Gleichung  ist  also»  wean  sie  eine  Auflösung  in  ^^n- 

len  Zahlen  gestattet:  ^ 

»  ■  *  • 
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Mg^  Küniu:  Einige»  üb€r  äeUendtHehe, 

I 

untere  1  nacidem  die  Aozahl  der  Quotieotea» 

ohne  die  GaoseD»  also  von  a  bi«      |  „„g^^f    \  ^ 

* 

Da  der  mittelste  Theiineniier  eben  so  get  sv  der  eines»  ivie 
an  der  andern  Hälfte  der  Perlode  genomnien  werden  kann»  so 
stebt  zn  erwarten»  dass  die  Formeln  noch  mebr  an  Symmetrie 
gewinnen  and  elnfiicber  gestaltet  sein  werden,  wenn  man  ihn  hal- 
birt  und  die  eine  Uaiffe  zu  der  einen,  die  audete  zu  der  zweiten 
Hälfte  der  Periode  nimmt.  ISuu  lai 

P  =  X jlf -I- Jlf ,  M^M'—^M'» 
aloo  Pzr^-M'^M"  uud  M\^P  =  2M%  ebeuso  iV+e  =  2iV, 


folglich : 

X     2M"N'±\  IM'N'^A 


Setzt  man»  wenn  «  nngeradoj  um  bequemer  mit  ganaen  Zab* 


• 


so  wfard: 

N'JS"         N'N"  • 

Die  Zeichen  wie  vorhin* 


Da  der  Bruch  von  n  bis  -  mit  -ji^y  sein  Vorgänger  mit  j 

11  Jf 
beseichnet  ist»  no  ist  der  von  ^  bis  -  ^eich  jgjr»  «»^  der  N*- 

.  1 

heran^swerth  bis  ans  Ende  der  ersten  Periode«  d.  h.  bis  r^s 


•)  £•  mag  hier  ein  Drocicfehler  erwähnt  werden,  ttuf  den  ich  In 
Thdorie  des  nombre«  Ton  Legendre,  dritte  Ausgabe,  die  mir  alle» 
Bur  Hand  ist,  gestoisen  hin.   Dort  ilcht  Tomel.  Table  X.  bciA^— 
jp=9fttt296  atatt  21432869  wie  anch  der  Csaos  Peiiiaaiia  richtig  äit* 
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«lM«3=y  «ad  ^1:=^  (9*L) 

Der  Werth  von  »  bis  ^  iet  effenbar : 

«(iv+e)^'+i>^'+iviif'  ' 

Wohl  mit  Unrecht  findet  man  ge^öhnticb  2»  ale  den  Schlags 

der  ersten  Periode  bezeichnet,  da  doch  passender  die  sweite 

wieder  mit  VA,  alse  ott  n  begioatt  so  das«  die  erste  von  n  bis 

«,  die  zweite  wieder  von  »  bis  n  geht  a,  s.  f.  Die  beiden  Ans- 

X*  x"  1  1 

drucke  ^  und  ^  gelien  die  erste  Periode  bis  ^  uod  bis  ^ 

deich  die  drei  letstenNihemngswerthe  der  ersten  HSlII»;  derersfere» 

ab  der  einfachere,  spricht  auch  för  diese  Ansicht.  Der  Unter- 
schied in  der  Einfachheit  beider  Werthe  tritt  noch  deutlicher  ' 
hervor,  wenn  man  die  erste  Hälfte  der  Periode  bis  zur  Mitte  des 
mittelsten  Tbeiloenners  incl.  rechnet,  d.  h.  w  enn  man  P,  Q,  M»  N 
eiimioirt  und  dafür  M'  und  iV'  einfuhrt.  Dann  entsteht: 

$•13. 

Im  f  10.  war  =  ^^T^q-^y  =  iv' '  iV^'  ^  ^ 
lelative  Primzahlen  sind»  ferner  ilT-f  P=:ii(2V-f  m-f /i,  wenn 
nui  die  Zähier  der  editen  Bräche  mit  den  entsprechenden  klei. 

Den  Bachstaben  bezeichnet«  folglich  s=  it  keine 

M4-  P 

ganze  Zahi  sein  kann,  so  muss  -yt"  ganz  sein»  JUi-Q  «hsr  i 
»(M-^P)  eder  In  JP  «nfgeheii.  Ist  mm:     *   ,  1 
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884  miU^  ^tHr  WttUia^rÜ$U, 

*-<  * 

s^QkiltiA  jc'nur  =n  oder  =9Si.-^l  seto»  Wäre  nämlich  %stk\'Xt 
80  mOsste  =sitiV^-f  d;iV'42iV  s^n;  was  Mtf  flir  jT^O 

möglich  ist,  da  schoD  iV>m'.  Die  Sobatltntioo  too  a?  Ite  a 
glebt  wiV'+«'=ii2V'-^arA'  +  2ZV,  oder  xlC^m'^W,  d.  |i.  m 
diesem  Falle  Ist  das  Maximum  von  1,  da  i9'>N.  Ist  folg 
iicU     eine  Primzahl,  deren  Quadratwurzel  ^lo' der  Blilte  aar ffaen 

Theilneiiner  hat,  wo  also  üf '  =  iV+Ö  sein  moss,  so  Ist       j  ^_  j  j . 

Lj  i  ungerade  (  ,  . 

je  nachdem»  |  |  ist  ..... 

Im  §.  9  ist'gefottden:        ,  . 
ale^o  hier 


»  tLÜJL  7V2 — ;v/i 


mitbin         '  '-=-^iV«=:A'2  I 

-  Da  iV'  ungerade  ist,  we^eii  «=s-^^,-^— n,  S0  lBliss'il4«^ 

gerade  sein,  d.  h.  für  ein  ungerades  A  kann  %  nur  ungerade 
sein.  Ferner  ist  jV^-|-Q*i:l  oine  gerade  Zahl,  da  N-k-Q^  wegeo 

ungerade,  also  der  ©ine  der  Nenoer      und  Q 

gerade,  dei;  ändere  !niigerade  «ein 'maefs,.  folglich  mim  vJi  ein 
Vierfaches  sein,  nnd  da'«^  von  iler  Form  41 -fl»  «o  Ist  A  roa 

der  Form  At-i 

Pflr  ein  gerades  A  kobnen  N  nnd  Q  heide  gerade,  aach 
|)^ide  ungerade  ^  sein.  Im.  erste A  Fille,lst  \2V*-|-<}<^l  von  der 
Form  it±\y  aisom^(fts,  dä  J^'^  dle^elhe Form' hat,  A-^i^  ldnd«r 
Form  Sidk^^s^m,  d./hi.if.^^4:2  >Qnd  x  gerade/ :. 

^  ,  Im  zweiten  Falle  ist ViVa^f  O^il  von  der  Form.  [4141}; 
daher  A\%^  von  der  Form        ,  0! ,  d.  h.  J  und  x  wip  vorhin, 
Ist  also  bei  der;V^  d^r  mitt^lste^TbeiJfienjie^^yllA 
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König:  Eimges  über  äeUeiibrüche,  Bb5 

od«r  =«»1.  80  kann,  wodd  ii   i  j     l  x  .nur 

'  '  \  gerade   )  \ 

(aogerade)       ,  ^         i     *^  i4<4-3} 

I  gerade  j  ""^  ^  '^'^  l8#±2j 

n.  iV  +  Q  geilt  in  +  P)  auf. 

Ist  i¥4  Q  =  a«^  pnd  Jf'  =s  niV  -|-m  ^  a,L ,  wenn  o  den  grOas- 

ten  gemeinschartlichen  Faktor  zwischen  N-^-Q  und  M'  bedeutet, 

flo  entsteht»  wenn  ,tiian<  ns^^^yT-^^  substitatrt: 

I 

I  » 

t 

Da  b  Faktor  des  ersten  Samvanden  ist  und  in  L  nicht  ent- 
inlteB  Min  «oll,  denn  sonst  ginge  JS-^Q  m  auf,  so  kann  6 
nur  =2  sein,  und  dann  wlr^  M'^-^MlP^sz^L. 

Diese  Gleichung  aeigt»  dass  L  nicht  —  1  sein  kann;  es  ist 
aber  auch  L>2»  denn  för  I»=s2   w&re  i^+Q  s  Jf',  also 

irtif'>i^+e. 

Da  nun  iV^-f  Q  =  2a  und  kN'^Q-^N,  so  entsteht: 

III.   Geht  N+Q  iü  3i'  auf,  dann  ist: 

Id  allen  Fällen  ist  also  A-^x'^  positiv»  folglich 


}.  14. 

Aus  M'r^N-t-Q  (§.  13.  I.)  d.  i.  nN'-^m'  =  «ZV'  -|-2/r,  folgt 
(«  -  x)iV'  =  2iV*— m^  Ist  nun : 

^     „    also  ^tissm',  so  mflsste»  wenn  der  dem  »  voraP^ 
KdMnd«  TheilDenner  ssl  sein  sollte»  N'zsFf+If^^  iiil4 
N'ym't  aneb  iV-f  iV^>fn'»  also  um  so  mehr  2iV>'m'  sein 
gegen  .22^  =:  nt'  streitet.  ^ 

Tlt«il  XXXIIi.  2Q 
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Kinzig:  mi99i  n^Wf^menMiai, 

I 

2>  FCr . »  C9  »  i  folgt  iV'.»  W  —  m',  llHäre  d«r  dam  s 
voraagebeode  Tlitiliiminer' 00  uiib9to  iV'«  oJV4JV<^«^*-*«' 
svfu»  WM  nur  lür  «  ss  1 .  mOglidi  bti      •  • 

Wir  haben  also  folgeodeo  Satx  gewonnen:* 

Der  dem  %  voranfijehende  (also  auch  der  nnmtttelbar  fol- 
gende) Tlieilnenner  kann  für  k~n  nicht  =1  «iein^  för 
4c=:»-^l  dagegen  muss  er  =  1  sein. 


§.  15. 

Bezeichnet  man  indem  Kettenbruche:  VA  =  n;  «,  jS,  ....  jit,  (x,  x) 
die  drei  letzten  Näherungstv.erthe  der  ersten  Ualfte  der  ersten  Pe- 

M  M' 

riode  mit  -jy-f    j^,  und  befaftit  sonst  die  Bezeichnung  des 

§•  6*  bei»  so  ist  toadi  dem  dort  Bemerkten 

»  +  in  inf.  ~  (»+  yil)iV'/f  »»'  ^  * 

folglich 


Substituirt  man  für  L  den  Werth  und  multipücirt  mit  däm 
Her»  00  giebt  die  Gieicbatellang  der  rationalen  Tbeile: 

Da  weder  die  Zähler  noch  die  Nenner  von  zwei  aaf  einander 
folgenden  IVälierungswerthen  einen  gemeinschaftlichen  Faktor  ha- 
ben, so  küiuien  weder  71/ und  M' j  noch  iVund  3'  zuijleich  gerade 
sein;  auch  können,  da  A  eine  £fanze  Zahl  ist,  lY  und  iV  nicht 
zugleich  ungerade  sein,  wenn  das  eine  M  gerade,  das  andere  un- 
gerade ist  Es  entsteht  also  nur  ooch  die  Frage,  ob  zugleich  beide 
M  und  beide  N  angerade  sein  können.  In  diesem  Falle  konnte 
%  nur  gerade  sein,  denn  ein  ungerades  miisste  Zähler  und  Nenner 
des  folgenden  N&bernngswertlMS  gerade  machen.  Das  gerade  % 
aber  giebt  Zähler  und  Nenner  des  folgenden  Bruches  aogerade, 
und  ebenso  müsste,  wenn  ^      N*  ungerade  werden  soll- 

ten, der  vof hergebende  Theilnenner  gerade»  und  iV*.  aber 
ungerade,  u«  s.  alle  Torbergehenden  Quotlenltn  bis  zum  smIm 
gerade,  Zähler  und  Nenner  der  Nftberungswertbe  ungerade  sein. 
Der  erste  Qu9tient  a  müsäte  also  als  solcher  gerade,  als  Nenner 
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mtgeiade  s^n.  Die  beiden  M  und  die  beiden  N  kfSnnen  aSeo  auch 
aidbt' «ugleidi  ungerade  Min;  -Von  den  ]Memi0ni  und' if' Ist 
also  stets  der  ^ine  gerade»  der  andere  ungerade«  folglieb  iV^-f  Jf^ 
iamer  ungerade»  und  für  eio  gerade«  ^  aiuae  Jf^-fitf^  gerade 
sein,  d.  b.  beide  üf  ungerade,  fär  ein  ungerades  A  da«  eine  M 
gerade,  das  andere  nngerade. 

Daraus»  das«  das  eine  iV  gerade;  das  andere .  ungerade  sein 
maw»  folgt  aueb  der  scbon  $.4,  2)  angeführte  Satss  Die  bei- 
den  mitteisten  Quotlenteii  kOnnen»  wenp.  die  Periode 
gleieb  mit  Ibndn  beginnt»  nur  gerade  sein. 


§.  16. 

Setzt  man  io  A  =  '^^i^       ^       ^*      Wertbe  nN-im 
und  niV'-l-fii'»  so  erbSit  man: * 

i^A-n^iN*  H-iJ»)  -      -f  n^^  ^^^^ 

Ist  1.  n*  gerade,  so  muss  iit^ -\- m''^  gerade  sein,  und 
üa  das  eine  iV^  gerade,  das  andere  ungerade  ist,  so  müssen  m  und 
m'  beide  ungerade  sein»  oder  wi^  +  i«'*  von  .  der  Form  4<-(-2. 
iSind  nun  ; 

1)  A  uud  n  gerade,  so  muss,  damit  aucii  Itiiks  elue  gerade 

A  —  7l^ 

2abl  berauskommt»  — ^ —  ungerade  sein»  oder  A-^v^  von  der 

Ferra  4<  +  2,  d.  b.  J  =  4H^^,  w  =  2/. 

p  '       1  •  •  *  . 

A — 

2)  Sind  A  und  n  ungerade»  dann  muss  — gerade  sein» 
also  A^n^  von  der  Form  AU  A^}bl.  A  ^  At  ^  1 ,  ntm  2/-|-l. 

Ist  II.  ungerade»  dann  muss  m^-\-m''^  ungerade  sein» 

also  das  eine  m  gerade»  das  andere  nngerade»  w^-^-mf^  yon  det 
Form  41  +  1  und  mN-^mfN'  gerade.  Ist  nun: 

1)  A  gerade,  n  ungerade,  so  muss  der  Zähler  ein  Vierfaches 
s«bi»  mitbin  A^f^  vom  der  Form  At-i'i  und  ^id=£:4l-|-2»  nss=:2li'h 

2)  Wenn  A  ungerade,  w  gerade  ist,  muss  wieder  A — .w*  \on 
der  Form  it  +  1  sein»  ^  =  4<  +  1,  w  =  2/. 

Die  gcTtdefl  '^l^sfnjd^'liteo  Immer  v^'der  FoVM  414  ^« 

ungeraden  Ton  der  Form  4;-|- 1.'  :  - 

26 
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j.  17. 

Heisst  der  vorktzte  Näberuogsiterth  der  ersten  Periode«  also 
bis  *  incl.,  - ,  dann  sind  bekanntlich  x  und  v       Ideinsten  War 

zeln  der  Gleichung  — ^y^^  —  1  ganzen  Zahlen,  wenn  der 
der  entsprechende  Kettenbruch  in  der  Mitte  zwei  gleidie 
Theiloenner  hat  fi«  ist  dann  oach  voriger  Bezeichnung:  . 

und  für  ilf<^  und       die  Werthe  M'-^xM  und  iV'— xiV  gesetzt: 

■  * 

X  MN±mp 


« 

M  ja* 

Da  71 ;  a,  ß  und  n;  ck,  ^ •«.*  »  =  ^  >    so  iitt 

3f  1 
0;     f»-**-n=:^»  folglich  der  JNäherungswerth  bis  ^: 

■ 

X* 

also  xiss^  und  (§.1.  und  §. 

Der  ^äherungswerth  bis  ^  i^t: 


Es  molken  noch  von  zwei  Sätzen  Beweise  folgen,  die  »»' 
fcOrser  und  übersichtlicher  scheinen,  als  die  gowdhniichoo. 
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§.  19- 

■ 

Die  Differenz  zwischen  dem  ganzen  Werthe  a:  eines  Ketten- 

brucfis,  und  einem  seiner*  Nähernngevrerthe      ist,  ohne  Eack- 

'    1  ' 
flieht  nof  das  yorzeid»en».< 

Ueiset  der  auf  ^  folgende  N&h«ruog8uerth       dann  ist: 

AI  ■ 


,  •  MM'  1 

2r-  29?    ±2Ö^  =  ±  + 

ifi  I 

folglich       d.i.  'ff^^<'^l»  «od,  da  N^N^,  uro  so  mehr: 

ilf       ^  1 


20« 

M 

Der  Näheruugswerth  kommt  dem  ganzen  Werth  x  eines 
KetteobrucliS  näher  als  irgend  ein  anderer  Bruch  — •  wenn  n^N, 


Nach  §.  19.  ist: 


M    M'  1       ■  /  j 

und  wenn  —  =  a?±d,  oder  =:^f  d:  ^ 

oder  .  =:+(d— d')- 

Offenbar  ist  aber  miV^--^niXf'^l  and »  wegen  n^iV^^  jiiV'<ZViV', 
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^9  '^ISriV* —  ^  WN*  *  '^^Wic'»  9  ohne  RQcksicht  auf  das  Vwrwi- 
cheiij  d-^d^,  80  wie  ö  —  d*^d-^d' ^  d.  b.  ö^ä,  oder 

m  M 


Einige  Bemerktingeii  über  die  von  den  Krümmuiip- 
.  liniea  auf  dem  EUipaoid  gebildeten  Vierecke* 

Toa 

Herrn  Doctor  I^lagtmaun 
IQ  Wismar. 


Beschreibt  man  aut"  einer  Ebene  \mi  dieselben  beiden  Brenn- 
punkte eine  Ellipse  und  eine  Hyperbel,  so  schneiden  dieselben 
.  einander,  wie  bekannt,  unter  rechten  Winkeln,  und  es  bat  daher 
das  krumnilifiinjc  Viereck,  welches  von  zwei  solchen  Ellipsen  und 
shvei  solchen  Uyperbehi  begrenzt  wird,  die  Eigenschal't,  dass  die 
Winkai  desselben  rechte  sind.  Ausser  dieser  Eigenschaft  ist 
aber  Doch  eine  zweite  zu  erwähnton,  welche,  wie  sich  leicht  zei- 
gen lisst,  jeoem  Vierecke  zukummt,  nämlicli  die«  dass  die  beidcfl 
Diagonalen  desselben  einander  gleich  sind. 

Nimmt  man  nämlich  die  durch  die  beiden  Brennpunkte  ge- 
zogene Grade  zur  Axe  der  ^,  die  Senkrechte  auf  dieser  Linie 
In  der  Mitte  zwischen  den  beiden  Brennpunkten  zur  Aza  der  jf» 
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wid  beaetchnet  man  die  halbe  Entfernung  der  beid^  fireapiKiiukte 
mit  e,  die  halben  grdssen  Axen  der  beiden  £llipsen  mit  Ox  ItlMl 
Og,  die  halWn  Hauplaxen  der  beiden  Hyperbeln  liiit  <i^,mid  ^» 
80  bat  inan  ffir  die  beiden  Ellipsen  die  Gleichungen: 

und  für  die  beiden  Hyperbeln  hat  mau  die  Gleichungen: 

r 

Beieichnen  wir  die  Coordinaten  von  dem  EcJqiunkte  nuseres 
Vierecke,  in  welchem  eich  die  beiden  Gurven  mid  (1*)  schnei- 
den, durch  ai,  yi';  die  Coordinaten  des  Eckpunktes,  in  welchem 
sich  die  Cunren  (1«)  und  (2^)  schneident  durch  Si",  ^i";  ebenso 
die  Coordinaten  des  Durchweh nittspunktes  der  Curyen  (2<i)  und  (V) 
durch  a:^,',  y^' ;  nnd  die  Coordinaten  von  dem  DurchschnitUpunkte 
der  Curven  Ci«)  »ind  (2*)  durch  x^" ,  y4'\  so  erhalten  wir  für  diese 
Coordiuateu  veniiitieUt  der  vier  aulj^estellteu  Gleiciiuiigen: 

^1   —         *  y\    —  «e  ♦ 

■ 

=^e-"'  - 


Da  nun  (He  Quadrate  von  den  beiden  Diagonalen  unseres  Vierecks 
angedruckt  werden  durch : 

«ad 


e^ 

■ 

c* 
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so  'ergiebt  sich  leicht,.  da«8  die  beiden  Dlagotialen  einander  gleich 
eind. 

Nacfi  dee  obigen  Ausdra<?if«n  %  ^|/,.  gi^,  .if^'*,^  etc.  Ut 

y^^^  'r  ,   :  . 

 ^ 

un4  «benso 

=        V  +  «a*— 2e«, 
lind  da  ausserdem  offenbar 

ist,  60  folgt  aUerdiogs,  daaa  die  beiden  Diagonalen  einandei 
gleich  sind. 


fi-  1. 

Dieser  lür  die  in  der  Ebene  gebildeten  Vierecke  leicht  nach 
weisbare  Satz  lässt  nun  eine  interessante  VeraUgemeioerung  au» 
indem  sich  derselbe»  ebenso  wie  der  andere  die  Orthogonalitit 
der  Seiten  betreffende,  auch  anf  ähnlich  gebildete  Vierecke  aaf 
dem  EUipaold  ausdehnen  iSsst 

Beschreibt  man  nämlich  um  zwei  Nabetpunkte  des  Eliipsoids, 
die  einander  nicht  diametral  gegenüberliegen,  solche  Curven,  dass 
die  Summe  oder  die  Differenz  der  kürzesten  Linien  auf  dem 
£llipsoid  awischen  den  beiden  Nabelpunkten  und  den  einaeine» 
Punkten  der  Curye  fortwährend  constant  bleibt»  so  erhält  oiao 
die  beiden  Reihen  der  Krfimmungsiinien  auf  dem  Ellipsoid,  so 
dass  also  die  eine  Reihe  der  Krämmungslinien  In  Bezug  auf  dir 
beiden  Nabelpunkte  den  um  zwei  Brennpunkte  besehriebeuev 
Ellipsen,  und  die  andere  Reibe  der  Krümmun&^slinien  den  um  die- 
selben beiden  Brennpunkte  beschriebenen  Hyperbelik  in  der  Kbeiie 
entspricht.  diee>  der  Fall  ist,  woilcn  wir  erst  nachweisen. 
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•  Rweichnea  wir  di^  ätk»  Aten  eflies  Ellipsoids  nill  a,  b,  e 
(wir  wollen  annehmen»  da«8  a>/^>c  Ist),  so  ist  die  Gleichung 
des  Ellipsoids,  auf  die  drei  ^xen  desselben  bezogen: 

Um  aber  die  Gleichung  für  die  kürzeste  Linie  aaf  dem  £liip- 
soid  zu  bestimmen^  müssen  wir  ein  anderes  Coordinatensysteni 
•uifübren,  indem  wir  die  Punkte  auf  dem  Ellipsoid  als  die  Durch* 
Schnittspunkte  des  EUipsoids  mit. je  zwei  confocaten  Flächen 
sweiten  Grades  ansehen«  Es  lassen  sich  nftmiich»  wie  sich  leicht 
saehweisen.  iSsst»  indem  man  die  Werthe  tou  u  aas  der  Gleichung 


für  oirion  beliebigen  Punkt  {w,  i)  unseres  Ellipsoids  bestimmt, 
durch  jeden  Punkt  desselben  ausser  dem  Ellipsoid  selbst  zwei 
Flächen  zweiten  Grades  lep;en,  welche  mit  dem  gegebenen  Ellip- 
soid confocal  sind,  ein  einmantli^es  und  ein  zweimantliges  Uyper- 
Meid^  weiche  atfsgedrückt  werden  durch  die  Gleichungen} 


worin  die  Grössen  ^  und  v  so  beschaffen  sind,  dass  die  eine 
▼on  Ihnen  swischen  c^  und  6*«  die  andere  zwlsclieii  0*  und 
Ifegt.  Nehmen  wir  an ,  dass  fi  zwischen  c*  und  v  zwischen 
6*  und  liege,  so  dass  die  Gleichung  1(9«)  das  einmantlige,  die 
Gl^ichuns:  (3^)  dad  zweimaotlige  Hyperboloid  ausdrfickt:  so  er- 
halten wir  lür  die  rechtwinkligen  Coordinaten  der  Punkte  auf  dem 
Ellipsoid  durch  die  Verbiuduug  dtif  drei  Gleichuu^^eu  (3),  (3^) 
uwd.(3*):    .  ■  ■   "  .  » 
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Auf  diese  Webe  haben  \\\t  ouu  die  Punkte  des  EÜipsoids 
auf  zwei  Coordioat^n  f»  und  v  bezogen,  welche  die  Argamente  der 
beiden  Reiben  von  confbcaleo  Flächen  zweiten  Grades  sind,  der 
einmantllgen  und  der  «tveimantligen  Hyperboloide,  oder  avA 
da  die-  ünrefaeeboitte  dieser  beide»  Reiben  von  FiScfaen  aitidas 
Ellipeoidy  me  sneret  Dop  in  gezeigf  bat«  die  beiden  Reiben  Tat 
KrOmmungelbiien  nnf  dem  Ellipaoid  bilden,  «reiche  die  ArgOBeote 
der  beiden  Reihen  ron  KrftnmangfiBlfnien  sind.  fWiren  #fr  nini 
statt  der  Omrdlnaten  f*  und  <y  svrri  Wüiicelcoordinaten  9  und  ^ 
ein,  indem  wir  öetzeu:  ' 

^^-^ _ .  ^ .  21=:^— i^*^«,a  ' 

j^H^  =  tg  t*»  ^rz^ = cotg  V», 

ao  daaa 

fta^.eoa^^'l'C^-M^S  y^o^eee^^'^.aioT' 

wird:  so  erhalten  wir,  indem  nir  diese  Wertlie  von  ^  und  v  io 
die  QJeichuog  (4)  suhstituiren : 


V    — c* 
(4«)   ^  ^  =  6.8in^,cos<p, 


e 


cosi|iV^  a*.C08  9)^4-6^.  sin  9* — c*''. 


wo  9  und  wieder  die  Argumente  der  beiden  Reihen  von  Krüm- 
mungfilinien  sind,  ao  daaa  einem  bestimmten  Werthe  voa  9  od«r 
vielmehr  von  eine  KrGmmongaltnie  der  einen  Reibe  und  einem 
beatimmten  Warthe^  von  eine  Krdmmungalinie  der  andeico 
Reibt  entspricht  Es  werden  nacb  dieaem  CoordinatenaysteiD 
alle  auf  dem  Ellipaoid  liegende  Punkte  umfaeat  werden»  weno 

TIP  9I( 

man  9  von  — ^  bla  -f     ^  "  eratrecken  läist 


8.4 

Für  die  kärzeate  Linie  auf  dem  Ellipsoid  hat  man  nun  (vgl. 
die  Abhandlung  von  Joaehinisthal  ühcr  die  kürzesten  Linien 
und  die  Krammungslinien  nnf  den  Flächen  zweiten  Grades  ia 
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Grelles  Journal,  XXVi.  8.158.)  in  Bezug  auf  die  rechtwinkli- 
gen Coorclio^iteii  der  a;,      z  die  Gleichung: 

«rorlo  C  die  willkührliche  Constante  bezeichnet,  wvHthe  durch 
die  Richtung;  der  gedachten  Linie  io  einem  beliebigen  Punkte 
bestimmt  wird. 


,  Fohren  .wir  in  dieser  Gleichung  staU  der  Coordinaten  4?«.  jr*  ^ 
die  im  vorigen  Paragraphen  aufgestellten  Coerdlnaten  9  und  ^ 

ein,  so  erhalten  wir  eiatlich  vermittelst  der  Formeln  (4^J;  . 


a26«ca(^4t  + 1^  4:^^  ==  (a2 .  cos  yH^J*^  •  sio  cos 

ferner  ergiebt  sich  uus  den  Formeln  (4^)  durch  Differentiation: 

V  fl* — c* 

(6*  —  c*) sin g) . .«ini/^ .  cos 
dy  =  —  ^(äin^.sin  i/^.r^g?  —  cosqp.cos'V^.cfi/;), 

I 

e        I         —  A*)cosii^.sin  0? .  cos 

dx  s     -  >  _■      I  ^         —  ^  acß 

Vo«— c«  i     a*.cosg)*  +  A«.sin9*— c*  1 

-l- sin ^  V«^ . cos V*  +     ein 9«— c« . rf^ | } 

aiMi  hienuis  erhSlt  man; 

» 

4"  dSy«  H-      =.  l  (a* — cos  tp^  1-  (Ä«  -  c*)  si  n  ^«  I 

j     . coe -i-  6^ .  sin  y^rfy^     (^/^ .  cos  t//^  f  c'^  sin  i 

«Lr^    ffn^  iJz^ 

+  ^  +  ^  =  Ua«  -  6^  cos  9^«  +  (6^  -  c«)  si  n  9^ ; 

?:coi^H^.ain9*^  ^  a« --^.eoeij^^e«.  einigt  1 ' 

Bo  dass  eich  für  die  kücaeele  Linie  auf  dem  ßUlpeoid  Ana  dQr 
<»leiobQttg  (6)  die  Gkielumg  ergiebt:  .1 
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r 

odor  auch  die  Gleichung: 

(gg.  cos     4-  6^.  ^In         " .  ros  t^'^  4-     .  sin  ^'^ ^ a%'^c'^C)dxp'^ 

a*.C089*-f-6*.siii9* — <?• 
(6*cos      c'si  n  T^2)(a«  cos    -f  6'  si  n  <p«-~  g«fe VC)il^^^    , , 

Durch  Integration  dieser  Gleichung  «rhalten  wir  -dann  endlich, 
indem  wir  mit  «  eine  wülkürlicbe  Constante  betelchnen»  als  Glel- 
cbnng  der  kfirsesten  Lfnie  auf  dem  ElKpBoid: 

(7) 

V^a*.  co8  <jp^  +  Ä'-^ .  »in  9* . 


V  4ifl.eM^fH6*:m9^^^  a».co89*4^«sln9^a^VC 


in  welcher  Gleichung  auf  der  rechten  Seite  nwiaehen  den  bnldm 
Integralen  offenbar  das  Zeichen  —  zv  nehmen  ist,  wenn  d(p  und 
dip  dieselben  Vorzeichen  haben,  d.  b.  wenn  die  Werthc  von  tp 

und  für  diu  in  Kede  stehende  Curve  zugleich  zu-  und  alineh- 
men ,  das  Zeichen  -f-  dagec^en,  wenn  es  sich  mit  den  Wertlien 
von  9  und  ^  umgekehrt  yerbält* 


fr  ö. 

\Vas  die  Rectification  der  kürzesten  Linie  auf  dem  EHipsoid 
lietrifft,  80  erhalten  wir,  wenn  wir  die  LSnge  des  liogens  dieser 
Corvo  mit  s  bezeiclmeu ,  also  dx^ -\- dy^ -\- dx^  =z  ds^  SGizeUy  ans 
der  Gleichung  (5)  mit  Rücksicht  auf  die  im  vorigen  Paragraphen 
lür  die  iu  jeuer  Gleichung  vorkommenden  Grössen  aufgestoUten 
Formeln : 
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inrammm0iiMe»  4^f^iih  itt^mtm  tteW^Bm  Viäteh^,  lM9 
X  (a«.  cos  gfli-ä^.Bm  ^*)(&* .  cos    + c*.  sin 


woraus  sieb  mit  Hülfe  der  Gleichung  (6)  ergiebt: 

=  I  (a« — 6«)cos  9« + (6«  —     sin  ^» ) 

^  1  a^.coS^^  +  S^.sin^a— c«  ^  o*— 6*.cost|i* -c^.säd^*!  ' 

hieraus  erhalten  wir  dann  leicht,  indem  wir  vermitteilst  der  Glei- 
cbang  (6^)  dUf  durch  dq>  ausdrücken:  ^  i 


V Ä*.coj> (jp-  +  6* . sin  tp^ —    V     .  cos g?-^    6* . sin —  a^ö^c^C ' 

wo  die  rechte  Seite  mit  dem  Zeichen  -f*  >Q  nehmen  ist,  weqn  ds 
ttd  li^  dienelben  Vorseicbon  hafoepj  mit  dem  Zeichen  W  Äage» 
gen,  wenn  die  Vorzaichen  von  di  und  1^9  entgegengesetzt  sind; 
nimmt  man  den  Bogen  der  Corvo  in  einer  solchen  Richtung,  das« 
mit  demseiben  die  Werthe  von  q>  Air  die  kürzeste  Lbiie  'i^df  dem 
EHipsoid  grosser  werden,  so  kann  man  auch  das  Zoiehen  — >  ver- 
nachlässigen, und  man  erhält«  da 

,  (a«— 6«) cos  92^^62  _c2^gin^a 
=  (a*  .cos  9*  +  6«.«ln  9*)  —  (6*.  cos^*  +*  (i*.  sin 
«id  io  ROcksicbt  auf  die  Gleichung  (6«) 


d(pV .  cos  qy^  4-  • 


V  a!».  cos  92  -f  6*.  sin    — c«  •  V"  11*.  cos  g>* + sin  9* — a^MC 


ij'  V     -  cos  1/^'^  -f     .  8in  t//* 
hit>  durch  Integration  der  f&r  di  abgeleiteten  Glel^hang: 
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/ 


d(p(a^ .  cos  9*  +  6* .  sin  9'^)  ^ 


d^;(6^^  cos     -f    .  sl D  i/;^) i  


in  welcher  Gleichung  die  Integrale  zwischen  den  gehörigen  Gren- 
zen ztt  nahmen  sind,  die  durch  die  beiden  Endpunkte  der  !n  Red« 
«tehenden  Gnrv^  bestininit  werden.'  Das  doppelte  Vmeichen 
vor  dorn  iweitea  Integral  enfaprlcfat  gätti  deih  swiefaeben  Zeichen 
In  der  Gleichung  (T),  deesen  Bedeutung  wflr  schon  im  vorigen 
Paragraphen '  angegeben  haben.  Da  nach  nnserer  Annahme  Ü» 
Wertbe  von  <p  för  nosere  Gnrve  mit  dem  Bogen  derselben  Imme^ 
wachsen,  so  wird  für  das  erste  Inte^^ral  der  Gleichung  (8)  die  uo« 
tere  Grenz©  einen  kleineren  Werth  haben  als  die  obere;  nehmen 
wir  damit  übereinstimmend  auch  beim  zweiten  Integral  den  kleine- 
ren Werth  von  tj}  immer  zur  unteren  Grenze  ,  so  können  wir  in 
der  Gleichung  (8)  das  untere  Vorzeichen  ganz  vernachlässigen. 


•  j.  d. 

Was  die  Constante  C  betrifft,  so  haben  wir  schon  bemerkt, 
dass  dieselbe  durch  die  Richtung  der  kürzesten  Linie  in  einciu 
beliebigen  Punkte  bestimmt  wird;  es  iSsst  sich  aber  die  Bedeu- 
tung derselben  noch  genauer  ancr^hen.  Denken  wir  uns  nämlich 
durch  den  Mittelpunkt  des  Etiipsoids  eine  Grade  gelegt,  welche, 
wenn  wir  die  rechtwinkligen  Coordinaten  in  Bezug  auf  die  Axen 
des  Ellipsolds  mit  h  ^»  t  bezeichnen«  dnrch  die  Gleichung 

dargestellt'  werde*  so  sind  offenbar  die  Coordinaten  der  Pnokte, 
In  weichen  das  Bllipsoid  von  der  Graden  gesclinltten  wlrdt 


^0' 


wenn 


gnsetit  wlrd^  nnd  es  wird  daiier  die  LSnge  des  haltm  von  hr 
QNdm  gebHMeil  Dttl^«Mtv  arusgedrilcitt  doHsH  $ ' 
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mmwuMfüMm  mf^iOm  Miasma  peMtf^m  lM9t9\fne.  ts0b 

Uenimdi*  stpüt  den  Aimbttck  •  >  . 

^^^^    » 

«•  +      ^"  c*/ 

die  Länge  des  halben  Durchmessers  vom  EHipsold  dar,  des^eii-. 
idichtung  d«r  Tangente  4er  kürzesten  fjinie  im  Punkte  (sf^^y»  s) 
parallel  ist  Bezeich  neu  wir  daher  diesen  halben  Ourcbniea^cir 
mit  D,  und  die  Entfernnng  des  Mittelpunktes  von  der  Tangen- 
tialebene dee  EUi^soida  im  Punkte  (a:,  y,  z),  welche  dnrch  die 
Gleichung        ,         '  ^ 


■  * 


dargestellt  wird,  mit  P,  so  haben  uir,  da  dann  nach  den  Elefnea* 
teo  der  analytischen  Geometrie 

|«=   !  L 

ist,  mit  Rfid»icht  auf  die  Gleichung  (5): 

1 


(9)  p^m = 


§.  7. 


Unter  den  Nabelpunkten  einer  Fläche  versteht  man  nun  nach 
Monge  solche  Punkte»  in  welchen  die  Krfimmung  der  Fläche 
nach  allen  Richtungen  dieselbe  Ist;  auf  dem  Ellipsoid  giebt  es 
vier  soJchjBr  Punkte«  deren  rechtwinklige  Coordinaten  in  Bexug 
auf  die  drei  Axen  des  EUipsoids  (vgl.  z.  B,  €•  F.  IL  Leroy, 
Analyse  appliqutfe  ^  la  G^omölrie  des  troii  dimön- 
äioüö»  ^.429»)  ausgedrückt  werden  durch: 


and  welche  die  Eigenschaft  haben ,  dass  iiDr  sie  s/ich  die  beiden 
KtOmmungsfinien  auf  cSoe  einzige,  nSmIlch  auf  die  durch  die 

pQsste  und  kleinste  Axe  des  EJlipsoids  gelegte  Ellipse  redueiren. 


> 
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»  £^s  Üi8itt  sich  leicht  nachweisen,  (vgl,  ^eroy«  .A^^'-'  N'P^^ 
Gi£ Olli,  des  trois  diin.  |.214),  liass  die  ki, diesen  «Nubelpcflkteii 
an  das  ^Hipsoid  gelegten  TangeDtialebeaeii  de«  Kreisscboltteii  dt» 
EtVpsoids  parallel  sind,  itorans  steh  mit  Rüdesieht  naf  die  ha 
vorigen  Paragraphen  aufgesteltte  Gleichung  (9)  ergiebig  dass  £Br 
alle  kürzesten  Linien,  welche  durch  die  Nahelpunkte  gehen»  an- 
^re  Coostante  C  denselben  Werth  erhält. 

Was  die  im  Obigen  eiegefilhrteo  Coordioaten  9  und  iß  be- 
trifft, so  wird,  wie  sieh  ms  den.  io  §.  3,  aurgeetelUeB  GleiebtiDgeo 
(4«')  ergiebt,  fiir  die  beiden  auf  der  positiven  Seite  der  Ebene  der 

xy  liegenden  ^iabelpunkte: 

* 

i|;  =  U,  9=4--^  oder  ^  =  ü,  9  =  —  -j» 

und  für  die  beiden  auf  der  negativen  Seite  jener  Eigene  kiefind- 
liehen: 

WO  von  den  doppelten  Vorxeiehen  ftlr     das  Zeichen  -|-  fiir  die 

auf  der  positiven  Seite  der  Ebene  der  yzy  das  Zeichen  —  für 
die  aul  der  negativen  Seite  derselbeu  Ebene  liegenden  Nabel- 
puni(te  gilt. 

{•  a 

Denken  wir  uns  daher  die  kürzesten  Linien  durch  die  beiden 
Nabeipunkte  gehend,  welche  auf  der  positiven  Seite  der  Ebene 
der  liegen,  so  mässen  wir  für  unsere  Integrale  in  der  Formel 
(8)  als  die  einen  firattsMi  lo  Besag  auf  einen  der  Nabeipoolds 

9  =:  -f  ^  und  ^  =  ü  und  in  Bezug  auf  den  anderen  9= — jmd 

V«0  nebmen»  Wir  erhalten  daher  fllr  die  Cnrven,  fiir  welche 
die  Sinnme  der  Entfernungen  der  elnaelnen  Pnnkte  von  den  if- 
wihnten  beiden  Nihoipiuik^»  anf  den  fcarsesten  Linien  des 
EUipsoids  gemessen,  eonstant  ist,  wenn  wir  diese  constante  Summe 
durch  iS  und  die  in  der  Formel  (8)  nach  q>  und  t/;  zu  inte^rrren- 
den  Funktionen  resp.  durch  F  und  G  bezeichnen,  die  C^ileicbopg: 

n 

n,  ^  9  O 


Digitized  by  Google 


I 


Die  beiden  Integrale  nabh  ^  w  erden,  wie  man  au»  dem^au  £ode 
von  §,  fiu  Ueaagfen  leicht  einsieht,  immer  dasselbe  Zeichj»^  erhal; 
tMr,  und  xwar  das  Zeichen  — ^  wenn  die  obere  Grenae  ^  aii  bchea 
0  Qod  das  Zeleb^  4  dagegen,  wenn  dieselbe  awiscdien  — » 
oad  0  llegf.  VOr  die  Intejgirale  nach  q>  Ist  das  doppelte  ¥ofzei» 

eben  nicht  erforderlicht  du  wir  9  sish  aar  von  — ^  bis  -f^  et' 
itrecken  lassen* 

,Da  oiiD  nach  dem,  was  wir  im  vorigen  Paragraphen  für  die 
Gmtaiite  C  gesolgt  haben,  die  nach  9  und  ^  za  integrirenden 
Fanctionen  in  den  Integralen  der  anfgestellteB  Gleichung  diesel- 
ben sind,  so  können  wir  ßlr  dieselbe  auch  schreiben : 


oder: 


n 
§ 


betglebt  sich  demnach,  dami  Afr  die  In  Rede  btfAiesden  Cnt^ 
m  das  Integral 

1  P"^  f^i^  (^^»  cos  1/;»  4-  c^.sin^«)!  

1/     V  «»-6».cos^^^c«,sin^  V  a«ÄVC-6«.cos^<J».sinij>» 


einen  c^instanten^ Werth  erhftlt,  was  nur.  der.  Fati.MUt  kaub'  wenn 
liff,  also  auch  constant  ist  Einem  eonstanlen  Weethe.yeii 
1**  cntepriphi  aber  eine  bestimmte  Krüsnnwegsriide,  und  es  Ist 
diiber  die  Linie,  welche  anf  dem  Elllpsoid  am  die  beiden  beaelch« 
neten  Nabelpunkte  auf  ähnliche  Weise  gebildet  wird,  wie  in  der 
Ebene  die  Ellipse  um  ihre  .beiden  llireonpnnkte,  in  der  That  eine 
Krünuiiuiigslinie. 

FQr,.  die  Cnrre»  för  weiche  die  Differens  def  beiden  erwähnten  « 
SstferMinge«,  auf  des  kfirsesten  Liniett .  gemessen ^  consti^nt  ist,, 
•ehalten  wir  femer,  wenn  wir  diese  constante  Dlierens  durch  D 
beifliehaeD>  die  Gleiehnig: 

eier  da 

Tkeil  XXXUI.  2r 
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bt»  die  folgeDdei 


Hoiür  uir  auch  schreiben  kOnneo: 

n  n 
"t  "i 

«nd  wir  kommep  daher  hier  auf  deo  Schlnaa,  daaa  das  lnteg;ral 

 dip  (gg .  cos     -f    .  sin  y^t  


einen  constanten  Werth  bekömmt,  was  mir  der  Fall  sein  kann, 
tveon  q>  constant  Ist;  und  da  eioem  constanten  Werthe  voo  (p  eine 
Krummungsiinie  der  anderen  Reihe  entspricht,  so  habeo  wir  bi^r 
mit  fär  die  beiden  auf  der  positiTen  Seite  der  £bene'  der  xy  Tie' 
genden  Nabelpunkte  nachß^ewiem»  daea  die  um  sie  nach  der 
Weise  der  Ellipsen  beschrieheneo  Carveii  die  KraminimgsliDiea 
der  leinen  Reibe  tind  die  um  dieselben  nach  der  Weise  der  Hypcr« 
beln  besdiriefaeoen  Curven  die  Krfimmungslinien  der  andeMi 
Reiha  sind. 

Ganz  auf  dasselbe  Resultat  wären  wir  gelcommen»  wenn  »il 
statt  der  beiden  auf  der  positiven  Seite  der  Ebene  der  9jß  lic^^ 
den  Nabelpunkte  die  beiden  auf  der  negati?en  Seite  derseibsa 
befindlichen  genommen  hätten ;  denn  dann  h&tten  wir  nur  ata  die 
eine  Grenze  der  Integrale  nach  statt  0  den  Werth  oder 
n  nehmen  misse» ,  je  nacbdsm  ^  swisthen  0  und  -f  n  eder 
swiscben  — n  und  0  Hegt 


Nehmen  wir  swei  Nabelpunkte,  die  auf  derselben  Seite  der 
jfz- Ebene  liegen,  so  wird  die  Sache  umgekehrt.  Legen  yir  nSin* 
lieb  den  Zeichen  8  und  D  wieder  dieselbe  BMentnng  wie  hi 
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vorigen  Paragraphen  bei,  so  erkalten  wir  für  die  Curven,  welche 
um  die  beiden  auf  der  positiven  Seite  der  yz-Ebene  liegenden 
Nabelpunkte  nach  d^r  Weise  der  EUlpsen  beachriebM  «ind,  ilir 
positiFe  Wef  the  vont  ^  die  Gleichung : 


7t 


/»a  />a  />7t 

Sz=J     F.dgf^J     G.d^-k^J    F.dtp^J  G.d^, 

uod  für  negative  Wertlie  von  ^  die  folgende  t 

9  ♦  9 

Da  nun  aber  für  den  ersten  Fail 

0^0 

und  für  den  zweiten 


und  ausserdem,  wie  man  ans  der  Beschaffenheit  der  Function  >G 

■  ■ 

leicht  ersiebt,  ■  ' 


» ß 


G.d^sstJ  G.dt^ 


ist«  «o  erhalten  wir  sowohl  fnr  positive»  als  auch  för  sei^atiVe 
Werthe  von-^  die  Gleichung : 


■  * 


«Äcrs  ' 


/»'s  /»w 
5=2/    F.dv-J  Q,d^ 


»  0  * 

woraus  ersichtlich  ist,  dass  in  Bezusf  auf  die  in  Rede  stehenden 
beiden  Nabelpnnkte  für  die  den  EUipseo  eotsprtchenden  Curven 
9  constant  wird. 

Für  die  4en  %perhebi  entsprecbeMen  Citrreii  «vhalteia  virir 
jelil  m  WeiAe  ;veii  ^.  siHsehCft  .9  iud  -t* 
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wl«r  da       '  ?       ...  ^ 


0  o 

woran«  aioh.  ctgi^bti 


0  o 

und  ffir  Werthe  von  ^  swiacheo  —  n  und  0  erhalten  wir  jebt: 

D^^-^J*""  G.d^f^-J*'^  G.di^f, 

oder  da 

G.d^^J  G.dif^ J  G.d^ 

iat: 

/O  /*  0 

G.d^—y  G.dii;, 

vvotür  wir  auch  «chreibeo  kuoiien,  da  .  » 

G.d^=J  G.d^ 
— jr  o 


und 


y>  0 

ist: 

O  0 

Wir  kommen  daher  alierdiogs  auf  den  Schluss  ,  da^s  in  Bezug 
auf  die  io  Rede  stehenden  beiden  ^^abeip||ukte  für  die  den  Hyptf. 
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KrämmunffBÜHien  auf  dem  EUifisaiä  gebildeuu  Vierecke. 

befd  entsprecliRnden  Curven  dt'«/'»  aiso  auch  i/^*,  constant  wird. 
Zu  demselben  Resultate  wären  ^vlr  uiecier  gekommen,  wenn  wir 
statt  der  auf  der  positiven  Seite  der  Ebene  der  ^2  liegenden  Naliel- 
pnnkte  die  lieiden  auf  der  negativen  Seite  derselben  befindlichen 
geuoDimen  hätten,  deoi|  dann  bitten  mr  nur  für  die  eioeo  Greo- 

seo  der  Integrale  nach  9  etatt  4-^  den  Werth  —  ^  nehmen  mfissen. 

Es  ist  somit  allgemein  naehgewiesen,  dass  auch  fiBr  zwei 
Mabelpunfcte«  n*elche  anf  dersellien  Seite  der  Ebene  der  y%  lie* 
gen,  die  um  dieselben  nach  der  Weise  der  Kegelschnitte  beschrie* 
benen  Curren  Krummangsliuien  sind,  und  zvrar  die  nach  der 
Weise  der  KUipsen  beschriebenen  solche,  welche  vorher  den  Hyper-  • 
beln  entsprachen,  sovfie  umgekehrt  die  nach  der  Weise  der  Hyper- 
beln beschriebenen  solche,  welche  für  die  auf  derselben  Seite  der 
j:y*£bene  liegenden  JNabeJpunkte  den  Ellipsen  analog  gebildet  waren. 

*  * 

Nachdem  wir  also  dargethan  haben ,  dass  In  der  That  die 
KrOmmungslInien  des  Elllpsoids  gleichsam  Ellipsen  oder  Uyper- 
beln  sind^  die  man  um  zwei  anf  derselben  Seite  der  xy-  oder  der 
3|{«  Ebene  liegende  Nabeipunkte  beschreibt,  wellen  wir  jetzt  on* 
tenneheo,  ob  aneh  den  von  diesen  Cnrven  gebildeten  Vierecken 
die  Eigenschaften  zukommen,  welche  wir  als  den  auf  ahnliche 
Weise  In  der  Ebene  gebildeten  krummlinigen  Vierecken  eigen- 
tbümlicb  erkannt  haben.  Die  OrtbogonalitSt  findet  offenbar  auch 
hier  Statt,  denn  dass  die  beiden  Reihen  von  Krümm Agslinien 
Mch  unter  rechten  Winkeln  schneiden,  bildet  eben  eine  Grund- 
eigeoschaft  dieser  Curven. 

Was  die  Entfemongen  der  gegenfiberstehenden  Eckpunkte- 
betrifft,  so  können  wir  denselben  hier  sowohl  die  gerade  Linie, 

auch  die  kürzeste  Linie  aut  dem  KUipsoid  als  Maass  zu  Grunde 
legen,  und  wie  für  beide  Fälle  das  Verhältniss  jener  Entfernun- 
g«o  beschaffen  ist,  darauf  wollen  wir  nun  unser  Augenmerk  richten. 

- 1 

§.  11. 

'  Betrachten  wir  zuerst  die  directen  Entfernungen  der  gegen- 
überstehenden Eckpunkte,  so  ergtebt  sich  för  diese  leicht,  dass 
«^ie  einander  gleich  sind.     Bezeichnen  wir  nämlich  die  Werthe 

.  von  9>,  welche  den  beides  Krtimmungslinieo  der  einen  Reibe 
enlfpreehen ,  mit  tpi  und       und  die  Werthe  von      welche  den 
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Mden  Krünunungeliiiieii  4l«r  anderen  Reihe  entsprechen;  ttiit 'i^i 
und  '^2;  ferner  die  rechtninUii^eii  CcMirdraaten  de»  Punktes,  in 
wefchem  sich  die  beiden  Krümintingslinien  cpi  und  1^1  «ichneiden, 
mit  Xi  t  fit  t  dieselben  (irösseii  in  Bezug  aaf  ^1  und  i;  ^  '"'^ 
äff",  7/1" y         in  Bezug  aui  '^i        ^1'»  ^a'»  V» 

lieh  in  Be«iig  auf  9^  ^'^'^  V^a  i"^^  •       kommt  es 

darauf  an»  sa  ontersachen,  ob 

Uli 

I^acb  den  in  §.3.  unter  (4*)  aufgestellten  Formeln  ist  nuo: 


Xi  =  ^  ^    ^sinyt  V  «*-^6'^.cos      —  c^.sin  Vi''» 

^  J.  .    I      •  1  -  '  -  -  ^   ._  l-      <  II  IUI    I       . .  _ 

V    — ~  • 


Xx**  SS  77=T^ — 5  s'H  yi  V  a*—  6* . cos  Vi*— c*.sijn^a* » 
V  — 

yi'i=s^,lgnyji.cos9>i, 

ipy  =  w  ^    ^cos«/<aV  a^.cosy|*+ ^^.iiny^* — c^i 
SS  ^  ^      sin  ya    a*— 6*,co8i|;,^— c*.»in^i* . 

4? 


cos  i/;^  V  <ii*.  €06  9>a^ — » 
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i(rßm^^nt^,  auf  d,m  ElUfnfM  ^UbUm  Vi^uke.  407 
^fld  »US  dh^n  Formeln  «r^teht  man,  diM         ^      ^  . 

itt.      Wdht  «|«ber       aoch  übrig,  zu  untersuenen,  od 

Nach  den  für  die  Coordinaten  der  ^ckpaDkte  unseres  Vier* 

ecks  aufgestellten  Formeln  ist  nun: 

1  -  . 

+  6^cos94».sin^j^i*+ji;:-iC08tp|2(a«.cosg>j2  +  ö^.sin^i«— i^, 
und  da       '         '      **  ' 

«^•ing»i«-«».c«.8in9i«.8inti*+«*.c'-co»yi*<^«s^i*~<^-^'**'^i^ 
=    .  sin  (fi^ — c» .  §in      +    .c* .  cos^«— C*.  coa^i« 

« 

und  ferner 

__g_8io^a.co8i^iHÄ^co8  9i*.8in^i*+i^iJji 

=^6»(co89i*  — cosi^/|*)  . 

bt.  8o.  erhalten  wir :  . 

jti«+y4«-|%i«=a«.8ing»a*+6*(cosyi*-  cos  t,^)  fc^.cos  Vi 
anf  dieselbe  Weise  ergiebt  sich  aus  den  obigen  Formel« : 

«i'*»  +  «t''*  =         Vi*  +  6*(cosyi«— cos  V)  +  c**co«^a^ 

*•*  ^-^'^  =a*.»inW^  +  ^*(<^<>»9>8*^«08i|;i«)  +  c^coäi|;i*, 

und  bieroit  ist  die  Richtigkeit  der  Gleiebnng 
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408      Plagemann:   Einige  iif^{ifrkum^^^^ 

und  daher  auch  die  Gleichheit  der  directen  Entfernungen  der 
s;'es^nnher«tehenden  Eckpunkte  unseres  Vierecks  ^l|ef^ing«  dar- 
gethan.  '        ■      '    '  '    '        '  '  * 

Betrachten  wir.  nun  die  Entrernungett^Mer  gegeoubersteben« 
den  Eckpunkte  onseres  Vierecks 5  mdem  wir  bei,  dem  Abnimen 
dereelben-eieht  die  gera^le  Linie»  sondern  die  kürzeste  Linie  snf 
dem  EUipsoid  «u  Chriinde  legen«  so  werden  wir'nn^ti  ffh  diesen 
Fali  nachweisen  k8nnen,das8  jene  Entfernungen  einander  gleich  sind. 

Siml  u  ieder,  wie  im  vorigen  Paragraphen,  rpi»  (Pi'^  '»/'i . 
die  den  Seiten  unseres  Vierecks  entsprechenden  Werthe  von  9 
und  T^;,  so  halicn  wir,  wenn  \^  ir  den  Werth  der  Constanten  C  für 
die  kürzeste  Liuie,  die  durch  die  Punkte  (9P1,  i^^)  oud  {cp2,  i^z) 
geht,  mit  Ci  bezeichnen,  für  die  Bestimmung  dieser  Constanten 
nach  der  in  §.  4.  für  die  kürzeste  Linie  auf  dem  Ellipeoid  aufge« 
stellten  Gleichung       die  beiden  Gleichimgen.: 

im, 

<^&*c*C|  —     .  cos    * — c^.  si»  v>| ^ 
,  »  •  #1*. cos ^1*+ 6*  sin ipi*^— fl*A*<i'Ci 

•    {O'^.cos  \pi^  \  c'^.sin  ypi^)  (w^ . cos 6^ . si n y | ^ — c^) d^i ^ 

aH^c^C^  —  h^,  cos  t»^  —    .  sin  y.^^ 
.  cos  •  «i  •>  9a* — 

— (^''C08tfta*-fc«.sin^a»)(<i».  cos  y^«  ^  6«.  siny^»—  c^)  rft^^* . 
(f^.«osy^>  f     sin  ys^t<^-69.cos  ^«-i^.sio^s^)cf^** 


und  bezeifibnen  wir  lür  die  kürzeste  Lln^e,  welche  durch  du» 
Punkte  (tpii^i)  and.(ys,t^i)  cfeht,  den  Werth  der  Constanten  C 
mit  C^t  so  haben  wir  für  die  Bestimmung  von  nach  derselben 
Gleichung  (6^)  die  beiden  Gleichungen:  ,  ^ 

(10*) 

i*,cos^i* +d'*.slny,^— «"AVCt 

'   ^  (62. c<»s  . sin . c«)s g), > 6» . siny^«  -  t*)  r/ V 

(ö^.cos +  Ä^sin yi'^)         6* cos • Va^) ' 

««6«c*r^  ~  6* .  cos  i|;i«--;£»^ini[;i« 
«2 .  CU6  (^2'-  f  6*^ .  sin  y^'^— a*6*c'^ f  2 

(6*.  cos  jfi^  4-  c».  sin  yi,  ^)  (o»  cos  y^»    6«>  sin  y^* — c^)  r/i/;, « 
^  (a^.cos  y,^  f  6«.sin  y^^)  (««  -  Ä«.  ces     -  c«:8ln^i)«rf^f»i** " 
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XHmmsimffsmtieH  wir  äem  &H^4  9$Mkl€im  Vieredl»,  409 

^  BAM^i'eto  Vir  dl^;  beiden  Gleichnngpn  <1Q«)  upi  rdki.Mdte 
Gldchnl^eii  (10^)  mit  einnnder,  «o  werden  die  rechten  SMtenr.der 
beiden  no  entefehenden  Gleiclbnngen  identisch,  and  wir  erlialten 
dnrch  die  Combioation  dieser  Gleichungen«  wenn  wir 

.  cos  9P|^  -f  6^  •  sin  9^1^  =     >      •  f 9n^  -|-    .siu  ^  » 
fr^^c^i/'i^+c^.ain^,«^  cos  1/^1«  + c«. sin '  . 

seUeu,  die  Gieicbu»g; 
oder: 

(11)  (Ai-^,)(^i-^eE)Ä-<2>i)(X.-<D4) 

Diese  Gleichnng  ist  in  Bezng  auf  eine  qoadmtiscbe,  nnd  nie 
wird  Mcb  daher  in  swei  Gleichungen  vom  ernten  Grade  serlegeii 
lissent  Ten  welchen  Jede  einen  bennnderen '  Werth  flir  Ä\  liefert« 
Da  die  obige  Gleichung  durch  Xi^sX^  erfüllt  wird,  no  wh'd  die 
eine  der  beiden  Gleichungen  ersten  Gmden 

(11«)  ÄfÄ^^O 

sein,  und  die  andere  erhalt  man,  wenn  man  nach  Auflösung  der 
beiden  Producte  in  der  obigen  fileichung  die  linke  Seite  dersel- 
ben durch  Äi — dividirt.  Auf  diese  Weise  er^^iebt  sich  als  die 
zweite  der  beiden  GlelduingeD»  in  weiche  sieb  die  oMge  (|nadra- 
tisebe  serleisnn  Ümt: 

Es  mann  also  das  VerhSItoiss  swischen  JTi  und  JIT^  entweder  dnrrb 
diese  Gleichnng  oder  durch  die  andere 

dargestellt  werden. 

Ans  den  Gielcbungen  (1(V>)  nnd  (10*)  Ist  nnn  ern iebtUeb ,  ilsss 

£b>  (p^^-'tpi  und  ^2==  —  V^i  die  efnibeben,  nur  Be#»tii|||||||„^ 
▼on  C|  und       dienenden  Gleichungen  identisch  »erden,  ^iis^ 
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4i0      PlagematMu:  Eimge  ä^raerkmigm  uäer  äd£.  w/*  den 

äl^d  *^Sf  jene  Beziehungen  zwischen  den  Werthen  voq  9  uod  ^  • 
-4k^'Ceii9teifte  CgszzC^,  also  ^mh  Ji^i^^Ji^  ae'm  miis^. 

Da  fiir  9^  =  — 9>i  und  ^^ss-^^i  ancb  (Ps=:^i  und 
wird»  80  Temandelt  «ich  flir  diese  Bedingung  die  Gteidiung  (II*), 
wenn  wir  den  gemeiiischartlleben  Werth  von  0i  and  0^  mit  ^ 

und  den  gemeinscbatüicheu  Werth  vou        und  ^2         ^  ^ 
zeichnen,  in  die  folgende: 

'  oder»  wenn  wir  diese  Gleichung  durch  0—3^  dividtren»  jin: 

Sollte  sich  ans  dieser  Gleichung  Xt  =  X%  ergeben,  so  mtete, 
wenn  wir  dann  den  gemeinschaftlichen  Werth  aVt^C  von  aVc^Ci 
linf  a^VCs  oder  von  Xi  nnd  X^  mit  X  bezeichnen, 

oder 

m  * 

sein.   Da  wir  ffir  die  letztere  Gleichung  auch 

sehreiben  fcSnnen,  so  folgt«  dass  entiveder 

,X^(P  oder  J:=?F, 

d.  h.  . 

a?6VC=a2.co8y2+6*.shi9*  oder  a«6«c«C=6^co«^«-Hj*.«isf* 
«ein  mfisste. 

W^nn  wir  aber  einen  dieser  Wertbe  für  a^i^t^C  in  die  fiir 
die  kfirseste  Linie  aufgestellte  Gleichung  (d^)  einselaen»  so  Te^ 
wandelt  sich  dieselbe  in: 

liy^O  oder  <^=:0,  ' 

d.  h. 

■ 

^BsConat«  oder  ^^Coost, 

woraus  hervorgeht,  dass  die  je  zwei  gegenüberstehende  Eclcpunktc 
unseres  Vierecks  verbindenden  kürzesten  Linien  Krümmungslinien 
sein  mdssten,  was  nicht  der  Fall  sein  kann,  da  die  in  HeHe 
stehenden  kürzesten  Linien  Punkte  mit  einander  verbinden«  vrelcbe 
nichl  auf  deoseiben  Ktünimungslinie»  üegeD* 
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«ige  VerbiltMlist*iMi«i^  4  ati4/J[^  Hichl  «iigi«fcC«iiiNRA;ifft.wM«i 
4w»Ube  Kuller  dorc|i  ^te  andere  tileicliang  (11«)  dargestellt  wer- 
'dfBt  eacb  welcher 

>i      '  I  ■         '    .     >  . 
d.  h.    •      ;        '  •  *       '   ■ 

also 


13. 

Nachdem  wir  uns  so  davon  überzeugt  haben,  dass  die  Con- 
stante  C  für  die  beiden  kürzesten  Linien»  die  durch  die  gegen* 
über8tehenden  Eckpunkte  unseres  Vierecks  gehen,  denselben 
Werth  erhält,  können  wir  leicht  nachweiser^,  dass  die  Längen 
der  beiden  kürzesten  Linien  zwischen  jenen  Pankteu  einander 
gleich  sind.  ,  . , 

Setzen  wir  nändich  voraUvS,  dass  (p^^^i*  '^i*!>'H^i  '»t?  so  er- 
halten wir  aus  der  in  §.  5.  auTgesteilten  Gleichung  (8),  wenn  wir 
die  in  derselben  nach  cp  und  i/;  zu  inlegrirenden  Functionen,  welebe 
nach  dem,  was  wir  so  eben  für  die  Warthe  der  Constanten  C 
nachgewiesen  haben,  für  beide  kürzesten  Linien  dieselben  sind, 
wie  oben»  resp.  mit  F  und  G  bezeichnen»  für  die  Länge  der  Linie 
«wischen  den  beiden  Punkten  (tpi,  ipi)  und  (9^^  ijf^  sowohl«  ala 
anch  derjenigen  zwischen  den  beiden  Punkten  (91 » ^9)  und  ^|) 
den  Ausdruck:  '        "  ^ 

* 

and  wir  haben  somit  die  Gleichheit  der  Entfernungen  der  ge- 
genübersiehenden  Eckpunkte   unseres  Vierecks  nachgewiesen«, 
sowohl  wenn  wir  die  gerade  Linie,  als  auch  wenn  wir  die  kOr- 
zeste  Linie  auf  dem  Eiüpsoid  bei  der  Abmessung  derselben  zu 
,  brande  legen. 

Aus  dem,  was  wir  in  {.  12.  gezeigt  haben,  dass  die  Constanze 
C  für  die  beiden  kürzesten  Linien,  welche  die  gegenübers^^he^- 
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den  Eckpunkte  unseres  Vierecks  mit  einander  verbinden,  den- 
selben Werth  erhiiit,  kclnnen  wir  noch  den  Satz  ableiten,  dass 
jene  kürzesten  Linien  mit  den  KrCimmungslinien ,  welche  diareb 
ihren  Durchachnittepunkt  gehen »  gleiche  Winkel  hUdeii, 

Denken  wir  un^  tiäailich  in  jenem  üurchschnitt$:punkte  eine 
Tangentialebene  an  das  Ellipsoid  construirt,  und  bezeichnen  die 
Entlernunj^  des  Ellipsoid -Mittelpunktes  von  dieser  Tangential- 
ebene» wie  in  §.6.,  mit  P,  und  die  halben  Durchmesser  des  £llip- 
soids,  welche  den  Tangenten  an  den  beiden  in  Rede  stehenden 
kürzesten  Linien  in  ihrem  Durchschnittspunjcte  parallel  sind,  mit 
i>i  und  Z^fy  so  hab^n  vir,  da  die  Conatante  C  für  diese  helden 
Linien  dieselbe  ist,  nach  der  in  {.  6.  aufgestellten  Gleichung  (9): 

/»  pa 

und 

woraus  hervorgeht,  daas  Di=:D^  %t 

Wenn  wir  nns  alao  durch  den  Mittelpunkt  des  EUipsoids  paral- 
lel mit  der  erw&hntSn  Tangentialebene  eine  Ebene  gelegt  denken^ 
so  werden  die  Durchmesser  der  durch  den  Durchschnitt  dieser 
Ebene  mit  dem  Ellipsoid  gebildefeta  ErjUpse,  Welche  den  Tiftogep- 
ten  unserer  beldcfn  kOrzestenXiiiiieu  i«  ihrem  Dnrcbschniilspnnkte 
parallel  sind,  einander  gleich  sein. 

'  % V^i^  •  .  ff^r^^.^ ,  P V P  ^ »  gezeigt  bat  Orergl.  die  Ahbaadloiig. 
T^Jf  <t^<;^iii|st|ii^L  iq  Crelle^e  Journal*  X^VL^  S.  166.),.  sind 
die  Tangenten  zweier  sich  schneidender  KrQmmungsÜnien  in  jbram 
Darchschnlttspunkte  den  Axen  der  Ellipse  parallel,  welche  dareb 

das  Ellipsoid  und  die  durch  den  Mittelpunkt  desselben  parallel 
mit  der  Tangentialebene  in  dem  Durchschnittspunkte  der  Krüm 
mungslinien  gelegte  Ebene  gebildet  wird,  und  da  in  einer  Ellipse 
gleiche  Durchmesser  mit  den  beiden  Axen  j^leitlie  Winkel  bilden, 
so  ist  die  Hicbtigkeit  des  von  uns  aufgestellten  Satzes  bierotit 
dargetban. 
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Ii  . 


Integralion  der  linearen  DifferentialgleichDng 

Von 


Herrn  Simon  Spitz  er  j 
Profeisor  «a  der  Handel« -Akadcpiio  zu  Wien« 


Ich  babe  mich  mit  der  Integration  der  Gleichung 

schon  zu  wiederholten  Malen  beschäftigt.  (Archiv.  Band  XXVlil. 
Seite  254.,  Band  XXX.  Seite  82.)  Die  Gleichung  (1)  Ist  eio 
flpedeller  Fatl  der  Gieicbang  (2)  und  geht  aas  ihr  hörvöir»  #ölin  idiui 

w  =  l'T-2n  '  .  li  v,i 

aetst.   Da  ich  aber  bei  der  Integration  der  .  Gleichung  (2)  Meng  - 
poMve  Wertbe  von  m-l-*  TOtiMMMite,  so  will  ich  bf»r  <e%e% 
dtts  flieh  <rets4»ni  die  Gleidiaiig  (1)  auf  «hoilehe  llleiM  Irttagil» 
rea  lirat  Polgt  nan  genau  dorn.  Band  XX.VIil.:  Salle  9M.  a»ge^ 
leigten  Weg,  so  trb&it  laaBt 


woselbst  ti|,  it%  Wurzeln  der  Gleichung 
sind«  and        ergibt  «ich  au«! 

'  4 
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und  es  ist  iolglicb: 

unter  fi^ ,  ft^..,.fin  die  7i  Wurzeln  der  Gleichung  fi"  =  l,  und  un- 
ter Ci,  C^....C^  wiUkührlicbe  Coiistaote  verstandeo.  Man  bat 
daber: 

y  e«^»»*  [Q  e"" « + Ci  «"  £  +..M+  ft    ^]  du» 

und  als  Gleicbang  sur  ßestimmuAg  der  iute^rationsgreiiaeo  s 

B    •  /I,  /t4,  * 

Ii"  +  2    c«^«" . a:«-»  [ Ci^^  w -f  Ca e~  «"i -f . . . .  C« i*| =0. 

Damit  man  aus  dieser  letzten  Gteicbung  echicklicfaeGreDawertlie 
erhält,  wollen  wir  statt  tt  eine  neue  Variable  9  in  Rechnung  em- 
fübren  mittelst  der  Substitution 

'  1. 

alsdann  hat  man: 

vnd  als  Gielchnng  anr  Bestimmung  der  Gtemsens 


B 

Setzt  man  Toiftus,  dass  Ä  negativ»  l-^ii-^     aber  posühr  IbI» 

80  bat  man  9  =  0  und  t?  ~  er  als  Wurzeln  der  eb#ii  bingesiellteo 
Gteichung,  und  das  lotegfai  der  vorgelagtao  Gieiobung  (1)  ist 
alsdann: 

/»  B  J^.  /Ii»  it.» 

0-»- ;i  ^  [Ci  «■  *  -4-  C^e"  #  -f- . .  +  CW  ^^]dff- 

o 

So  hat  man  a.  B«,  falls  1,  B^n  ist,  die  GMdasgt 

welche  das  Integral  hatt 


Digitized  by  Google 


r 


Note  bezüglich  eines  zwischen  Differenzengleichungea 
und  IMffereatial^eiGhungen  BtattfiadendeH  ReciprocitSts- 

gesetzes.. 

Herrn  Simon  Spitzer^ 
ProfeMor  an  d«r  UuMtoU^AkMioinie  m  Wiea. 


Nachdem  mir  die  Sumroation  einiger  unendlichen  Kettenbxüab« 
gelungen  ivar,  atrebte  ich  naturlich  dahin,  noch  mehme  andefe 
Kettanbrüclie«  namtotlieb  dira  ibigoodali; 


a)       *(*)=«'+  1 — . 

<*+i^'+(-i+2jq::r.  '  • 

ivr  Saromation  zo  bringen,  und  obwohl  mir  dieses  bisher  nicht 
gelang»  bin  ich  doch  hierbei  zu  einem  sehr  beacbtMMnvet^M 
Satz«  gelangt,  den  miteathellen  icii  mir  biet  eiiaabe« 


Ans  (1)  folgt: 


aetzt  man 


folglich 


F(a:+1) 
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so  kommt  man  in  der  DlfferonsengioidMBg 

(2)  /  (;£  -h  2)  +  +  1)  —  t\x)  =  0, 

welche  nim  «ofsolten  Ist. 

Man  hat,  meine  Metbode  snr  Auflusung  von  Differenzenglei- 
chungen eiiischlageodj  fQr  F{x)  za  setzen  einen  Ansdnick  yod 
folgender  Form: 

und  erhält  dann,  unter  \  oraussetzuog  von  kzsif^^  cur  Bestimmoog 
▼on  /(r)  die  Differentiaigleichuog 

(3)  rV»  +  (r  +  l)r(r)-/lr)  =  0, 

welche  in  geschlossener  Form  so  IntegilreD  mir  hieher  nicht  ge- 
lang. Ich  werde  nun  versachen»  diese  DifereiitlAlgleiehttng  (3) 
mit  UHlfe  onendllcber  Reihen  so  Integriren»  nnd  setse  so  den 

behufe  /(r)  in  folgender  Form  voraiis: 

(4)  /(r)  =  4i  +      +  i<tt*  +  Jk^^A^-^...., 

unter  Af^,  A^^  ^i*  ^s»  <^4— •  constaute  Zahlen  verstanden.  Ans 
(4)  folgt: 

/"(r)  =  l.2il,+l3^3r-f3.4il4r*  -f  ..... 
f*%t)  =  1 . 2. 3Jt  4-  2.3.4il4r  -f  3.4. 5/1^    • . . . ; 

somit  ist,  diess  in  (3)  substituirend : 

-f  (3 .  4^4  -i-  2^* .  3^1  —  Ja) 

^  (4.5^5  -f  3*.4il4— 4>)r* 

+  (5 . 6 ^5  +  4« .  5  ^4 — 244)  rH .  • . .  «=  0 , 

tmd  damit  diese  Gleichung  stattfinde»  müssen  die  einseinen  Coe^ 
ficienten  der  Potenzen  vot  r,  nnd  swar  jeder  fir  sich,  verschwin- 
den, d.  b.  es  niu68  sein: 

24b^4o»  , 

2.3^,-1- 1.2ils=J,, 
3.4J4+2*.3Ja=54i, 
4«5il0  -i-^^AA^tBsA^  p ' 
5.Ma-t:4*.5il«=^, 
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Ä06  der  ernten  dieser  Gleichungen  folgt  t 


ans  der  zweiten: 


«••  4er  dritten: 

Qod  au?  deü  ^aUfienieinen  Gleichung 

* 

iulgty  wenn  man 


(p(n+l)  q>(»  4-  2) 


Mtzt:  •  ' 

9(fi  +  2)  +  itV(«+i)— qK«)*=0.  -         *  ; 

Allein  diess  ist  irenn!]  (lie  Gleichüng  (2),  Ton  der  wir  aü5?ging[en, 
oiuit  sieht  man»  datie  man  behufs  der  Integration  der  Oifferen- 
zengleicbnng 

(2)  h\x  +  2)  +  x^F{x  -f  1)  -  F(ar)  =  0 
die  Integral  der  Diferentialgleiehung 

(3)  irÄ/^'Cr) +(r  +  J)r«  -/fr) «:  0 

bedarf,  and  unigekehrt  bedarf  man,  behufs  der  Integration  der 
DifferentialgleicbuDg  (3)>  das  Integral  der  Differenzeugleicbung  (2). 

Di^  beiden  Gleiehnngen  (2)  und  (3)  hängen  daber  aof  eine 
Wfcwürdige  reciproke  Weise  von  einander  ab,  und  dürften  einer 
genauem  Untersuchung  würdig  befunden  Herden. 


Tiieil  XJ^XIII.  ,  28 
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Note  übet  aaeDdliche  Kettenbrüche. 


Tob 

Herrn  Simon  Spitzer, 
m  lor  UaadeU- Akademie  zu  Wien. 


Im  ersten  Su ppleroentbande  zn  KMl-eVB  matheroa- 
tUcham  WÄf  terbuche  Seite  655.  »t  för  den  Kettenbruch 


ialgeuder  Werth  ^tj^ebeu ; 

r  ''<'jm^2!'(^  +  l)(x  +  2)-*— '  . 


4er  «ttcli  iMcheteheede  Sehreibweiae  gestattet: 

V(jf)=r.  1  ^  

l.iUicfoU.  TraU4  4«  miti5iil  dimrentieJ  etc,  3.Bd, 
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Mnit 


Ich  twd«  pan       mmdlichen  Kcttiiibfuob 

2m 


2a:  +  3  +  ^ 


2a?+7  +  .... 

in  gescbiosseuer  Form  zu  bestimmen  suchen.  E&  Ut 

imd  wenn  man 

setzt»  so  kummt  ipan  zu  der  Differeuzenglcichong 

.  2m/-(^  +  2)  +  (20?  + 1) /][ar  + 1)  - =  a 
Setst  man  hierein 

80  erhält  man  snr  Bestfanmnng  ron  ^fy)  folgende  Differentiaiglelchung: 

(2r  +  2m — 2i)  ^"(r)  +  v'fr) — =;=  0, 
4fi  ftr  m=:X  sich  vereinfacht,  und  zum  Integrale  hat: 

folglich  ist.:  « 


Digitized  by  Google 


4^  Unferäinger:  Zur  lehrß  imm  JittUük^ 


und  somit: 


V<i»)=— S+i  

ISttD  lässt  sieb  weiter  leicht  zeigen,  dass  Q  =  C2  ist;  mai 
erhält  daher,  wenn  man  der  Eiofachbeit  halber  iit  durch  rertetit, 
folgeiide  roerkwürdige  Formel: 

««+3+-:  ^  ~  —' 

2*+»+ 2^+7+:::::  8r«+.[^+'^ 

weraus  man  aieht.  auf  welche  eigeDtbfimllcbe  Webe  r  und  «nf 
«fekhe  eigeatbfimliebe  Wei|M  ^  In  die  Summe  eiutfelee* 


Zar  Lehre  vom  Dreieck. 


Von 


Herrn  Franz  ünferdinger, 

L«brer  der  Mathenalik  in  der  k.k*  öeterreiebieehen  Kriegt -Mmnae, 
eingeechifflk  eiif  Sr.  M^.- Pkopetler-Fregette  Denan« 


1)  Indem  wir  voraussebsen.  das«  der  Mittelpunkt  O  (Taf.  II 
Flg.  2.)  des  dem  Dreieck  ABC  umschriebenen  Kreises  inner- 
halb des  Dreieckes  liege,  föllen  wir  von  ihm  aus  auf  die  drei 
Selten  des  Dreieckes  ABC  die  Senkrechten  OD,  OE,  OF,  cm- 
etruiren  das  Dreieck  DEF  und  verbinden  O  mit  den  drei  Eckeo 
A,  B,  C  dnreli  die  Geradeo  OA,  OB»  OC  Nach  deo  Lebfen 
der  Elementar- Geometrie  aind  aledann  die  Selten  .des  Dreieckes 
DEF  halb  eo  groei»  als  die  Seiten  den  Dreieckes  ABC,  and 
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iwar  ist,  wenn  wir  diese  letzteren  wie' gewUhntteh  nH.^ifp..^ 
bMicbaen,  EFzszla,  DF^\lb»  DE=syt**  Fnn^.eaMthea  auf 
diese  Arft  drei  Vierecke  AEFO,  BDFO,  CDEÖ,  welclie  die 
für  itiMi  besondere  wichtige  Eigenschaft  haben»  daee  sich  densel« 
l»eil  Kreise  nmeehreiben  lasien ,  welcher  Umstand  die  Anwendung 
des  PtoleroSisehen  Sätzen:  ,,Da8  Re<*hteck  aus  den  Diagonalen 
eines  im  Kreise  beschriebenen  Viereckes  Ist  gleich  tier  Summe 
der  Hechtecke  aus  den  gegenübei liegenden  Seiten"  gestattet,  lu 
der  Tbat  folgt,  wenn  man  OD=pi,  OE^p^y  OFz=p^  und  den 
Radtos  des  umschriebenen  Kreises  gleich  r  setzt: 

(I)  ^rssepi-^tipg. 

Werden  diese  drei  Gleichungen  der  Reihe  nach  addirt^  und  je  xwe  • 
addirt,  die  dritte  davon  «nbtrahirt,  so  erh&lt  man  folgende  vier 
Gleichungen : 

(«  +  6  +  c)r=jpi(6  +  c) +|ia(a  +  c) -t-;?a(o  +  6), 
(6  +  c  —  a)r=p,  (b^\^c)•^rp^(a—c)^^p^{a  —  b), 

W 

(a  +  c— 6)r=pi  (6  ^e)    |ik  (a  -1-  c)  4-|'k(6 — a) , 

Bezeichnet  man  mit  den  Bnchstaben         Q\f  Qu     den  FIS* 

chenrauro  des  Dreieckes  ABC,  den  Radius  des  demselben  ein- 
{geschriebenen  Kreises  und  die  Radien  der  drei  äusseren  licriih* 
rungskreisc,  welche  beziehungsweise  den  Seiten  a,  b,  c  gegenüber 
tiegen«  so  ist  (s.  Archiv  Tbl.  AXVII.  p. 328.): 

2^=(6-|-€— a)«i/ 

(2) 

2J=ia-tc^b)igtt 

ferner  Ist  aber  auch,  wie  aon  dem  AahKek  der  Figer  «nmtttelhar 
herrorgeht»  3^  s=  a|9i -I- -I*  1^ ,  mHbin  I 

opi-tbp^'ircp^^la-k'b-k^c)^  =:0, 
—  «Pi  —f)p^—cp2  +  {fi  +  c— «)  =0, 
— ii|>i— 6^,— c;*aH-  (o  +  c— 6)^=:0, 
*^Pi  —  bp^  ~ cpg  +  (a  +  ft-rc) =0; 
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.1  ^eiäliteD  Perf  ■•Jlld 

^   -»i. Ii  riehen e  D  aaaam* 

►  .  -     Le  iit  gleich  lem 
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Umfßjf^d^ßanfi '  Zur.  Ukre  wm  Dniifi^  4gß 


Wenn  man  4ift  ^üei  hUU»  Qlwhun^ßU  Af^  C»y«teui^) 
uod  irenii  man  diese  Gleicbungen  addirt: 

werden  emllich  die  vorhergehenden  drei  Gleichungen  mit  2  multi- 
plicirt  and  vou  der  ietzteo  subtrahift,  ao  ergibt  aidi  mil  hHA- 
ttgkeit: 

iß)  =    +     +^a  — Ca» 

2)  Wir  wollen  nun  voraussetzen, .  der  Mittelpunkt  O  (Taf.  II. 
Fig.  3  )  des  dem  Dreieck  ^Z^6' umschriebenen  Kreises  liege  aus- 
serhalb desselben  und  der  Seite  £C  gegenüber.  Fällen  wir 
H-ieder  von  O  aus  auf  die  drei  Seiten  die  Perpendikel  OD,  OE, 
OF,  construiren  das  Dreieck  DEF  und  verbinden  O  mH  den  drei 
Ecken  des  Dreiecken  AßC  durch  die  Geraden  OA9  OB»  OC, 
80  bt  nach  wie  vor  EF=ia,  DF=lbi  BEs^ie,  iiod  es  eot-  ^ 
steiieQ  drei  Vierecke  4SFQ,  MJ>FH,  CDEO,  um  wekhe  eben- 
lalla  Kreiae  beachrteben  werden  f^Onnen,  ao  daaa  sich  auch  aaf 
sie  der  Sata  dea  PtolemSua  anwenden  iSaet :  aber  dieae  Anwen- 
dung fährt,  wenn  wir  ODs^pi,  OEs=ip^,  OF^^p^  setzen,  jet^t 
za  folgenden  Relationen :  ■  -  .  ' 

(6)  ^saj0^— 1^, 

er  =z  ap^- bpi. 

Werden  dteae  drei  Gleichj^ingen  addM  tantf  dann  audi  je  zwei 
«ddirt,  die  dritte  davon'  anbtrahirt,  ao  erbalt  man  leicht  folgende 
vier  Gleichmigciis 

(o  -I-  6  +  c)r=i-pi  (Ä  +  <?)  +    («  +  ey^p^ia-^  b) , 

l*  +  Pi    +      Pk  («  -  ^) Z»)  • 

(»>) 

,    (a  +  c  —  6)  r  =   J»i  (c — 6)  +  /?a  (a  +  c)  f    (A  -  o) , 
(a  -f  * — c>r  =   pi  {b-e)\     (c  -  a)  \     [a  i  b). 
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« 


Jff^  a»  ^c  ^Figfir  iiiH»lltalto^  einleqdb|»ti.  liafis.  die  Grusae 
'*T^^V||lp^'4*>^^^4  dfo  ^doppelten  Fläch waum  des  Dreieck»  ABC 

y(pg^uiß\^^M  hat  man  mit  Rileksicht  auf  Aüher  Geaaglea  auch  ftl* 

gfei^  vier  ideatiaclie  Gleiohuagan: 

r  ^""^ + + 

^  und  ^^  enn  man  diese  zu  den  vier  vorgebenden  Gleichungen  der 
Ordnung  nach  addirt  und  die  gleichartigen  Glieder  vereinigt,  so 
zeigt  sich  bald>  das«  baidea  Tbeilen  die  Factoren: 

a  +  e  — 6, 

der  Reihe  nach  gemeinschaftlich  sind,  durch  welche  abgekürzt 
man  zu  folgenden  vier  Gleichungen,  geführt  wird : 

oder  / 

welehe  Gleicbungeo  folgaoden  Lefaraatz  auaapracheu: 

Liegt  der  Mittelpunkt  des  umachriebenea  Kreises 
aasaer  dem  Dreieck,  so  iat  die  Summe  der  aus  diesem 
Mittelpunkt  auf  die  Seiten  gefällten  Perpendikel  giaieh 
dem  Radlua  deajenlgea  fiu^aeren  BerfihruqgalLraiaafp 
deaaen  Mittelpunkt  mit  dem  Mttlalpunkt  dea  umaakcia' 
benen  Kreiaea  dera>elkaa  Seite  gegenflberliegt»  iraai- 
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X 


d«n  4ritt«ii  o4er  «itftler«ii  Ist  gleicli  der  Sani'ill^l»  ler 

Radien  des  eingeschrieben en  und  oiusclirieBeiieii 

ses.  —  Die  Snmme  des  mittleren  nnd  des  ersten  an- 

liegenden  Perpendikels  weniger  dem  zweiten  ist  gleich 
dem  Radius  des  umschriebenen  Kreises  weniger  dem 
Radius  des  ersten  anliegenden  Beruh rungskreises 

Werden  die  letsten  drei  Gieieliongen,  addirt«  und  berflclcstch* 
tigt  man  die  erste  dabei »  se  seigt  sieb: 

waians  folgt: 
(4)  9A-|-^t«a-«='4r; 

da  diese  Relation  mit  jener  (4)  identisch  ist,  so  gilt  in  voller  All-  ^ 
gemeinheit  folgender  Lehrsatz: 

In  jedem  Dreieck  ist  die  Summe  der  Radien  der 
drei  äusseren  Beriibrungsfcrelse  weniger  dem  Radius 
des  eingeschriebenen  Kj^i^es  dem  rierfashen  Redins 
des  umschriebenen  Kreises  gleich. 

Addirt  man  die  drei  letzten  Gleichungen  in  (7)  der  Reibe  nach 
zur  ersten,  so  folgt: 

ais  deren  ^ereioiguog  sieb 

4(|>i+Pa+ft)=3^— et— ^»+^ 

ergibt  Werdeo  diese  Gleicbon^n  nun  mit  8  multiplieirt  und  der 
^  Reihe  nach  von  der  letzten  sutosbirt«  se  erhtlt  man: 

(8)  4^=^^  +  ^  +ea  — to» 

^  Der  in  La  Fr6meire'«  Sammlaog  tob  Lehrtfttien  oad 
Asfgabea»  herausgegeben  TSa  Dr.  C  G*  Reneehle,  p.  St.  aof- 
geführfee  LebnaCs  gilt  also  nicht  ISir  Jedes  Dreieelr«  sondern  aar  dann, 
^^"der-Mittell^mikl  dei  umetebrielienea  Kreitee«  famevlidb  dee  Dreleeb« 
Mtv  fAr-weldienr^PSII  er  saeh  iorl  nur  bewiesen  iü. 
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w«rd«fli  4ut^  aie  RaiMmi  det  B^ifikmigiyMw. 

3)  Die  Gleichung  (4)  lässt  sich  auch  leicht  jbmb  (ten  bcudeo 
folgeodep: 

welche  ich  im  Archiv  Tbl.  XXIX.  p.  434,  bewieseo  habe«  ah 

leiten,  denn  äie  gehen  unmittelbar: 

■ 

9d«r,  weil  .  , 

(10)  + 

tat  • 

>=«t2+ftß-i)+«.(J-;y+e.(5-i)l 

mitbin 

(4)  4r  =  ^i  +  ^  +  ^Ä-r«- 

Aus  der  «weiten  der  Gleichungen  (9j  folgt  auch: 

<>der,  weil 

♦ 

ist: 

(11)  ^e»  -f  ei(?3  +  Ca^«  =  u(«  +  ^  +  f^)  i*» 

d.  h.  die  ««tnma  der  ll«e>iile«ke  a^ia  d#n  iUdte« 
ersten  und  zweite«,  dea  erste«  «nd  idrltie«  ornd  «Wii- 
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I  . 

t6»  v»d  dritten  io«s«v«tt  B«rttliraBgflkr«ig#fl  ejl««« 
jeden  Dreiecke«  iet  glei^li  diBm  fllber  dem  belben  Om- 
fang  deeselbeD  errichteten  Qnadrat 

4}  Bezeichnet  man  mit  d,  di,  d^,  die  Gntfemungen  des 
Mittelpunktes  des  einem  Dreieck  umschriebenen  Kreises  von  den 
Mittelpoekten  der  vier  Berfibrnngskreise  desselben«  so  ist  be- 
kanntlich : 


(12) 


woraue  fo^gt: 


d^«=r*  -|-  2rß,. 


r* 

rf,»— r* 

% 

da* — T* 

9*  =  —^' 

und  wenn  man  diese  Gleichungen  addirt  und  darauf  Ivück8i€ljt 
nimmt»  dass  nach  dem  obep  ßcH-iesenen 

ist,  no  leigt  sich: 
oder 

(13)  J2r«=rf«-f<ii*+rfi^+<^»S  ' 

d.  h.  die  Summe  der  Quadrate  der  DIstanaen  des  Mit* 
telpunktes  des  umschriebenen  Kreises  von  den  Mittel« 
ptinkten  der  vier  Ben'i  hrungskreise  eine»  Dreieckes 
ist  «leich  dem  zunfffachen  Quadrat  über  dem  Radius 
des  umschriebenen  Kreises. 

■ 

Setzt  man  ferner  die  eben  flir  p>  ^1 ,  ^  gefondeaen  Werthe 
in  die  oft  ikenutate  Gleichung 
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(10)  1=1  +  1+1 

^     ^1     Q%  ^ 

und  bringt  sie  ftuf  Null,  so  erhält  uaii  nach  Division  mit  2r: 

■ 

oder  / 

oder«  weil  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  (13) 
12r«-12ii;«  =  rf«  + 

Ist:  ,  ' 

I  1 

(U) 


und  dieses  ist  die  Bed in gu ngsgieicbung,  durch  welche  die 
vier  Distanzen  d,  4i>  ^»  ^  u>>^  einander  verbanden  sind» 
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Eiaftdie  Begrunduog  der  ebenen  Trigonometrie. 
Herrn  Franz  ünferdimger, 

Lehrer  der  Molhematik  in  der  h.  k.  detcrrddiiecheii  Kriege -Maria«, 
eiDgeechffll  auf  8r.  Ma|.  Propeller -Fregatte  Doaaa» 


Die  Lehre  vom  rechtwinkeligen  Dreieck  (welche  aus  den  ersten 
Begriffen  der  Goniometrie  ohnehin  hervorgeht)  aU  bekannt  voran»- 
gesetzt,  sei  ABC  (Taf.  II.  Fig.  4.)  das  zu  betrachtende  Dreieck, 
dessen  Seiten  wie  gewubnlich  durch  a,  b,  c  bezeichnet  wacden 
mugen.  Wir  verlängern  beiderseits  die  Seite  AB,  machen 
AD=:AE  =  b,  BF=ßG^a,  verbinden  die  Punkte F,  Gf 
mit  C  dorch  Gerade  und  sieben  CP  BwkteM  tMtAB,  Alsdann 
sind  aas  geometrischen  Grflnden  die  Dreiecke  CD£,  CFG  in  C 
rechtwinkelig,  ferner  ist  ^JDc:  Iii,  ^Fs^iB,  Mffiick  . 

Aus  der  Figur  sieht  man  unmittelbar»  dasa 

J^G-^-EFss^AB,  DFssa-^b-i-c,  DF UB  z=  a b  ^  e. 
Weil 

(1)  CP^=DP.EP  =  FP.  GPs 

w 

»0  hat  man  die  Proportion ; 

JOPiGP^FPiEP, 

«lao 

DP:DP—GP=:FPiFP^EP, 
DPiDGssFPiEF, 


I 
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woraus  folgt: 

DP:DP^FP=:DGiDG-^EF, 
DPtDFcsDGi5tdB; 
und  hiorauo  folgt  mit  Rfickoicbt  äuf  das  Obige: 

■  •      DF.DG     (g-f  6  -f  c)  (6 4- g)  _  (6 -f-c)*— 

Ferner  folgt  aus  (2);  • 

DP 

oder,  well. 

/)P  DF 
FPmEP^EFf  TfG^2Aß 


ist. 


mitbin 


DF 

EP^EF^EF.^jg» 


^  „    EF.  (DF-2AF)    (a>f-c--6)(g-h6— c) . 
 ^35  S  ^  • 


2ilB 

setst  man  die  sjeftindeDeii  Werthe  für  DP  und  EP  in  die  Glei- 
chang  (1)  und  bezeichnet  die  Höhe  CP  des  Dreieckes  ABC  mit 
Ä,  bedenkt  man  ferner,  dass,  wenn  J  den  Flächeninhalt  des 
Dreickea  beielcbDet,  daxlch  mt,  so  findet  man  mit  Leichtigkeit: 

1k =i  V(a+*+c) (a+c-^) (a+6-c>, 

V  {ai6+c)(6+c  -    (g+c-  6)  (g+ft-  c).. 
I 

Ferner  ist  offenbar: 

und  wenn  maD  hieraus  Cos} Sini^  bestimmt  und  för  DP,  EP 
seine  Werthe  setat: 


CosU=i\   5^  » 

SmU=«i|f  :  :  4^—:  » 
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worauB  auch  gleich  folgt : 

(m{  ^  

Weil  nach  dein  Obigen 

 =:Ö  -^^  if  Cos  A9 

80  hat  man  zur  Berechnung  einer  .Seite  aus  den  beiden  anderen 
lind  dem  Ton  ihnen  eingeacbloaaeoen  Winkel»  wie  man  bald  fibdet» 
die  Gleichung: 

(IV)  ö*— ^2  4-    -     Cos  A. 

W^l  in  den  beiden  rechtwinlvligen  Dreiecken /ICP  und  BCP 
CP=  6  Sin -4  =  aiSio^,  weil  lerner  ^=4c.C!P  ist,  so  hat  man 
auch: 

(V)  .     a:6  =  SinJ;SinÄ,  ' 

(VI)  J^\b!eS\u4. 
Kraft  obiger  Proportion  hat  man 

vokAAQGi  iiCi^^:=Sini»:$infi,     .  . 
Im  AACFx  ilC:^Fsa:S{nF:Sin(90O4.it} 

as=SinJ(C  +  ^):SmUC- 
6 :  ü  ^  a  SS  €08  i(C -f  il):€eei(C--'^$ 

woraus  folgt: 


(VH) 


J  6Sini(C-J)=(c-fl)Sin4(C-|-^)  =(c-a)Cos4Ä, 
1 6Cosi(C-^)=(c+«)CosJ(C^+^)=(c+ö)Sin;i^ ; 

nid  wenn  man  diese  Gleichungen  multiplicirt  und  dividirtt 

Ifl  Sin  {C-A) = (c«-a2;  SiD(C+^) = (c«-a«)  SinÄ, 


(VlU) 
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Es  Ut  auch :  n 
mitblD  ist: 

1^     ^  b  —  c-i-aCosß 

=  y  25  


Die  beiden  rechtwinkligen  Dreiecke  CDP  und  CFP  gsfaen 
CP^DP.ctgiA^FP.etgiB,  und  man  hat  die  Proportion: 

DPiFPsseigkBteigiA; 

wall  ahsr  nach  dem  Obigtn  DPxFPt^JOGtEG  ist^  so  hat  man 
anch: 

nod  wenn  man  für  DG  vod  EG  ihre  Warthe  setst  und  die  Pro- 
portnra  in  eine  Gleichuag  varwandelt«  so  wird  man  an  folgander 
Reliilion  geffibrt: 

(X)  (6fe-o)etgM-(a+«-6)elglHs=(a46-c)ctgia 

Ka  kann  nicht  meine  Absieht  aaio,  dieser  Sldzxe  einen 
besonderen  wissenschaftlichen  Werth  beiauroessen,  aber  den  Be- 

dOrfnissen  des  trigonometrischen  Unterrichts  empfiehlt  sich  der 
hier  betretene  Weg  durch  seine  Einfachheit.  Indem  man  die  Figur 
dergestalt  abändert,  dass  die  Basis  kleiner  als  eine  der  beiden 
oder  als  beide  anderen  Seiten  wird  und  das  Perpendikel  ausserhalb 
des  Dreiecks  fällt»  gibt  man  Schülern  Gelegenheit  zu  nütalicher 
Uebung. 
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rHie  f:  Bemmm.  dir  ^nädr^turek  sammU.  riffiiicAniäi  tUu  453 

» 


X3LVM, 

Bestunmong  der  Quadraturen  sämmtlicher  Kegebchnitte 

'  mittelst  jenes  in  Theil  XXXI.  S.  449.  bewiesenen  all- 
gemeinen  Satzes  Ton  den  Corven. 

Von 

« 

Herrn  Doctur  yöller, 
Lehrer  an  der  ReftUchule  su  Saalleid. 

•  .  «-  

1 

Das  Tuerkwürdip^e  Granzverfifiltniss  hei  ebenen  Turven,  wel- 
cbes  von  Horm  Professor  Dr.  Grunert  und  mir*)  in  T  Ii  eil  XXXII 
<ies  Archivs  (8.449.)  bewiesen,  gab  mir  bald  Veranlassung  zu  der 
Frage:  Ist  es  nicht  möglich»  mittelst  jenes  Satzes  den  Flächeninhalt 
«bener  Curven  zu  bestimmen?  Mit  diesem  Gedanken  wandte  ich 
Blich  —  natürlich  imr  für*s  Erste  — >  zu  bekannten  Curren  und 
twar  »  wie  aus  Thl.XXXILS.42ü.  dieser  Zeitschrift  zu  ersehen  - 

^  znnicbst  Sur  Parabel»  die  hinsichtlich  Ihrer  Quadratur  jedenCalls 

''■  der  elofachste  aller  Kefirelscbnitte  ist. 

"*  Mit  Bezugnahme  anf  jenen  allgemeinen  Satz  und  mit  Hülfe 
einiger  passender  Traii.sIorniatiüiiei]  der  ao  jenem  Orte  aufgestelU 
ten  allgemeinen  Formel  des  be^vnssten  Verhältnisses  gelang  es 

'  mir,  in  Kurzem  die  Formel  für  den  1  liielieninhalt  der  Parabel  ab- 
^zuleiten.  Die  Ableitung  ist  auch  nicht  complicirt,  und  gewiss 
Jedem  klar,  der  das  Agens  der  höheren  Analysis»  den  Begriff 
des  Unendltchkieinen,  nach  allen  seinen  Beziehungen  richtig  aa^ 
tofassen  bemfiht  gewesen. 

Indess  der  Gang  der  «o  eben  erwähnten  Entwlckelnng  isl^  ^ 
wenig  geeignet,  darnach  auch  den  Flächeninhalt  der  abrigenKegel- 


*)  Herrn  Dr.  Voller  gebührt  allein  die  Ehre  der  Erfindung^  ich 
habe  daran  gar  keinen  Theil.  6. 

Tkell  XXXni.  .  29 


Digitized  by  Google 


Mbnltte  mit  Leiditigkelt  bcstiHMnen  su  kdna«!,  wesbalb  ich  die 
Unter«aebong  vod  Nmiem  aufg^onsmeD  «nd  mnaiebr  «if  «n 
VerfahreD  snr  Bestimmiiiig  der  Quadraturen  aSirnntlicher  Kegd- 
■dinitte  aafmerkaam  machen  mochte ,  welches  allerdings  nicht  nir 
ein  Bedenken  In  Bezug  auf  das  ganze  Raisqnnement  der  der 
höheren  Analysis  entsprechenden  Herleitnng  In  keiner  Weise  ge* 
stattet,  sondern  welche»  auch  hinsichtlich  des  Calculs  grussere 
Bequemlichkeit  als  das  iu  Theil  XXXll.  beschriebene  darbietet 


I* 

Die  Parabel. 

Es  sei  O  der  Anfangspunkt  der  Coordinaten  (Taf.  Ii.  Fig.  5.) 

und  ilas  unendlich  kleine  Segment  habe  eine  solche  Lage^  dass 
die  Sehne  desselben  senkrecht  auf  der  JC- Aicbse  steht,  also  syo* 
metrisch  gegen  letztere  gelegen  ist. 

Da  nun  (tir  unendlich  kleine  Dimensionen: 

Segm.  ^l.^MTN, 

so  kann  man  iur's  Erste  —  wenn  nur  die  endlichen  Wertbe  ins 
Auge  gefaast  werden  und  ausserdem  auf  die  Entwickelnng  Rück- 
sicht genommen  wird,  die  in  Theil  XXXI.  des  Archivs  gcgebei 
worden  ^ 

setzen. 

Wie  aus  der  Figur  erhallt,  ist  ab^  jetst: 

a?|  =  a?9, 

und  demnach  auch: 

=-/'(«*). 

Also  ergiebt  ^cb  nach  Substitution  der  vorstehenden  Wertbe: 


oegm.  ^i._^^,^^^y  . 


d,  i. 


Segtn.  =\-^^- 


Digitized  by  Gopgle ' 


Um  kil  abtr  abgMahtn  nm  -Meben     dam  Hur  InfemtiilM 

tar  die  äbuoM^n  Zaiil«iwiitlio     bei  der  Perabel  t  •    .    -  :  ( 

r(-^  =  ^'    '  ■ 

nutbin  erhält  loao: 

*  ■ 

was  die  bekannte  Formel  für  deo  Flächeninhalt  eines  Parabel- 
segmenU  ist. 

Auf  den  ersten  Blick  ecbeint  allerdings  in  der  Torstefaeiidea  ^ 
Entvriekelaog  darin  ein  Verseben  begangen  werden  zu  sein,  dass 
das  GrinsverbältnlsSy  welcbes  ursprfingßcb  nur  för  nnendlieb  icleine 
GrSssen  Geltung  hatte «  ancb  stillschweigend  auf  endliche  Werthe 
Mrtrsg^en  worden. 

lodessy  obgleich  dies  geschehen,  so  ist  doch  die  Untersuchung 
nicht  unrichtig,  weil  die  Formel ,  welche  für  den  Flächeninhalt 
des  Dreiecks  JUTN  substituirt  worden»  natürlich  auch  dann  neeb 
gilt«  sobald     und'««  sehr  klein,  d«  h.  nnendlicbkleln  werden» 

Leberdies  kann  man  auch  b  dem  Endresultat 

Segn. 

unter  X2  und      ^'^^^  recht  gut  dx^  und  d^^  denken,  indem  dann 
ouc  iür  ein  bestimmtes  P^rabeisegment : 

Segnu  =  } j(jrd4;tdys -f  C . 

oder 

9»  y» 

gesetzt  ea  werden  braucht,  was  in  gleicher  Weise,  da  hier 

lind      aU  unabhängige  Variable  anzusehen  sind,  wieder  zu  der 
Formel 

Segm.  =3.0:2^2 

führt  *). 

U. 

D  e  r  K  r  e  i  s. 

Liegt  das  Segment  (Taf.  IL  Fig.  6.)  auch  hier  symmetrisch 
gegen  die  JT-Acbse^  so  gilt  in  gleicher  Weise  —  sobald  man 

*)  Bei  dar  twUm  Abkifoog  der  Quadrainr  dar  Parabal  in  Tbtfil  XXXII. 
!•!  diaia  Discntsion  leider  «hergangea  worden. 
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4le  Acoente  onferdruckl  —  für  eio  iroendiidi  deines  Segmeot  die 
ftllgemeiiie  Fofmel*): 

Segm.  =|.^7^.  .  (1) 

Es  ist  aber,  wie  ans  den  Eigenacbaften  des  Kreises  bekaDot, 
in  Rficlwiciit  auf  absolute  WerthbestimmiiDg: 

initbtn : 

8egm.  (2) 

WO  wiedemm  y  binsicbliicb  seiner  absoluten  LSnge  aU  fast  ver* 
scbwindend  angeseben  werden  bann ;  immer  wird  jsdeeb  ancb  ia 
diesem  Falle  die  Gleicbung: 

besteben. 

Man  erhält  demnach  nach  SubstitutioD  dei$  Werthes  ar=  r*— jf* 
i|i  Formel  (2)  die  neue  Gleichung: 


Da  nun  aber  unter  den  gegebenen  Umstanden 

gesetzt  werden  kann,  so  gebt  Gleichung  (3)  über  in: 


(3) 


d.  i. 


(4) 


Letzterer  Ausdruclc  liest  sieb  leicbt  integriren  und  zwar  nach  der 
allgemeinen  Formel: 


0  Aof  A\wi»n  bSebtt  wichtig«!  allg«noleen  Antdrucfc  weido  Idi 
snr  Zeit  an  einem  anderen  Orte  snrncbkommen« 
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W9  nur  noch  zu  betttttfcnicbtigen  ist,  dass  in  dem  specieUen  Fall 
R=0,  der  allerdings  nicht  unter  der  ailgememen  Formell  enthal- 
ten i«t,  bekanntlich: 


/ 


yrjl-p = arc  (sin  =y)  +  Const. 


gesetzt  werden  muss. 

4 

Man  briiH$e  also  znnSchat  Gieichang  (4)  auf  die  Form 


dum  ergiebt  «ich  weiter: 


Segm.  =2r«  '    ^  ^'^  -Hiarc(riB=f)  ( +C. 

Integrirt  man  nunmehr  von  ^  =  0  bis  ^  =  r,  so  erhält  man  als 
Ausdruclt  für  die  halbe  Kreisfläche: 


oder :  • 

■2"' 


mithin  für  den  ^ganzen  Kreis: 


III. 

Die  Ellipse, 

Ganz  analog  dem  Verfahren,  welches  beim  Kreise  zur  Be- 
stimmung der  Quadratur  desselben  angewandt  wurde ,  ist  dasjenige, 
welches  zur  Formel  für  den  Flächeninhalt  der  KUipse  führt 

Man  gehe  nehmlicb  auch  hier  wieder  von  der  Gleichung: 

Segm.  =5.7f- 
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aQd,  lat  nun  der  Mittelpunkt  der  Ellipse  Anfangspunkt  der  €oo^ 
dlM/t«B  (Taf.ll.Fig.7.)»  so       v|qU  , 


DeinnaiDli  wird:. 


TU^^  

X 


S^m.  —  


Da  aber  mit  Kücksicht  auf  die  ßUipsengleicbung 

«*-^'  =  -^ 
gesetzt  werden  kann,  so  fblgi  weiter: 

Segoa.  g^, 
uud  endlich,  weil  aus  denselben  Gründen 


Ist: 


Segm.  =  J. 


mitbin : 

wo  natfirllefa  ff  fainslcbtiicb  seiner  absoluten  Länge  als  sehr  kl  eis 
anzusehen  ist.    Setzt  man  nunmehr  wiederum: 

so  ergiebt  sich  die  Gleichung; 

wo  das  Integral  ^  -  gleiebfaüs  mittelst  der  unter  No.  II 

citirten  allgemeinen  Formel  getö»t  werden  kann. 
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nUUfilHJi^u^  in  2äLU,  6.  /bewies,  dilgem. Sal*is  POn  dfHf$i^^  4^ 
Mao  «rMili.  nejup^  auch  hier:  •  \  ^. 


oder 


„  /■.-(l)'»0) 


oegm«  SS 


dmiiach  nach  erfolgter  Integmlion: 


Es  ergiebt  sich  also«  weno  man  die  angedeuleteo  Giiasem  bö- 
ificbicbtigt,  rar  die  halbe  Ellipse  di^  Formel : 

oder 

folglich  für  die  ganze  EUipse  der  Ausdruck  des  Fiacheoiohaltea : 


IV. 

.Dieflyperb.el. 

Allgemein  gilt  für  alle  ebenoD  Curren  bei  yerscbwiDdenden 
Dimensionen  die  Gleichung :  . 

Segm.  =i.^^» 

ttUhin  auch  bei  der  Hyperbel.  (Taf.  Ii.  Fig.  8.)  '  ^ 
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welcher  Ausdruck  bekaootiich  auch  vdter  n(^k  dmch  M^.fAß^m^r 
tere  Form:  ^  .      '  >  .      ^  > 


vertrefoD  wird. 


Zar  Aaflosimg  biquadratiscber  Gleichaogen. 


Herrn  Dr.  Carl  Spitts 
Lehrer  am  PolyCechoikaiii  su  Carliruhe, 


Es  Mi 


1. 


.   .  (1) 


eine  biquad ratische  Gleichung,  bo  kann  man  dieselbe  betrachten 
als  das  Resultat  der  ElimiDatiou  vou  y  zwiscbeo  den  zwei  Kegel-. 
sdiDlttsgleichiiugeD  .  ' 

Da  diese  Gleichungen  zusammen  10  vrillkührliche  Constanten  ent- 
halten, die  biquadratische  Gleichung  (1)  aber  nur  vier  solcher  hat, 
so  geht  daraus  hervor,  das»  vorliegende  Aufgabe  eine  unbestimmte 
Ist.  Man  kann  «uch  in  der  Tiiat  aaeudticli  viele 


V 
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paare  angeben»  weiche  die  Eigenschaft  besitzen»  daea  dereh  Eliiui- 
oation  von  aoe  ihren  Gleicbnngen  die  gegebene  biqnadmtiechei 
GJelchnng  reenitirt  Zu  unserem  Zwecice  sind  jedoch  von  allen  . 
diaeen  Kegeinchnittepnarea  war  diejenigen  anwendbar,  welche  sich 
anflhiden  lassen»  ohne  dass  man  nSthig  htttie,  eine  Gleichung  vpn 
einem  höheren,  als  vom  zweiten  Grade  aafsnlSsen. 

Wir  wollen  hier  nur  eine  Anfldsung  dieser  unbestimmten 
Aufgabe  geben  und  dieselbe  zur  Auflösung  der  biquadratischeo 
Gleichungen  i^i^wenden. 


2.  .      .  , 

Wahlen  wir  ala  ersten  Kegelschnitt  eine  Parabel»  deren  Gleichung  ^ 

=   (2) 

iflt»  so  erhalten  wir  für  den  anderen  Kegelsebnitt»  wenn  wir  In  der 
Gleichung  (1) 

r 

=  üj/X, 


aalten,  die  Gleiebung: 

a^+K^^-l-Lay^Jlix'^N^iO.   .  •  .  (3) 

Verbinden  wir  die  zwei  Gleichungen  (2)  und  (3)  durch  einen  un- 
bestimmten Coetücienten  r.u  der  Gleichung  eines  beliebigen  üegei* 
Schnittes  der  Schaar,  so  erhalten  wir  für  denselben : . 

Setzen  wir: 

80  wird  die  Bedingungsgleichnng,  dass  der  letztere  Kegelsehnitt 
•m  geradlinig^  sei  ^ : 

^Substi{uiren  wir  bierin  fiir  C...  die  betreffendeo  Werths, 

so  erhalten  wir  zur  Bestimmung  von  fi  folgende  Gleichung: 

^•-.2I.(*H(ÄÄ+X«-4iV)<*+Ä»iV+il|a-4(ÜAI«B0.  9^  . 
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444      J9pU%:  Zur  AufUhun§^äiiifita4if4UM^w  Git^chmifetk 
äetoen  wir  <  • 

.  .  »  I 

BD^J£:s:q,    >    .....  (6) 

»o  mag»,  wenn  d^r  Kegelschnitt  (3)  das  System  zweier  Gemden 
darstflllsD  soll»  die  Beziebong  stattfinden: 

oder 

-4^  +  Är+/)Ä£^^,    ;   .   ...  (7) 

wo  9  einen  beliebigen  der  zwei  Wertbe  von  Vp  bedeutet. 
Da  aber 

pr— flf*  =  0, 

fto  ist 


wo  das  Zeichen  auf  der  linken  Seite  sa  gewühlt  werden  muss, 
dass  die  Gleichheit  wirklich  stattfindet.    Bezeichneo  wir  diesen 

Werth  von  ^  dnrcb  It  nnd  beriicksichtigen ,  dass  P^=p»  so  top- 

Ulpdelt  sich  die  Gleichung  (7)  in : 

Ay  +  ßx  +  />  =  P^+H   (8) 

Vannüge  der  RdattoMn  (0)  i»t  aber: 

nnd  es  darf  somit 

>  =  dta\  -i — f* 

gesetzt  werden* 

•)  Siehe  S»  2*  de«  in  vorhergehender  Note  angofifthrlsn  Anfeatsos. 
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Spitz:  Zur  AufUSmtng^  H^adratiscAer  Güicfiungm,  44^ 
Fdr  B  erhält  man:  V'   ^  . 

wo  aber  das  Zeichen  dem  Obigen  entsprechend  geiv:ftblt  werden  mnee. 

Verbindet  man  nun  die  Gleichung  (8)  mit  der  Parabelgleichung 
<2)9  so  iindet  man: 

£8  ist  aber  —  =  a.    Uividiren  wir  daher  die  vorstehende  Glei- 
n 

cbnng  durch  «r,  eo  erhalten  wir  sur  Bestimmung  der  Wertbe  ?on 
9  die  Gleichung 


Man  ersieht  hieraus,  dass  iu  den  Ausdrücken  für  P  und  M  immer 

> 


gesetzt  werden  darf,  wodurch  vorstehende  Gleichung  alsdann 
übergebt  in: 


K  JLi 

«*  +  2^  +  ^2— =Pä  +  JI  (9) 


Das  Zeichen  der  rechten  Seite  im  Ausdrucke  för  P  ist  hierbei 
beliebig  sa  wählen;  in  dem  Ausdrucke  för  jjt  ist  e«  jedoch  so  so 
besthnmen,  dass  man  hat: 


Wenden  wir  das  Gesagte  noch  schliesslich  zur  Auflösung 
^er  biquadratischen  Zablengleicbuog  an.  «  . 


£s  sei 
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^ -I- ^2Sa;»^2iia;  + 128  «  0 

die  vorgelegte  Gleichunc^,  so  ergeben  sich  aus  der  Vergleichuog 
derselben  mit  der  ailgemeioen  Form  (1)  die  Beziehungen; 

Ä^a,  »=-26, 
li  =  -25,  N^m; 

und  es  wird  also: 

80  dass  die  Gleichung  (5)  flhergeht  io: 

1*8  4-00^2  ^     — 144  «  0. 

Ulevans  ergebeo  sidi  filr  |i  die  Werthe: 

h     -3,  -4& 

Für  jeden  dieser  Werthe  muss  nun  die  Gleichung  (9)  die  vier 
Wurzeln  der  vorgelegten  biquadratiscben  Gleichung  lie/ern,  wenn 
man  dort  einmal  P  posiü?«  das  andere  Mal  P  negativen  Rech- 
sang  bringt 

Nehmen  wir  z.  ß.  an,  es  sei 

»«=-3.  . 

und  setzen 
also 

ll=i=:  p  -=+1; 

SO  verwandelt  sich  die  Gleichung  (9)  in 

af«  +  a:— il=2a?+l, 

woraus  folgt: 

WSUen  »ir  nun  in  dttselben  tileidiirog  (0)  und  hti  doselbea  I 
Aanahme  von  (i  fBr 

j 
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also  fUr 

»=-1, 

60  eihaiten  wir: 
«nd  bierans: ' 

die  Watselit  der  vergelegten  Gleiehuiig  sind  dalier: 

4,  -3,  -5,  2. 

Hätten  wir 

J 

angenommen»  eo  wfire 


aUo 


gewoidetty  und  die  Gieicbang  (9)  fibergegaogen  in: 

23  7 

woraus  sieb  die  «wei  Wmefal  4  und  3  eigeben,, 
Nebmeo  wir 


also 


so  folgen  ans  der  Gleicbong 

die  beiden  anderen  Wurzeln  -*5  und  —3. 

Wir  erhalten  somit  genau  dieselben  Resultate  wie  bei  der 
ersten  Substitution.  Auf  gleiche  Weise  iSsst  sieb  dieses  für  die 
dritte  Substitution  von  seigen. 

Es  ist  klar,  dass  auf  dem  hier  eingeschlagenen  Wege  nocb 
mehre  Auflösungen  der  biquadratjscbeo  Gleichungen  Isönoen  er- 
•ielt  werden. 
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Simon:  üeber  peti^^cA^e  t'^^n&füche. 


XX¥IUL 


Ueber  periodische  Kettenbruche. 


Voo 


Herrn  Dr.  O.  Simon, 
onloiillcliflB  Lehnr  mm  königl.  JoacliiiiitlliarMheii  OynDStio  sn  Berlin. 


Die  ▼om  Prof.  Oettin?er  im  44.  Bande  des  Grelle' sehen 
Journals  yerdlfentUcfateu  Resultate  über  periodische  Kettenbruche 
sind  von  zu  grossem  Interesse >  als  dass  nicht  statt  der  umstand 
liehen  Inductien  ein  analytisches  Verfahren  gesucht  irerden  sollte^ 
durch  welches  jene  Ergebnisse  mit  grosserer  AUgemeinhait  und 
Einfachbeit  abzuleiten  wfiren.  In  den  feigenden  Untersuchungen« 
die,  ven  einigen  SStsen  Möbius'  und  Glausen's  ausgeliend» 
dieses  Ziel  Terfolgen,  sollen  überdless  die  allgemeinen  Avsdrffcke 
für  unendliche  periodische  Kettenbriicbe  in  geschlossener  Form 
gegeben,  und  daraus  specielle  Resultate  für  die  Darstellung  vou 
Quadratwurzeln  gezogen  werden. 


Wird  der  allgemeine  Kettenbruch 


Ol  +  6«  

a%  -|- ....  -|-  bn 
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U'  «."■"«^■""77^.  J\' 

iml  Ueraiw,  folgend»  GMebang  ßr  den  letatm  Neoner  «: 

«  — *— I--->  »  ....   >  ——I. 

Da  einem  Wertbe  von  a  nur  ein  Werth  von  .t  entspricht,  und 
umgekehrt,  so  führt  der  Kettenbruch  zu  der  Giekhung 

QiQ  C,  Z>,  Functionen  von  ö  und     zu  bestimmeo,  setze  man 

«=sO,  «=Qo;  dr=0»  d?^Qe» 
wodurch  sich  folgende  Reiatioiien  ergeben: 

uud  daher  durch  Gleichsetzung  der  beiden  Wertbe  von 
l>ie  Gleichung  (X)  nimmt  hiernach  folgende  Form  an: 

•  i'-e.-^>+a.~ir))  ■  ■ 

-  U '  «J  U'-  «J  +  U  JSrJ  U  i,^ 

Wird  nanmehr  fQr  «  und  ^  mp.  a»|.i  and  and  Dir 

'^>+(v-'-"r)  W«th  von  C-^, 

gesetst,  00  resultirt  zanScbst: 

ThcUXXXIlI.  30 
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uuä  dmli  Wiederholing  diwMr  OMcUagt  - 
Da  dieselbe  DiSweas  aber  «neb  gWcfc 

SU  findet  mau  für  sie  nach  ähnlicher  BerecbnuDg  der  sieb  hier 
ilarbietenden  Differenz  den  Ausdruck: 

Aus  der  Gleicbsteliung  beider  Werthe  der  Differai^  folgt  di« 

wichtige  iielation: 

_/l       bn  /  1  ^\  /l\ 

—  I  "~~  9  9  ••••  J    I  — —  >  I   ••••   1  J* 

Der  redproke  Werth  des  links  stehenden  Produetes  ist  für  die 

weitere  Cuteräucbung  von  grosster  liedeutoog  und  mag,  obwol 

von  bi  onabhSngig»  dufck  fp(—y  ...  ^'^  beseicliiiet  weiden.  Vn- 

\«1  Ob/ 

mittelbar  erbeUeu  toigende  GleicbmigieB : 

/*»       b,\    V.«» o«/  \o» '  "■■  aiv'  ■"■  Vo«/ 

OP  1  "  >  ••••  —  I 

J 

V 1  -  » ••••     j  =^  V I  — '       ^  ••••  r"  I* 
N«i       ««y  fl»-t  «1/ 

Aue  der  ¥ei1imd«og  der  eisten  CMeichniig  mit  der  füi  ^  • '  /6  ^  M 

autiustelleadea  resultirt  der  Ausdruck  tür  den  Ketteobmcb: 
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Um  den  Cbaracter  d«f  FmetidD  ^  m  erbeanen,  «tttsa  aMA  4i«* 
selbe  in  (A)  ein»  woraus  i^o^elch  folgt,  daas 

<l.li.9eineganieFnnctioii       ao4  a  M»  uaddei^naeli  (fi*9(^*"*!~r\ 

4h  ZShler»  g)^— » ""^^  detiNa^Aer  desKetteniinieha  » ....  ^ 
darstellt  Daher  lührt  die  zweite  der  obigeo  (Gleichungen  zu  dem 
Satze»  dasa  «die  Gerthe  der  (leideo  Kettei)(irilelift  C^'***'aO 
md  gleiche  Neaaer  bähen,  die  Ql^ichheit  der 

Nenner  dag;egea  Air  die  KettenlHrfichc         -^"^  ^ä**'"**^/ 

nar  dann  stattfindet,  wenn  sämmtlicbe  Zähler  b  einander  gleich 
find.      Dia  GleiclMmg  (X)  Mrt  demnach  zu  dem  Resultat:  ' 

«aldiM  dnr^  BWetnug  d«r  ISmcHonm  9  flbeigrirt  tas 

{9) 

'=5('~l)"^a^a  •••• 


2. 

Nimmt  man  nunmehr  an,  dasa  der  Kettenbmdi  ans  fi-|*m-|-l 
Qootienten  hest^lc 

'    fb,         ^      ßi        Bm  ß\ 

ISsst  sich  (liess  auf  die  früjiere  Clleiohuiig  durch  die  Substitu- 
^oocQ  zurückführen: 


30» 
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452  Simon:  Veber  periodische  keueMi  üciitk 

wonach:  '  ^ 


Indem  mao  fßr  die  beiden  Werthe  von  x  uod  für  den  wm  {  die 
der  Gleichung  (X)  analogen  aufstellt  und  S  aus  und  «  be- 
stimmt« erbäit  man: 

* 

<«  ^-(3r--=)=<-»^|.-^.y   ^ 

Aus  (aj  resultirt  die  Zusammengehörigkeit  der  Werth« 

♦»  • 

aovrie  ans  (D  und      die  von 

-Die  leUterm.  in  (o)  einge«etet>  ergeben  die  Gleicbnng: 

r A :  fi^^^rh . ....    vu-, ....  *A  - c-f-  *)i 

Woi'     a,-J  .  \ni      Am J M\A,n      aj    \Am  AjJ 

ebenso  folgt  durch  Substitntion  der  ersteren  Wertbepaaie  in  die 
Difwei»  TOB  (i)  und 

^,  b,....bn   1_   . 

_/•     iw      Bi....Bmß   1  

f  KÄt  •  ••••  ÄmJ  \Äm IhJ  -  Um '  Aj 


Digrtized  by  Google 


und  aus  dieser  Doppelgleichung,  Dach  Benulzuag  der  vodgeo 
Gleichaug  und  Ausaiehung  der  Quadratwur^:. 

fflit  Hfllfe  dieser  RehtioD  ergeben  «ich, aus  eben  jener  Doppel*, 
gleichmg: 

/Bi  Bm\ 


=  (-J)»-16,....ÄA. 


.  =(-     ....   — "-^ 


(Bi  Bni\      /^i  Bm\* 

Heudet  man  die  Beziehung  I.  Ul\  anf  (S)  an,  sowie  die  Gfmßhf 

/l        M        /b,  ön\ 

anf  (8)  nn(]  (O^),  so  erhfilt  man  folgeode  vob  eimDder  uuahliäa- 
gige  Uauptgloicbangen : 
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451  Simon:  Veber  perimiiuhe  hedenbrücUe. 

*  ■       »  4  *  ■*  _ 


Ist  nmi  d«r  KitUnbtuefa  ( -^»....        -}  ein  aas  X  Period«ii 

V«.    ^-  4. 
Imtobendto«  in  wdehem  die  li.  Qttofienteii  «in«r  PerM^ 

4I| 

iieissen,  und  wird  derselbe  dnreb  beselebnet,  eo  ist 

(—,....  ^  '"^  —  f "  - , ....  ,  wo  nur  in  det  leisten  Pertode  der 

b  >  ' 

Quotient  —  .feblt«  und  (I)  nbllttit  daher  die  Form  an: 

>o  Im  letzten     der  erste  Quotient  ^  nnr  In  der  ersten  Periode 

fehlt.    Zur  weitern  Umforniiing  dieser  Gleichung  nehme  mau  au, 

^, ....  -—ß  eioen  Kettenbruch  nur  iro»  Ä— I  Pe» 
Hotten  darsteiie,  so  dass  (II)  fibergeht  in:    '  •  * 

und  hiernach  aus  obiger  Gleichung  resultirt: 
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Simon:   Lleöet  p^riaäische  helitiiütücite. 
S«tJBtiiiaiiiiu«hi^.ll)för^9....—         Perioden,  dem  jede 

,  .  «1        flu  > 

«08  den  Qeetienteo  V '  ••••  besteht,  eo  erhfiU  man  naeb  Ver- 
tauscbuog  voD      ^  und  m  mit  6,  a  und  n: 


6t  .>>>6i>        /'dj  6b-i\ 


.  Werden  endlich  in  (I)för  "S^*...,^  i  Perioden  ^»••••^  ge- 
Miit»  SO  ist  nich  Anwendmig  der  Gleieliung  (IV) ; 

•Im  toeb  Trwtsformati«!!  «Im  ta  4«r  PwMtbMR  lieflödlkliflD 

Andrackes  nach  der  BeUtion  1.  (9): 

(VI)  — ^_3^.9>(^-  — 

Aus  der  Combipetion  von  (V)  und  (VI)  erglebt  öich  unmittelbar: 
^  W^th  des  aue  i  Periodea  bestehenden  Kettenbruches.  , 
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4^  SimAn.:  Mir  p£^Mt4(9Pf^-^iienPKifihi, 

>  >^:|Iai' sUDäoiist  för  einen  geschlosseneu  Aas- 

dnii&  za  finden«  bedient  man  sieh  der  Gleicbang  (IV),  »dem  man 
die  dort  Vorkeminendey  von  X  unabhängige  Summe 

|dU  0  beneiebnet;  «etzt  man:  .1 

eo  nimmt  (IV)  die  Form  an: 

1$»^        Hl)"6|6^ ....  fc»  =  0, , 

dnlierr 

y '         '  '  '  •  * 

•Si  *Sä    C— 1)"  4i  •  •  - . 

Jetzt  nehme  man  der  Allgemeinheit  wegen: 

80  erhSlt  man  fär  kz=0,  fis^s^fi^  und  fdr 

1   1  

'^"TÄ^-iSa-'  Ar0^~  ' 

weshalb 

/V  •     -      -  • 

und  öcbliessüch : 

NMiitmMdiedeaKettenbriicfcen  f-',.... and  > 
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/  Simon:  Veber  periodische  Kettenbrücke,  457 

zugehöri<!;en  Nenner  Ni  un^  ^X^t,  so  ergiebt  sich  die  l>UEereuz 
beider  Ketteubriiche  als 

■ 

Werden  die  den  KettenbrilclieD  f  ^ , .... und^f     ..u  — ) 

V«!       a„/A        Vir,  an-\Jl 

entsprechenden  Nenner  mit  Nn  und  JSn—\  bezeichnet,  so  ist  die 

Differenz  beider  K^ttenbrüche : 

Zur  Berechnung  des  unendrichen  figliedrig  periodischeD  Kettmi- 
bmebefi  dient  die  Gleichung  (K),  aus  welcber  durch  die  Annahme 
resaltiirti  '    '  ' 


(h      ^  1 

«p  I  — >.... — ' 


io  welcher  <P,  wie  oben  angegeben»  die  iSumme  , 

bezeichnet. 

Durch  Ve^leichnpg  dieses  Resultates  mit  dem  leicht  au  finden- 
den  Werthe  eines  unendlichen  ein-,  resp.  aweigüedrig  periodi- 
schen Keitenbruches  erhält  man  folgende  Sfttset 

L  II  ungerade. 

« 

Jeder  unendliche  ngliedrig  periodische  Kettenbruch      , .... 

kann  auf  einen  unendlichen  eingliedrig  periodischen  dessen 
Zähler  das  Pcoduct  61.... 6»  und  dessen  Nenner  0  Ist«  aurOeki» 
geflihf t  -werden  irermittelst  der  CUelchttiig 
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469  Siman:  Ceder  pMtindiitcäe  Keitenbrmäe. 

'        *    2.   n  gerade.    .  -  r  t.  - 

Jteder  onendllGhe  itgliedrig  periodische  Kettenbrnch  kann  auf 
einen  unendlldiaii  sw^liedrig  periodischen  4mmiI  ZShIer  der 
Reibe  oadi 

^..w4i^V6i^4i(^^Ai-l)  «od     Ar-^  bt .u^baiki .mM^, 

dessen  INenner  1  und  d>-726^.«».6ii  «iodj  zQrückg^bct  werdeo» 
Bo  daftfl 


Völ '   *  ön/oD        \«l      '  «»-1/ 


V6i  ..•.^(6i.«.6ii— 13. 


Da  im  letztbezeichneten  zweigliedrig  perlodiecben  Kettenbrocb 
die  Zibler  Im  Allgemeinen  Irrational  sind«  so  empfiehlt  sieb  die 
Transformation  in  einen  fLettenbntcfa  mit  negativen  Voneichcn* 
Werden  üBr  einen  solehe«  die  den  ^  niialegMi  Functionen  mit  ^ 
beselchnet»  so  gelri^n  sie  der  Relation 

Mao  findet  alsdann  für  gerade  n,  dass 

.  jeder  unendliche  ?tgiiedrig  periodbche  Kettenbrucb  mit 
positiven  Vorzeichen  sich  in  einen  eingliedrig  perio* 
dischen  k  mit  negativen  Vorxeichen,  dessen  Zahler 
bi  .«••  bn  und  dessen  Nenner  0  ist,  yernrandelo  iSsst,  so  dass 

Allgemein  aber  erglelit  sieb: 

Jeder  unendliche  »gliedrig  periodische  Kettenbrucb  mit  nega< 
tiven  Vorzeichen  '  ' 


an- 


kann anf  einen  eingliedrig  periodischen  mit  negellveii  Vor* 
aeidbsn,  deesen  Zäiiier  bi  ....6k  nnd  dessen  r^nner . 


Digrtized  by  Google 


Borflckgeffilirt  irerdeii'  JMcnilteUrt  der  Glelclitiiig 


^h/tMt^ißmtkBkW  nehmen  diese  Relationen  4n,  vremi 
BÜmintlielie  Zähler  A  gleich  1  gesetzt  h erden;  iiezeichoei  man 
alsdann  den  Kettenbruch        *  '  - 

1 


«Ii» 


mit  (fli^.»),  sowie  die  Functloii  9  mit  9(ai.^ii)>  eo  ergiebi  sich 
»niehst: 


r  . 


r  ,  • 

♦ 

-i      ^    ri/^ lü  »("tv")— »(«»•-«-01 

^••-^•-»(«...-i)  LV  T^<-*>"  ^ — i  ......  }• 

Sehr  vereinfacht  wird  die  Reductiou  dieses  speciellen  Ketten- 
braches, dessen  Periode  eine  grade  Anzahl  von  Nennern  hat,  auf 
einen  zweigliedrig  periodischen  k\  denn  die  Nenner  des  letzte- 
rea  heissen  der  Ueibe  nach  I  und  <2>— 2,  während  die  Zähler  1 
bleiben»  so  dass 

(«i.H.fllaD  —  («1  .«.«->)  +  'rrz-  V .  (Ä— 1). 


4.  V 

Der  Werth  der  Qasdratnrmsel»  .die  hiemseh  durch  den  Ket- 
teshmcb  mit  den  .ZSiilern  I  dargestellt  wird,  hängt  davon  ab: 
1)  ob  die  Anaabl  der  Stellen  in  einer  Nemierperiode  und  2)  ob 
der  Ansdnicb  ^  grade  oder  ungrade  ist.  Nach  dem  Bisherigen 
darf  aber  der  Fall  nicht  ausgeschlossen  »  erden,  dass  der  Radikand 
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I 


Simo^n;  Miöer  periodische  heuenbrüche. 


eineo  quadratischen  Factor  enthält  bleibt  daber  xu  Hottr- 
«ucben»  wann  die  Gleichung 


«tttftffindflt»  Tonuugesetst»  dsM.Xi  iiiir,aiur  rnftev  PrinnUpoten» 
Ml  bestellt  ÜB  eiMlea  damiui  ditf  Bedingungen»  ontee  .freichet 
eine  irrationale  Quadratwurzel  durch  einen.£ettjBnbrueh.  von' einer 
graden  eder  ungraden  SStellensahl  der  Periode  dargestellt  wird. 

Die  Resultate  dieser  Untersuchung  vergegenwärtigt  die  folgende 

Tabelle,  in  welcher  zu  jetler  Form  von  Li  die  Form  des  quatlra- 
tischen  Factors  sowie  die  von  und  endlich  die  Beschaf- 
fenheit von  n  angegeben  ist. 


X  T.  d.  Foroi 

a  V.  d«  Form 

i  ■  v^^. 

4^  Y.  d.  Form 

4A-I-1  .... 
+  1  .  .  . 

^•{-^  .  •  . 

M          •      •  • 

4/    •   •   •  • 
+  1  .  ,  . 

^+1 :  . 

2/^.1  .  .  . 

grade 
^'unjgrade 

grade 

8Äi:l 
4A 

2Ä+1   ^        .  , 
.        oder  6k±Z 

1  8Ä+3 .  .  : 

 i-  fulk/f'i  

41        •       •       •  • 

^  K              .,  • 

4t±l  *  .  . 

— »itj  •  —  -  -  ■  '  ■ 

grade 

SA  +  l 
4A+2 
4A 

2(4i^-|-t)    •  .  V  j 
2(8A-f5)  .  . 

:  4#  reep.  4/.f  2 
4/+I  •   .  . 
4/-i-l  .   .  . 

grade 
ungrade 

I€y&J:l.reep.  16^ 

8Adt3 

2(4Ä  +  3)       .   .  , 

4/  reä|).  41-^2 

grade  , 

.1  « 
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6p  iiier:  Integr.  der  Gleich,  («^-|-^y+0^^^-^ö^^y+^/*^=<^' 

« 


dt 


Integration  der  Crldchung 

(«r  +  %  +«)3a5  +      ^  +  *»*  £r  =  ®- 

Von 

Herrn  Simon  Spttzery 
ProS«Mor  an  der  HaDdeU- Akademie  la  Wien* 


Differeosirt  man  die««  Qlai<^ong  besflgli^b^  mnial«  so  b^t  man : 
ond  seM  man 

MI  vefeinfacht^alcli  dieselbe  nnd  gibt  durcb  Integrafions 


Wenn  9>(a?>  elne  willkShrfiche  Function- von  x  bedeutet.  Oa  man 
amen  ganz  Sbnitcben  Ausdruck»  mit  einer  »wlllkObrlicben  Function 
von  ^  versehen,  |i»evpintton'liann>  so  ergibt  sieb  fflr  das  vollstän* 
dige  Integral  der  vorgelegten  Gieichang: 

Anmerkunc^.  Wird  derselbe  Weg  eingescblagen  bei  der 
Integration  der  €ileicbang 

««erbmt  man:       '  '  • 

«iiter  .F{a^)  eine  wülkührliche  Function  von  x  verstanden.  ' 
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'  »l  t.»  .  / 


Die  Brennponkte  eines  Kegelsciuiitts  ab  solche  Pankte 
der  Ebene  aufgefasst^  in  welchen  je  zw  ei  entsprechende 
Pickte  xwei^  kreisTerwandter  Systeme  Tereinigt 


Ton 

Herrn  D<N^r      Sieheekp  , 
DlMitfiiv  der  Pforinlml-Gewerbficliale  m  Llegnlts. 


1. 

In  einem  Aufsätze  im  55.  Bande  des  Crelle'sehen  Joiir- 
imls  hftbitJdi  nA.  naebgewieBen,  das«  bei  Zagrandelegnng  d«ff 
VM  .^faaUM  'gbgibeBen  grophkehra  DamteMimg.- 1 ■■fciittre»  JBdf 

ien,  di&  Bedeutung  des  Ausdruck^  Tellig  mit  der  des 

gleidilapteodeii  Aiwdnieks  m»  baiy^evtriffsb^n  CsIdA  ifhminstlnsA 
Sind  nSmlich  A  and  B .  beliebSge:  easatatt  C9«ipli9ffa  ZiMßn% 
.  durch  welche  also  zwei  beliebige  feste  Punkte  einer  Ebene  dar- 
gestellt werden  and  let  v  eine  beliebige  reelle  Zahl»  so  ist 
A  "l- 

'         Jjiadn^ck  eines  la  der  Geradaa  ÄB  liegenden  Pupktes 

P,  und  zwar  des  so  liegenden  Punktes«  dass  das  Sehnlt^perbSH« 
AP 

nlsa  "pjg^^        Ninipl  aiaa  daher  •  ala  rerln^erlich  an,  «e 

A  +  ßv 

kann  — pi —  als  Ausdruck  der  Geraden  AB  betraehtet  wefdeiU 

x~\-  V 

wobei  nicht  zu  übersehen  ist,  dass  «  einen  positiven  oder  nega* 
tlraa  Werth  hat,  jeaaehdcai  der  durch  jenen  Ausdruck  daige* 
atellta  Paafct  in  der  zwiachea  A  and  ^Itageadea  StmOn,  ad«K 
«merhalfo  deraelben  litgt 
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äer  Ebene  mtfjfefa$9i,  in  welchen  Je  %wef  tfU»pre^.  Pmikie  etc. 

Untersnehen  wir  nun,  ob  auch  der  aligemeioere  Ausdruck 

+  Cfo       welchem  ABC  wieder  bellehiffe  feste  Punkte 

(die  sogenannteo  Fandamentalpunkte),  unw  aber  beliebige  reelle 
Zahlen  sind,  hier  dieselbe  ßedeutnng  hat»  wie  im  tiaryceotischeii 
Calciil.  Setien  wir  so  dem  Ende 


80  folgt  bierans; 

Au-I-Bv  _  P(ti  t-g-i-tp)-  Ol? 

Bezeichne«  wir  Hetj  (}ijr(  h  diese  eiiiander  gleichen  Ausdrficke 
re|)rä$entirten  PuMkt  durch  ^«     liegt  in  Fol^^^e  des  Ob^eii  X  sowohl 

io  AB,  als  auch  in  PCL  md  es  ist  somit  d^^^J  Durclisclinitt»-^ 
rankt       ABmnd  MHX  Ebenso  beweist  man,  dsss  F=~^ 

Dorchschnittspunkt  von  BC  und   AP,  endlich  Jg  =  ^^^^ 

Derchschnittsponkt  von  /iC  und  BP  ist  Hierbei  skid  die  Schnitte 

AX  ß  Y  GZ 

ferbältnisse  Tc'  Sii  ^^"^  Obigen  zufolge  resp. 

e    le    «  iltc4'J^4*Cle 
=*rr»  r*         «^«»»»t  ist  Pas     ^  >  ^^l, —  derjeuige  Punkt  der. 

Siiene»  weieher  se  Hei^,  das»  die  Geraden  AP,  CP-w^ 
Üngert  die  Saiten  des  Dreiecks  ABC  resp.  nach  den  Seimittvisf» 

hSItttissen  j^»  ^>  ~  theilen»  und  es  j^t  eo»Ht  4er'Aiisdnicfc 


Au  +  ITf)  +  Cb 


tt-|-e-fw 

in  der  That  von  unserem  Standpunkte  aus  völlig  dieselbe  Bedeu- 
tung wie  der  gleichlautende  im  barycentriscben  Caicul,  und  es 
können  Oberhaupt  alle  im  barycentrischen  Calcül  ge- 
zogenen Resultate,  in  soweit  sie  sich  nur  auf  eine 
Ebene  beziehen,  auch  als  unmittelbar  für  den  Funkt-, 
«alcfli  mit  imaginären  2^abten  gflttig  angesehen  werden* 

Mass  nun  der  Pnnktcalcöl  mit  ima^^inareii  Zahlen  dem  bary- 
centriscben in  so  weit  nachstehen,  als  ersterer  sich  vorlSnfig  nur 
uu(  die  Ebene  beschrankt«  so  übertrifft  er  ihn  doch  and«tW^^ 
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inwilnifc  dieses  hridiii  genelnsMeB  Gebietes  än  Tngireite,  ir«l 
durch  ibn  nicht  mir  die  Addition  und  Sabtracfion  ton  Pvoktee, 
wI»1mI  Jeiiesi»  aeodero  ineh  die  Multipliestiofi,  IHvisloa  ete. 

'"äM  ttethnnii^  d^efthrt  wtBvdett^lsnni»  ao  daaa  Mm^ 
ivnni«  am»*  inuaa  saaetaeava  vdb  in«  votsi 


oder  trsiMscendenteii  Aoednick  einen  planimetriscben  Sioii  bel- 
znlegeu. 

Wenn  wir  nun  oDternebmeBt  die  ao  eben  an%esteUta  Beluiop- 
taug  dufch  EotwidLelaag  elaer  neuen  Aasebaniiagstreiatt^  «itteist 
deren  die  Brennpanfcte  der  K^elscbaitte  mit  der  KreUveounndt- 
aebaft  in  Besiebang  gesetzt  werden,  za  reebtfertigen,  ao  mllaseo 
wir  noch  einige  Vorbemerimngtn  foranasdiiclEen,  tbeila  liebab 
leicbterer  Orieotiniog  des  Ijssers,  tiieils  avcb  am  einige  Panlrte 
zu  erörtern,  welche  im  barycentrischen  Calcül  nicht  so  ausfubr- 
licb  erörtert  aiad,  als  es  iür  deii  vorliegentleu  Zweck  ootbig  er- 
scheint 

Zanicbat  iat  ans  dem  barycentriseben  CaieSi  liekannt»  dass, 
wenn  ABC  drei  FnndamantaipaalBla  ^er  Ebene,'  A^S'O  drei 

Fandamentalpunlrte  einer  zweiten  Ebene,  abc,  a'b'e'  lieliebige 

reelle  constante  Zahlen  nnd  uvw  beliebige  reelle  TerSnderlicbe 

„           .  ,    Aau  +  Böc  +  Ccto      .  A'a'u^^B'b'v  +  Oc'w  . 
Zahlen  afaid,  •  ,  .   .  —  and  /   ,      .    Ans* 

drücke  coUioeärer  Punktsysteme  sind,  sofern  wir  diejenigen  Punkte 

beider  Ebenen  als  entsprechende  betrachten,  zu  welchem  dieselben 

Warthe  der  Variabein  geboren.    Hierbei  entsprechen  sich  offen* 

liar  A  und  A*,  B  und  B*,  C  und        Das  vierte  sar  Feststelluog 

der  collineären  Beaiebnng  nOtbige  Paar  entsprecliender  Pankte 

wfaid  am  elnfaelHten  gefundaa>  wenn  ma»  ii  s=  o  =    aelat,  we» 

^     .           Aa±Bb±Cc             ,    A'a'     B'b*  -f  C'c'  , 
diK^Oi  man     ^^^i^^^  «ad   ^^(^^^ — ^■ 

entspreebende  Pnnkte  erbSii  Sind  die  ScbnittFerbSitniaBBb  naab 
weiebea  die  enfsprecbenden  Seiten  der  beiden  Fnndamentaldrei- 
ecke  dnreb  die  von  den  Eeken  ans  resp.  nach  D  und  D*  geben- 
den ücraden  geschnitten  werden,  in  beiden  Systemen  dieselben, 

ist  also  ^  =  p  rsp,  so  sind  beide  Systeme  affin.  Fallea  dage> 

gen  beide  Ebenen  aufeinander  und  ist  y<  =  J',  B  —  B',  C—C,  so 
haben  beide  Systeme  diese  drei  Funkte  und  also  auch  die  drei  Ricb- 
taagsn»  weiche  dureh  diese  drei  Punkte  gehen,  mit  einander  gf- 

s 

uteUi.   Ut  ausserdem  nach  — hat  man  also  die  beiden  Sy* 
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sieme     ^  .  . — ;  tind  — —  .  Ai^"«  >  so  giebt  dies  deu 

•Fall  düf  pmpektivliül^D  ColliMeatl^D,  welcher,  obvpohL«»  Mgi^ 


beijiier  Sj/vtewe  imi^  A^sftk-  P  nad      «o  i^t  ^  der  Werth  des 

» 

Se1|p|ittTephSltn(68e8»  Dach  welebeiii  die  Strecke  AC  sowehl  durch 

die  Gerade  HPy  als  auch  durch  ^etheilt  wird^  uiui  es  liegen 
somit  je  zwei  entsprechende  Punkte  Ijeider  Systeme  nvit  B  iu  ge- 
rader Linie.  Bezeichnen  wir  nun  den  Punkt,  in  welchem  die 
Gerade  Aü  von  den  IjciHcn  auf  einander  liegenden  Geraden  ßP 
und  BP*  gescbnitten  wird«  dorcb  X,  so  dass  also 

IjS^—  9 

*       I  !  aU^t  €W  '  »  •» 

80  TolgeD  aus  dieser  und  den  beiden  nachfolgenden  Glflcbangeo;,, 

Aau  -j-  Bb*t)    Cdö  * 

die  beiden  Gleichungen : 


Pz:z 


I 


Sottit  md  ■  ^     pn4  — resp.  <lie  Werlbe  Sebnitb* 

LP        LP'  *  ' 

Terhiltnisse  -p^  and  jL>rg>  und  es  ist  daher  das  Doppelschnitte 

verhaltftisa 


•bo  eoDshuit. 


LP 

PB  P  B  -^  6'* 

« 


Tk«.  L  .        Aau  {■  BLo-i-Ccw      ,  Aau-^Bh'v-\^Ccw 

Dl*  beiden  Systeme   i-r — r  ""^  ~  j      ,  " 

^  au -i- ov -\- cw  aui-ö  v-j-cw 

sind  somit  perspeIctAvistßh  eoilifleär  and  awar  Ist  B  dasCoUlnea^' 

tionAcentrum,  AC  die  Collioeationsaxe;  ^  aber  ist  der  Modidas 
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d«r  CoUineatioD  (vergl.  Paulas,  N.^iiere  Geometrie).  Ist  ins- 
besondere       — 6  und  folglidi  der  Coinneations-Aledol  ss— 1« 
SU  hat  man  den  Fall  der  inyoltttoriacben  ColUneationssysteme,  je 
.«ir«i  entspre«li«ikki  Frnikte  AftfNllfiltt^^ll^^itff«ll>^90«i^ 
i«a4  'fßo  fihnptiut»  fcumioiikcJi  g«lmot^.      .  .  .  :- 

Betraebten  wli  nan  den  durch  -— ,  vorgestell- 

ten  Kegelschnitt  (wo  ABO  die  Fundamental  punkte,  06c  bellet 
bige  constante  reelle  Zahlen,  x  eine  reelle  S^ariabfe  bedeutet), 
ee  ersiebt  man  aus  dem  VorhergebendeB  soglelcb«  dess  je  zivet 
fett  gleichen»  aber  dem  Torzeicben  necti  entgegtfngesetsten  We^ 
tbisn  Yen  x  gehDtige  Funkte  dieses  Kegelscbnitts^Dtspreclbeiid'e 
Punkte  zweier  involtttortsebeii'GollineationsAyilteme«  nhil  dMiall» 
hin  B  und  AC  Pol  und  Feiere  des  Kegelschnitts  sind.  Oe  nsn 
aber  der  Kegelschnitt  durch  die  Punkte  A  und  C  geht  (als  welche 
Punkte  den  Wertheo  0  und  ao  der  Variabein  eiiUprecbeu),  so 
«ind  A  und  C  die  DurcbscboitUp unkte  des  Kege^cbnUt^  und  iler 
Polare  vou  B* 

fl -i- 26ar  4- cj:«     Ausdruck  einea  Keg^biittit 

von  welchem  die  Seiten  AB  und  CB  des  Fundaaicataldreiecks 
Tangenten  und  zwar  A  und  C  die  Berührungspunkte  der.  letzte* 
ren  sind. 

Betrachten  wir  nun  den  Ausdruck        \  .  /  .      .  — r— 

«  +  Ä(^  +  {)  +  c«{ 

welcher  zwei  unabhängige  Variabele  x  nnd  £  entbSit  end  u  dep 
obigen  Kegelscbnittaesdruck  fibergeht«  webo  f  ==iB'^i^setst  wtrd> 
und  beseichnen  wir  denselben  durch  F{Xt}Qr  so  ist  F{x\lg^, 
wenn  ein  bestimmter  Werth*  too  x  und  |  variabel  Ist,  Ant* 
druck  einer  Geraden,  da  der  Zfthler  sowohl,  als  der  Nenner  Hoe- 
8re  Funktionen  Ton  |  sind.  Die  Variable  $  wird  aber  während 
ihrer  stetigen  Veränderung  einmal  =a:',  und  da  t\x' ,  x*)  ein 
Punkt  des  Kegelschnitts  ist,  so  ist  F(x' ^  x')  ein  jener  Geradei 
und  dem  Kegelschnitt  gemeinsamer  Punkt.  Es  lässt  sich  aber 
leicht  beweisen,  dass  jene  Gerade  F(x' ,  5)  nicht  noch  einen  zwei- 
ten Punkt  mit  dem  Kegelschnitt  gemein  haben  kann.  Denn  wire 
F(x\  i')  dieser  zweite  Punkt,  so  muKste  es  einen  Werth  tm 
ar  geben,  filr  welche»  Fipi^,^*)^F{x^ würe.  Semit  w*i 
.dann 

«  _  »(f '4  g)      e^V  ' 


oder 
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Somit  Ut  bewieseii,  ai«^  die  Gerade  F(a:^\  ?jf  i/dr  e^neii  Ptfnfit 
mit  dem  Regeleehnitt  gemein  beben  fcann  und  folglich  eine  Tan- 
fifente  iit,  deren  Berührungspunkt  sich  in  F(a:* ,  ar')  befindet. 
Eben  so  ist  natürlich  /'(^,  wenn  4'  constant  und  x  variabel 
ist,  eine  Tangente  und  ihr  Berührungspunkt  in  F(i' ,  ^*).  Nun 
liegt  aber  der  Punkt  F(x',  S')  sowohl  in  der  Geraden  F(^, 
als  auch  in  der  Geraden  F(a:,  ^');  somit  ist  allgemein  F{x', 
der  Pol  der  Geraden,  welche  die  beiden  Kegelecbnitt: 
BApfctQ  F(a',a').  und  F(i\^)  verbindet. 

Man  kann  hieraas  mit  grosser  Leichtigkeit  eine  charakteri- 
stische Eigenschaft  des  Kegelschnitts  nachweisen.  Ist  nSmUeh 
in  Tcif.  H.  Fig.  10.  G=F(x' ,  x')  und  folglich  F(^M)  Ausdruckt 
der  Tangente  in  €f,  so  ist  es  leicht,  die  Durcbschnittspunkte  der 
letzteren  mit  AB  und  AC  zu  bestimmen.  Setzt  man  nämlich  In 
F{x^,^)  die  Veriable  i=0,  ee  erbüt  me  den  In  AB  Uegendee 
Pnnbt  derseibens  >  "  . 


£beoso  ist: 


Ans  diesen  Gleichungen  folgt  aber« .  dass 

AZ  bs' 

■ 

BZ'_  cx* 


Ul4  feiglicb: 


AZ  BZ* 


also  constant  ist.  Dies  Ergebaiss  congruirt  aber  mit  dem  bekann- 
ten Gesetz,  dass  a^f  zwei  beliebige  Xaogfenlen^Mes  Kegeiscbnitts 
iMe  PurchscbniltsiMinkte  aller  übrigen  Tangenten  ceaferme  Pllnk^ 
reiben  bilden.    Der  Modnlns  der  niriiarmeniseb  pfepertbnnien 

Theünng  aber  iet  — »  welche  Bemerkung  ubs  über  die  Bedeutung 
der  Conetanten  ahe  einen  benerkenswerthen  Anfseblnna  ^\e\kt* 

31^ 
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'i^S  Siebeck  :  Die  Brennpunkte  eines  Kegelschnitts  ats  seiche  PunMt 

Es  seien  diiii  X  und     die  beiden  Wurzeln  der  Gteicbung: 

a  -f  26a:  +  ca;*  =  0,  (I) 

und  folglich  F(A,  k)  und  F(jtt,  ft)  die  beiden  unendlich  entfernten 
Punkte  des  Kegelschnitts;,  so  ist  F{X,  fi)  der  Pol  der  Verbin- 
dungslinie dieser  beiden  Punkte,  also  der  Mittelpunkt  des  Kegel- 
schnitts.   Nun  ist  aber  in  Folge  der  Gleichung  (I):  ,  . 

/J  4-  C 

wofür  man,  wenn  man  die  Glitte  der  8ebne  AC,  d.  i.  — ^ — >  durch 
iV  bezeichnet,  auch  setzen  kann:  »  i 


1 .  • 


f(»lglich ! 


->v*-  .  -     Fa,  u)  


F(X,  ;i)  =  — 
^4  ■      .  ,1  .      .    .    .  .. 


Aus  dieser  (ileichung  geht  aber  hervor,  dass  der  Mittelpunkt  }l 
des  Kegelschnitts  niit  B  und  N  in  gerader  Linie  liegt,  und  zwar 

ist  der  Werth  des  Schnittverhältnisses  -Trö'   1  ^• 

ac  mB 

Ist  6^  —  f7C  =  0,  so  liegt  der  INlittelpunkt  im  Unendlichen  und 
der  Kegelschnitt  ist  eine  Parabel.  Nebenbei  ersieht  man  zugleich, 
dass  der  Kegelschnitt  eine  Hyperbel  oder  Ellipse  ist,  jenachdem 
die  Gleichung  a+  26:r -|- c-i^  =  0  zwei  reelle  Wurzeln  hat,  oder 
nicht;  jenachdem  also  h'^  -  ac>^  oder  <0  ist.  " 


3. 


Nach  vorstehender  kurzen  Entwickelung,,  welche  die  Colllnea- 
tion  zum  .Ausgangspunkte  hatte  und  in  welcher  von  keinerlei 
Mitteln  Gebrauch  gemacht  ist,  die  nicht  auch  dem  barycentrischeo 
CalcQl  zu  Gebote  ständen,  können  wir  dem  oben  von  mir  ange- 
deuteten Ziele  näher  treten.  In  dem  oben  erwähnten  Aufsatxe 
im  Crelle*6chen  Journale  habe  ich  nachgewiesen,  dass  die  Brenn- 
punkte einer  durch  eine  Funktion  von  beliebiger  Form  F(x)  ge- 
gebenen Curve  diejenigen  Punkte  sind,  welche  man  erhält,  vreno 
man  die  Wurzeln  der  Gleichung  •  '   

in  h\x)  für  x  einsetzt.  .  •  • 
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der  Ettene  aufyefassi,  in  welchen  je  zwei  entspr eck.  Punkte  etc.^j^g 

Die  uninittelbare  Anwendung  dieses  Gesetzes  auf  den  Kegel- 

Schnittausdruck   -y. — ;  ^ —  würde  aber  etwas  uniständ- 

a  -f- loa;  -f-  cx^ 

lieh  sein,  iveshalb  wir  einen  kürzeren  Weg  einschlagen  wollen. 
•  • .    ' »  «Ii  ' 

Ist  der  Zähler  des  Bruchs  ^^±^^±^fl  ein  vollständi- 

ges  Quadrat,  so  giebt  es  offenbar  einen  Werth  von  x,  welcher 
zugleich  den  beiden  Gleichungen 


genügt.  Dem  Obigen  zufolge  muss  also  dann  ein  Brenn- 
punkt des  Kegelschnitts  in  den  Nullpunkt  der  Ebene 
fallen.  Umgekehrt  muss  An  ^'IBhx  ^  Ccx^  ein  vollständiges 
Quadrat  und  folglich        t       ,  .       .  .  '  %  . 

sein,  wenn  ein  Brennpunkt  des.  Kegelschnitts  in  den  Nullpunkt 
lallt.  Denn  es  genügt  alsdann  ein  und  derselbe  Werth  von  .r 
dpn  beiden  (Gleichungen  ((•)),  was  nur  möglich  ist,  wenn 
Aa^2Bbx-i^  Ccx^  zwei  gleiche  Faktoren  hat.   .'/>'  ßf^ 

Ist  nun  aber  der  Nullpunkt  nicht  ein  Brennpunkt  des  gege- 
benen Kegelschnitts  und  bezeichnen  wir  einen  der  beiden  Brenn- 
punkte durch  Z,.so  können  wir  doch  den  Nullpunkt  nach  Z  ver- 
legen, was,  wenn  wir  es  thun,  zur  Folge  hat,  dass  wir  für  die 
Fundamentalpunkte  re.-<p.  A  —  Z,  B  —  Zy  C—Z  schreiben  müs- 
sen, so  dass  nun  die  Bedingungsgleichung  (Y)  folgende  Gestalt 
annimmt:       '\       .  \   .  -i 

(ß-Z)2Ä«  -  (J-Z)(C-Z)flc  =  0.  '  (L) 

Dies  also  ist  die  Gleichung  für  die  Brennpunkte  des  in 
Rede  stehenden  Kegelschnitts,  von  deren  Richtigkeit  man  siel» 
theiiwcise  schon  dadurch  überzeugen  kann,  dass  man  sie  auf 
<lie  Form     -  .         ,         ,  ' 

><M|,j<i/.i.t».    r.  Z^—  2J/Z  I  II  —  0  ^.    /  :  • 

^Tingt,  Wo  ^enn  ^  die  halbe  Summe  d6r  beiden  Brennpunkte, 
also  der  Mittelpunkt  des  Kegelschfiitts  sein  muss.    In  der  That 

ArK?ju  1^  .      t»;    ,^  '2Bb'^—(A-}-C)ac      *   . 

«rhalt  man  für  M  den  Werth  —  26aL^>flc  • — * 

schön  vorhin  auf  anderem  Wege  gefundenen  Miltelpunktsautidruck 
fibevcinslimmt.    -    r-M  ,  m;  !'  •.        >\\  !  .^tU'rV.  •  .,V^ 
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•'  ^    .  * 

Setzt  mau  zwischen  zwei  veränderlichen  Punkten  Z  und 
einer  £beoe  eine  solche  ÄbhäDsigkcut  feat.  dass 

(^-Z)(ij^zo^--(i4-;j)<c-.2;o«««^  .  (M) 

80  «tebcD  die  beiden  Punkte  Z  und  in  KretsverwandtschaflL 
OeMi  dfedleichmig  (M)  iSsst  sich  leicht  auf  die  Form  2*g=-  i^'p^ 

bringen,  welche,  wie  ich  in  dem  mehrerwähnten  Aufsätze  (§.14.) 
gezeigt  habe»  dasjenige  Abi|iiig(gkeitav9c|iilt9is8  sweier  PjwJUe 
ilar«teUt,  w^IcIim  Kreieverwandtscb^t  gmnoi  p«.  iip»,^ 
GWIcbnof  (M)  in  die  Glelehaiig  (L)  Sbergelpt»,       .  S^fttit 

wird,  so,  sind  die  Breonpuakte  de«  Kegeischnitts  — a+äG^[e5*~ 

diejenigen  Ponkle  der  Ebene,  in  welches  je  swfi  eioinder  nach 

der  durch  die  Gleichung  (M)  ausgedruckten  Kreisverwandtscbaft 
«ntsprecheude  Punkte  aui  einander  lallen,  \% eiche  letzteren  wir 
uükch  einer  bekannten  Analogie- 4ie  H^nptpjuukle  der  kr^yi^cwaud- 
teo,  System^  nennen  ifojiea.     »    *^  -  .  .  i 

EliMiinh^ii  wir  «ndererselta  an«  den  Gleicbnngen  (ü^  mid  (^0 
des  vorigen  Pnriigraplion  s^^  so  erholten  wir^  wie  mos  sieb  leldlt 
fibersBOogt,  ebenfalls  die  Gleichung  (M).  Hier  aber  sind  Z  npd 
^ie  Unrcbschnittsponkte^  welche  eine  Tangente  des  Kegelschnitis 
mit  Z  und  Z'  bildet.  8onacb  erhalten  wir  den  merkwürdigen  Sati: 

Betrachtet  man  zwei  in  zwei  sich  schneidenden  Ge- 
raden befindliche  projektivische  Punktreih en  zugleich 
als  Jcrelsverwandt,  so  fallen  die  Hauptpunkte  der  bei- 
den kreisverwandtem  Systeme  in  die  Brennpunkte  des* 
jenigen  KegelsebolttSy  von  wolcbem  die  Verbiedungi* 
llnien  je  aweier  entsprechender  Punkte  jeaer  pro« 
jelEtirlftehen  GerSideA  otngehQllt  werden* 

Versuchen  wir  es,  ans  vorstehendem  allgemeinen  Gesetz 
diejenigen  Nutzanwendungen  zu  ziehen,  welche  aus  der  Theorie 
der  Kreisverwandtschaft  am  leichtesten  hergeleitet  werden  kiinneiiy 
so  gelangen  wir  tbeiU  su  4en  schon  bekannten«  tbells  aber  nndi 
an  neuen,  nicht  weniger  beaerkenswertben  Eigenschaften  der 
Brenopunkte. 

a)  Seien  in  Taf.  iL  Fig.  II.  ^  und  L  die  Brennpunkte  eines 
Kegelschnitts,  AB  und  MC  aber  Tangenten»,  so  sind  die  vast 
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der  eäene  mt^tefawi,  in  iPt^eAeu  Je  wei  etU^rtcA.  ruHkie  eic*  4^1 


Pvmkte  AKLB  L]en  vier  Punkten  kreisverwaudt.  iNach  den 

b«kaiiQteD  Kigensc^aften  der  KreUvern  andtecbaft  musa  daher  aelo : 

KA,KB_KB,KC  ... 

Ferner  muss  die  WlnkelbezieiiuDg  Statt  finden: 

KAL'-^KBLiBKBh-'KCL.  (II) 

(1)  folgt  der  ueue  Satz«         ,      „i..  .  r  -  M  v 

'''^^Das  VerbftUnifia  der  E^ntfernupgee  iler  BreQknp.uiikie 
«Vnee  Kegelschnitte  von  einem  bellehigen  Pvn|Ete  der 
fitfene  Ist  die  mittlere  Proportionale  lin  den  VdirMlt* 
illeseii  d^l "Entfernungen  de/  Brennpunkte  von  den  Be* 
r^h'mngA^iinktten  der  Tangenten,  welche  ron  jenem 
t'onkte  aas  an  'den Kegelschnitt  gelegt  werden  kOnnen« 

Die  Okichnng  11;  dagegen  liefert  den  Sats: 

Der  Winkel,  unter  welchem  die  Strecke  zwischen 
den  Bre n  II  p u  n  Iv  ten  eines  Kegelschnitts  von  einem  be- 
Mebiiren  Punkte  der  Ebene  aus  i^esehen  wirrl,  ist  gleich 
der  JSurame  der  \V  inkef,  unter  denen  dieselbe  Strecke 
von  den  Berührungspunkten  derjenigen  Tangeiitm 
ins  gi.eeehen  wird^  «wekshe^  von  jenem  P.jiii4ite,'»iie  nn 
4^to  K«g«Uehnitt  geeege«  werden  ktenen.#  «i  ,  •  t  ^ 

b)  Es  Bvuss  ferner  sein:       '      '  '  7  '.'*    V  . 

<'       BL  BA  j^CIm  ,CB  -       N.  f  v 

AK   CL   '  '       •        -     .  • 
AB:BC=.^^j^.  LUD 

Hieraus  erhalten  wir  den  Satz: 

Die  beide«  Tangenten»  welck%' man  von  ei'nrem  bew 
Uebigen  Punkte  der  Ebene  an  einen  Kegelschnitt  le- 

geu  kann,  verhalten  sich  zu  einander,  wie  das  Ver- 
hältniss  der  Entfernungen  des  einen  Brennpunkts  von 
deo  Endpunkten  der  einen  Tangente  zu  dem  Verhält- 
niss  der  Entfernungen  des  anderen  Brennpunkts  von 
der  anderen  Tangente. 

■ 

Andererseits  mos«  aber  nncb  die  Wink^lben^hnng  Sta^tt  finden : 

■ 

CLK'^BLK^CBK'-^BAIL 
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/^q«.  4«08^.,4*laiclittiig  andel^m««  aber  4iirch' «tM^'ipMite^'&ai- 
lgii^keljjiiig;  . . .   f  ' 

Dies  giebt  deo  iSats: 

Der  von  zwei  Tangenten  eines  Kep^eUchnitts  gebii- 
detc  Winke!  isi  der  8u  {>p  lenient^  wi  nkel  desjenigeii 
Winkels,  weichet)  man  erhalt,  wenn  man  den  Wi?»kel, 
unter  welchem  man  die  eine  Tangente  von  dem  einen 
Brennpunkt  aus  sieht,  addirt  zu  dem  Winkel,  unter 
welchem  man  die  andere  üangenta  von  dem  anderen 
Brennpunkte  aaa  ai^hU 

Der  bekannte  Satz,  nach  welchem  man  vnn  einem  belfeW^n 
der  beiden  Brennpunkte  au»  '\<ii\e  der  l>eidpn  Tan^enten  unter 
gleichem  W^inkel  siebt,  nowie  noch  an(iere  (lcr:ileicheii  Winkel* 
bf^i^hwigeD  laaaeu  sich. aus  aJ  i»iid>).leiH:bttbi^^^iteari  . 

''*'c)  Verstehen  wir  mit  MtUiius  unter  dem  Ceiitralpunkt  eines 
l^ystenis  denjenij^en  Punkt,  welcher  dem  unendlich  entfernten 
Punkte  des  iiini  kret^verwundte^  S3'K<ero.s  ent^ipricht,  so  fallen  die 
beiden  Centraipunkte  vfiienbaf  mit  den  Ge^enpuiikten  der  confor* 
men  Geraden  AB  und  j^C  (Taf.  II.  Fi^.  12.)  zusammen,  also  mit 
4aa  Pttpkten  JH  «od  in-  weichen  diese  Tangenten  voa  dea 
ihnen  parallelen  Tangenten  HIF  iiiM^>»FiV^  gesehnUlett  •  werden. 
NaQ|  ist  aber  bekanntlich  das  Prodnkt  atia  den  Entfernungen  zweier 
entsprechenden. Punkte  der  kreisfef wandten  Systeme  von  den  Cen- 
traipnntoen  constant.  Da  nun  der  Punkt  JD  dem.  ^un^ct^  L,  der 
Punkt      dem  Punkte  C  entspricht,  so  ist  folglich: 

Betrachten  wir  andererseits  ti.uiz  ebenso  Ji  und  /'  als  (  t  ntral- 
punkte  der  kreisverwandten  Tangeuten  JS'ß  und  N^F,  so  miiss 
aus  demselben  Grunde  '  ' 

.     .....     *     BL^FL^BC.FN*  .  . 

sein.  Ans  der  Addifinn  dieser  beiden  C^leirhntigen  un^  unter 
n^rücksichtigung,  dass  FjV'sJf/?;  ersleftt  sich: 

ML.JS*L^BL,FL^BJS',BM.\  .  m 

Hieraus  ersieht  sich  folgender  Satz: 

Das  Produkt  zweier  benachbarter  Seiten 
einem   Kegelschnitt  umschriebenen  Parallelograiaois 
ist  gleich  der  Summe  der  Produkte  der  Gotfernuiges 
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•tttes  'bfilekfgell  4%r  b«fden  Bren'ApUitlcttf  tdto  s^:<i 
gegenUbersteiienden  Ecken  das  Parallelogramms,  (lit 
dar' Kegeladbaltt  aio  Kretd,  «o  glebt  dies  den  Pythiigoräiacheu 

Lehrsatz.)  ,  ^ 

Aodererseito  bilden  aber  auch  in  zwei  kreisFerivandtaa  Syate- 
dMMi  je  zwei  vom  Centraipunkte  dea  einan  Syatama  ai^gehandft 
ClarAde  denaellMii  M^inkal,  wie  dia  ihpati  aDiaprecheodaii  \yk>^ 
daran  Sysfema.  Hlarnaeh  tat  alac 

nnd  jebanao 

MBLinz LFM  u.ä.w. 

Dies  giebt  den  Satz:  i  ' 

Ist  ein  Parallelogramm  .einem  Kegelaehnitt  um«  ' 
sebrieben»  aa  wird  Jede  der  Verbindungslinien  der 
Ecken  mit  einem  Brennpunkte  von  swel  gegendb'at- 
fltehenden  Ecken' dea  Parallel ogramma  aua  entehr  ^lel* 
eben  Winkeln  geaeben*  ^ 

d)  Liegen  zwei  Punkte  D  und  F  der  Tangente  AH  mit  den 
Brennpunkten  K  und  L  in  eiaem  Kreise  und  sind  D'  und  reap. 
die  Dai^hschnittspunkte  dar  von  D  und  F  aus  gezogenen  Tan^ 
lente»  mit  BCt  ao  müssen  auch  die  Punkte  D*  und  F*  mit  dear 
Brennpnnkfen  In,  einem  Krelae  liegen.   Uiea  giebt  dea  Satz? 

Schneiden  zwei  Tana:entcn  (/)/>' und  jPF')  eines  Ke- 
gelschnitts eine  dritte  Tangente  (AB)  desselben  in 
zwei  solchen  Punkten  (Z)  und  F),  welche  mit  den  Bronn» 
IMHikten  in  einem  Kreise  liegen,  so  schneicien  sie  über- 
haupt jede  Tangente  (z.B.  BC)  des  Kegelschnitts  in 
zwei  Punkten  (Z)'  und  F')»  welche  mit  den  Brennpunk* 
ten  In  einem' Kreide  liegen. 

e)  Schneidet  ein  beliebiger  Kreis  (Taf.  H.Fig.  13.)  die  beiden 
Kegelschnitts  Tangenten  J/^  und  il/Finden  Punkten  DEGH,  und 
siod  IVE'fw'H*  resp.  die  Punkte,  in  welchen  die  Tangenten  iV'ßund 
iV'F  von  denjenicren  T.ingi'iitcn  geschnitten  werden,  welche  noch 
von  /),  E,  H  au  den  Kt  i^elschnitt  gezpgen  werden  krmnen,  so 
Vteeen  auch  die  vier  Punkte  />^  £S  G* ^  H*  in  einem  Kreise»  und 
zwar  in  demjenigen,  welaber  dem  euerst  gegebenen  entspricht; 
In  beiden  Kreisen  haben  resp.  M  und  jV'  eine  ähnliche  Lage* 
Geht  der  eine  Kreia  durch  Jft  ao  wird  der  andere  Kreia  au  einer 
^«tftden  Q.  8.  w.  ^ 

0  lat  der  gegebene  Kegelaehnltt  eine  Hyperbel  und  aind  A 

^d  C  die  unendlich  entfernten  Punkte  derselben»  so  fallen  die 
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47%      Sßii%er:  IHur^eSämg  de9  m§pi^fMf^,4£Upfi^ru€H 

Cenlvatpiinkte  ilf  und  ■N'  aogleicb  mit  B  in  den  Mittelpunkt  der 
HyperM.  Di«'  Kreisverfrandtttsliaft  ist  dasD  «dq  isTirfatoriacbe. 
Man  ieitat  liieraiis  leidii  dib  twtkyoirifcg^Cigc— «liaftMi  der  äsfm- 
pfoteD  Ut  9,  w.  ab. 

Der  Satz  unter  e)  gewinnt  hier  fotgende  Gestalt:  Zieht  man 
von  den  vier  Durchsehnittspimirtea  *  elftes  Kreise«  ntit  dea  Asya- 
ptolea  aioer  Hyparbei  Tangenten  an  die  I entere«  :^a(f!b6.  d)f 
Asymptoten  abermals  in  vier  Punkten  sebneiden,  ^so  liegen  auch 
die  letzteren  vier  Patdcte  In  eiaeni 'Kreise«,  Der  Mittelpunkt  der 
Hyperbel  Ist  ein  Aehnlicbkeitspunkt  beider  RretiG»e. 

g)  Ist  der  gegebene  Kegelschnitt  eine  Parabel ,  so  fallt  der 
eine  Hauptpunkt  der  beiden  kreisverwandten  Systeme  in's  (Jd- 
endlicbe  .und  die  Kreisverirandtacbaft  |;ebt  in  <|ie  Aehalicbkeit  fiber.  i 


5 


Darstelluug  doö  unendlichen  K^tenbpueh» 

m 


it>(ar)  =  «(2a;+l)  + 


n(2ar  +  5)+.„. 

in  geBChlosiener  Form. 

♦  •  Von. 

Herrn  Simon  Spitzer, 
Professor  an  dor  Usadelsr Akademie  so  Wien. 


Es  ist,  wie  man  leiebt  aiebt: 

m 


.  i^(:r)=n(2ar.H-l)-f^^^^|^, 
«id  «ritsl  «an  : 
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00  kSmml  man  zu  der  Gleichung: 

Wird  dieselbe  nach  meiner  Metbode  gelöst,  so  erhält  mau : 

Sil 

2« 

Da  ffif  mssl,  Hai  ist,  so  erhSlt  man  als  Wertk  des 

verlegten  Kettenbrucb^s : 

a  » 

Will  man  Mui'4eB  W«ttb  das  K«ttsniiriicbes  . 

1 

*i>f' — r- 


7ii  + . . . . 

haben,  welchen  Ealer  bestimmte  (siebe  Euler's  vellständige 
Anleitung  sof  Integralreclmang,  deitt«ch  von'  Salo« 
mon,  4.  Bandy  Seite  39]«)»  se  bat  man  bloss  in  der  geTnnde- 

aeo  allgemelneo  Fonnd     ,    '    ^  '   ''  '  ' 

♦ 

setseiis  man  erbilt  dann.  «Is  Werth  des  obligeii  Kettenbrucbes: 

e»  -f  s^  » 


Digitized  by  Google 


'  •  Integralioa  der  partiellen  Differenüal^icluuig  . , 


▼•n  .... 


Herl»  Simon  Sip Uze 
ProfeMor  «!!  der  EaBdd«-;A|nid«iiiiI^' 


'  Elller  bebandelt  diese  i>itfere»tldtglelehanV  (VolUtändige 
Anleitung  Bur  Integralrechnang,  deutsch  ven  Salomon, 
3.  Bandy  Seite  221.)  in  dem  specleUei)  f*aile»  wro  mi=m^  wt, 
und  Ondet  für  das  Integral  'derselben  eme  In  speeiellen  F&llen  eb- 
breebende  Reibe,  leb  will  '^^r  die  Gleiebung  (1)  einen  anderen 
letegrationsweg  ein^^chlauen »  uelclier  mich  in  sehr  vielen  Fällen 
mit  dem  besten  Erfolge  zuni  Integrale  führte. 

Ich  setze  nämlich : 

unter  Z  eine,  einsb\ eilen  noch  unhekannte  Function  von  x  und  y 
und  unter  k  eine  constante  Zahl  v«ri$tanden ;  alsdann  ist : 

fix  dZ  ' 

t«ied  ««erden  dieae  Wertbe  Ja  die  6leicbpiig  (1)  abbgtltntrt,  se  tr- 
^balt  man  naeb  gehdriger  ReduetioRt 

d^Z  dZ  dZ  ' 


Digrtized  by  Google 


Wird  nun  l  00  gewählt,  aaf  das« 

-I- (fiti  + //I«  - 1)  i  +  nssO 

wird,  80  hat  man: 

welche  Gleichaog  offenbar  von  einfacherem  Baue  ist,  als  dte  Glei- 
chung (1).  Ich  differenzire  nun  die  Gleicbong  (2)  fimal  nach  x, 
unter  ein«  ganz  beliebige  Zahl  Vieratepd^n,:  npA  erhalte  hior^urch, 
die  Llottv  nie 'sehe  fonctioo  e<Mii|i)eHientaire  aiiaeer  Acbtlasseod: 

Diese  Gleichung  vereuilacbl  sieb ,  wemi  man    se  wählt,  aaf  dass 

ist,  und  gestaltet  sich  dann  folgendermvsseD : 

^^+3^>S^  +  <^  +  '"'^3i^»=^'  , 
hieraus  folgt  nnn:  n-X 

Unter  st«)  «in«  wiHkahrliehe  Fueetioii  ^oa  .a^  msimlei»«  v^itht> 

ist,  so  hat  man:  .  »  ^  s*  *^ 

Ii'" 

l2^f  m«— 1  r-  ()r>(.i:) 


.  .  I.. 


€anz  auf  ähnliche  Weise  erhält  man  aber  auch:      -    «  *  - 
folglich  ist :  ' ' 

unter  X  eine  Wurzel  der  Gleichung  X*  +  (m| -f  wij  —  1)  A  +  n  ==  0> 
unter  ^(ar)  eine  willkfihrliehe  Function  von  x  und  unter  eine 
wiltkiihrliche  Funetioo  von  y  verstandeil.  In  dem  FaMe,  als  X+m^ 
oder  i-f  eine  ganze  2^hl  ist,  lässt  sich  die  angesBeigte  DiSe» 
rentiatlen  leicht  aosAlhren,  ond  man  kMint  rfanii  nii '  ^^j^^^^en^ 
fialer  gefundepen  Aosdrfiefcen.  . 
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•  / 

iBtegnüoB  der  par^^'^  • 
V  ^^^^  .urtidi  de  secCoribos 


/' 

Anctore 

Pro' 

^re,  Chrisiiano  Fr,  Lindman, 
Lect.  StreiiffDe«en«i. 

A  II  l  e  i 

^*  ^  ^*  y      ^*  y'  no^Ainus  coordinafas  ortbogoiialflt 

pftTflAiolae,  ei^ii«  Mquati»  est  yHsS^,  constat,  «aper 
^  /"'^  dgoranim,  qnae  canra  et  ordinata  aziqoe  ihidwawai  cmh 
aas«        Iä^  fesp.  Faüfia  y  Jrt     poaififla  et  y'^f,. 
fj^reiifia  aaperfideram  endÜt  |(«V— .r^).  Si  repeiire  voiannf 
g^torem  (=S),  cojaa  ?exfex  eat  focua,  dedeeaaflaiii  e«li  i^"* 

|)  et  addepdam^«'»  f)*  Ita  fit . 

=l\^(V«'-V«)J2(V+V;S^4-*)+^|.    •  (1) 
Chorda  (asifc),  qaae  puneta  conjunglt>  dator  aeqaatioDe 

Radii  vectore^i  (r»  rO>  aectorem  termiDaotea»  aiuit 
niHlef  kiyeii^ 
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.v.tr<s^<^  9ec(oriäus  fmraboiicis  quaUramUx.  t>«rt^  -^^V 
''  +  r — (ar'  +  ar)  pro  p  substituto,  habebimus 


1»  ^ 


V-VJr)«l2(r'  +  r)-(Va:'-V:r)«|..  .  , 
"  ^  'mos 


"'  —  Var,  necesse  est,  sit 


^uod  nisi  sumto  signo  inferiore  fieri  Don  potest.  Itaque  est 
Si  pro  3/>  in  (1)  substituitur  3(r'  + r)— 3(a:'+a:),  evadit 


introductoque  valore  quantitatis  V^' — Vxi  t.,,^i 

vel,  quia  secundura  forraulam  +  «p  +  ^*^  est 

2(r' +  r)  ^  VT^TT/^ .  V^r' +  r- A-  =  ^^^ 

\         v  Vr'  +  r  +  /-  — Vr'  +  r— 

S=?i|((r'+U*)l-(r'  +  r-/!^tf  .  /,  (7);*- 

quae  tarnen  loriuula  non  valet,  nisi  sunt     et  ^  positivae  et  y^y 
vel  nisi  est  r'>r  et  uterque  supra  axera  abscissaruni.  .^y  ^  . 

Quod  si  r'  est  supra  axeni  et  r  infra,  patet,  esse  y  negati- 

vam  et  ^-^Sf'lpx,   Kaque  est       {n^  tin;  o  Tia«  t  ij>  W  h  (f  ( 

'*       '  A  r»  ''^        '  '    .j^Vr,;  <^v]ll>.  *t        (I?   •  ' 


-^^y  f  (Va:'+Va:)l3(r'4-r)-(Va:'-fVJ:)*).iuiM:  (5) 


176       .Undvi^H':  mnmtm»iim  tmttmitMä  LanUterttni 


I 

-  .  I  ■ 

DeÄioBfltraüo  tbeoreinati&  Iiambertitri  de  aectoribus 

parabolkis  qnadraadk«  ^      i  - 

*  Aoctore 
,\    .  ,     r    '  D*"*.  Chrtsiiano  Fr,  Lindmun^  . 

Lect,  SlrengnesensL 


Sl  litterU  y  et  or'«  y'  notamus  coordinatas  ortbogonalos 
punctorom  pärifbolae»  ct^os  atoquatio  est  y^^^ps,  coiistat»  B■p«^ 
fidem  figarartim»  qaae  cunra  et  ordinata  axiqae  abaclueaiu«  cia- 
«nentar,  esse  Jary,  !a?y  *c»p.  Failti»  y  ciiy  poämifla  et  y^^jr». 
dIfferenÄa  aoperieleram  ewÜt  «jf)«  Sl  reperire  yelvmiis 

aectcAr^m  i^^^p  'evfaü  TezCex  est  focoa»  dedooealnm  e^i  ^ 

iy'(«*— £),  et  addepdum  f ).  Ita  fit , 

Chorda  (=4;)»  qaae  puncta  eonjangit«  dator  aequatieoe 

Radii  veotores  (r,  r'),  sectorem  termioaDtea»  sunt         .  . 

l^i^ei,ioyeojy(u)r 
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Ä«=(i/ar'— Va:)«t(V^'  +  V*)^+2(r'+r)--2(a?'+ar)l, 
vei,  quia  est 

ife«  =<V«'— V^)*  I2(r'  +  r)  —  ( Vor'— Var)«},  . 
uode  facitUme  invenima« 

Quia  est  V^' +  V«  >  V«' —  V«,  necessc  est»  sit 

qaod  nisi  sumto  sigiio  inferiore  fieri  Don  potest  Itaque  est 
Si  pro  3p  in  (1)  substituitur  3(r'^-r)  — evadit 


..I 


iatrsductoque  valere  quantitatis  V^'^  V«:  ^ 


vei,  quia  secundum  formulam    j^^ß         +  otßi- ß'^  est 


Ä=^U«"+r+*)<-r(i''  +  r-i)ä|,'.        .  (4).- 

ijuae  tarnen  foriuula  iion  vaiet,  nisi  sunt  ^  et  y  positivae  et  ^'^y 
vfti  nisi  est  r'>r  et  aterque  supra.  axtm  abieiseanrai. 

Qao4  si  est  supra  axenc  ^  r  infra».  palit»  .«feuie  3/  negati- 
vam  et  =-*  Vi^.  itaqae  est  :  *        .        :  j  " 
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4b0  Undman:  ßemümtraüo  theormim$,UMerUtä  tU  iectoritf,  etc. 

•.*  •  ■  ,  ■ 

Jam  vero»  quia  est  yzs^^T^px»  ^'^^   ' :  \ 
vel  snbstituendo  SCW  +  r) — 'i(.T'  +  .r)  pro  2p: 
und«  laciilime  invenitur 

vbi  restaty  nt  dijudioerons»  utrum  sigAam  eligendum  sIt»  id  qnod 
Dane  ^liquanto  difScIlbui  c«t  quam  aatea*  Ope  aequatiooia 
s=r/-.f*  invenSmua 


2r'  +  V  (r'+r)*— ifc*  2r±  V  (r'+r)«^Ä* 

y;i;'  =  -  —    '■  >    YaßmS,  —  ~      ,     ,  •  '  - — 

2y  r'  +  r ±  V (r'+  r)«- it»       ,     2y  r'+rdbV  (r'+r)M« 

Fieri  potoat«  iit  ait  -—7-  =  — et  aigoa  ita  sumeDda  mmU  ^ 

buic  conditioni  aatiafiat  Si  igitur  est  — 7-  >  — ,  necesse  est, 
ait  '  ^  *    ' ' 

vel   

Itaqae  aignum  ioferiua  aut  auperiua  eligeodam  .  eat«.  proot  erit 
r'^  r.  Qoutin  füc^iepduDi  est,  ai  erit  -p- -^s"*  Si  danique  e*it 
\/x'     S/x  • 

—3-  =;  —  >  patetji  esse  r'-|-r=;^  Jam  ut  antea  invenitur 

t 

*  Sigmim  liifeHea  f  unieitdoDi  eal 

1)  si     et  r  ambo  aitt  aupra  aut  fnfra  axem  Jacent; 

2)  ai     supra  axem  eat  et  r  infra,  quum 

aignmn  aaperina  eilgev^m  ^t; 
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ffienger:  Väter  äen  Wertk      eHM.  481 


Bi  T*  mxpm  mm,  r 'hfo  JäoiM»  quam 


Omnia  hac  regula  comprebeadtintur :  soperiu»  signum  sumendum 
est,  61  f  axi  radiis  yecloribus  inteijacente^  angulus  eorum  a  parte 
vecticW  parabpiae  180^  supeiat;  ^|io  miops  signo  Inferiore  uteodaiD.' 


.4  *  -*» 


Ii  '    »       •  r     •')  ' 


Üeber  den  Werth  toü  e^:  ^  *  ; 

Hl^rrn.  Professor  Doetor  I^^eif^jef 

am  Mytoeluilliimi  loxKarUmhe. 


£«  ist  mir  nicht  bekannt»  ob  die  nacbstehende  Ermitteliiiig 
Jfli«..W«ttli«i  aeboQ.  ▼eröffeatNcbt  #«tde^<  'Mli  dl*o'  etcht  ge-' 
"chehan  sein*  aollte»  mag  sie  hier  mifgetbeilt  werden.  |ch  äge^ 

1 

Doch  Betrachtungen  Ober  den  Grttnzwerth  ?on  (1  -f  — hinza»  die 
▼lelleicbt  nicht  niierwfinacbt  sind.  ^ 


Wann  In  der  (endtichep  pder.  onaedttabei^.  fiaüiia 


a 


b  ' 


(!) 


6,  c,     endliche  Zalilafi 


,  ao  kann  man  Immer  einen  Werth 


32 
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von  m,  gross  ganag,  angdben  «o»  4ais  ^  0f8i»4}IM'«etQMi 
aboolnten  Werthe  nach  mohr  betrSgt»  als  alle  fbrigen  Glieder 
siuanunen» .  '  *  \  *  i  ^     '  * 

Ist '9  der  grOssto  der  Koeflizient^  ^[»iC«  «»,,  .(inunor  absohit 
genommen),  ao  genügt  hiesa»  dasa 

.  ^^^'(55  +  5?+  •  •)'  *  ^  '"^*(m+  «•+"*• 
oder  da  jedenfalls  tUf  >  1 : 


Da  diese  Bedingung  immer  ertülU  werden  kann,  so  ist  unser  Sats 
erwiesen. 

Ist  a>0,  so  ist  alsdann  die  Summe  der,  Reibe  (1)  kleiner  als 

3a  2a 
— »  aber  positiv;  itir  a<(l  Ist  diese  «Summe  negativ«  aber  >.']g* 


■,  =  n.' 

Der  binomisehe  Satz  giebt»  wenn  m  positiv  nnd  ganz: 

^    Da  alie  Glieder  positiv  sind»  so  folgt  hieraus  (wenn  n^m): 
(U,')"'>1  + 1+172^1- '        -         ...  .  n..'!    .  . 


Die  Gr5ssb  zweiter  Seite  giebt  ansmultiplizlrt: 

* + 1  + 1 . 2  +  l .  2.3 +  l,2.,..ii-l    III  +  S*+ 

r 

WO  a  positiv  ist.  Nach  I.  ist  es  nun  möglich,  m  gross  genug  zu 
wähleo,  dass  diese  Grösse  mehr  sei  als 

11  1  ft» 

*  +1  +  0+    •  +  1.2....  n-l-S' 
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Die  oach  ileiii  letiten  ^liede  voo  (3)  fe^eudeD  CHMerln  (2)  gdben  r 

1  71  1  -  ,  -1 

welcbe  GrSsse  jedenfalla  kleioer  ist  als 
1  '  I  1 

oder 

1_    _1  n±l 

'^1.2..^n-      l__""1.2....n  n 

Üemnacb 

Aas  (4)  und  (5)  folgt»  dass 

2a 

1      II  1 

1        '  '  • 

und  nithio  fllr  mss  <x>,  wenn  man  (1  +      alsdaoD  iiilt  e  beseldi« 

net; 

III 
DaiB  damit  die  Baroebnung  von  0  gegeben  iat^  ist  belcannt. 


UL 

  **  < 

*  Wie  aoch  immec  m  gegen  einen  naendlichen  Werihe  ivacbse« 
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'di  m  ..J        Gra-f  i)-?=:e,   Gr(l  ^V''- 

wenn  ar  einen  reellen  Werffi  hat.  Den  BeHeis  dieser  zwei  Sfitee 
übecgebe  lob»  da  «r  Aiiit^ekannt  ist. 

* 

I 

IV. 

E0  Bolt  der  Weitb  voo  (H^^V  lOr  firsö^  a 

werden.  ^ 

■     j  « 

Bbn  ««te  l-f^^^^Keto^+Mü^)*  ao  tat 

ai 

alao  (W6DD  m  poaitir  nnd  gaDB)s  ^ 


feroer 

Ist  nun  a>0»  ao  ist  die  aweite  Seite 

iat  dagegen  a<0,  ao  kawi-iuan  w*  immer  gross  j^enug  annehmeo, 
daaa  fn  +  2a  beliebig  groaa  und  .poaitiv,  ao  daaa  iii-|-2a-'a  noä 
poattiT  iat,  und  da 

«o-  M  die  iw^  Saite  UeiiKV  ak 

,.1  .J_/  ^_Y  + 
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Da  die  zweite  S^tte.  iptm^r.  >  1  i^^m  i|  -  «fdlicb  Ut,  ao 
oacfa  Ls 


Ltat  man  m  imbagriiipt  w««hrap«  so  «refAui  ^  :f  -=r  und  ' 

Da  alsdaim  nach  UL       •~-)"*  =  e2o,  &o  Ut  £ür  mssoc; 

18 

Ferner  ist,  wenn  m  gross  and  6>0,  dar  l^lnkel  ^  positiv  and  klein. 
Daneben  Ist  \  : 

'        b     f  b 

>8ing>     ,  . 
9^^^,  d.h.  g>        ^    .    «9)       ^    .  .  , 


Ffir  6<0  ist  9><0  und 


.  weraua  meder  . 

•  m 

Lfiaat  man  m  waehaen/  ao  nähert  sich  r  der  Einheit»  also 

^  aer  Grusse  ö,  der  aich  auch    nähert«  ao  dass  für  ein 

'  m 

imeadiiches  m:  m9  =  6.   Die  Gieicliuug  (7)  giebt  also  iitr  mssoo: 
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Setzt  man  die  erste  Seite  »W*,     bit  mao  also  so?  Er- 

klärung  dieser  Grösse: 

,*«•»•  ,  .  «.• 

Setzt  man  hier  a=0,  so  Ist: 

-    eM  =  cos6+i8io6.  .    '  (10), 

Aus  (9)  ond  (10)  folgt: 

80  wf«  aach  letclit  cu  erweisen  ist»  das» 


UebuQggaafgabea  fiir  Schüler. 

4iictorc  Dre.  Clirif  Uano  ,Fr.  Lindman,  IiSut  iStrüngsssestf» 

i  Udo  latere  «ctiHnei  et  angulo  (=zA)  opposito 

datis,  ceterisaatem  laterlbttsangiillsqae  vaiianttbos»  inTenireioeQtt 

,   

geometricum 

1)  panctonni^  akl  akitadmes  interaecantss  convoDiaat 

«*+(jr  +  |Cotil)*=jg^i3; 

2)  centri  circulorum  ioscnptonini 


»     »    «I*,.  j 
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Nota.  Latus  a  est  axis  abscissaruni  ejusque  punctam  me- 
dium origo  coordinataniu  orthogooaUom 

IL  iDvenire  roinimiua  comiu  r^ctiun»  quem  circa  sphaeram 
«datam  describere  Uceat 

III«  Demonatrare  formutani  iategralem 


Cayley  bat  folgrade  Relation  cwiaclieii  deo  Selten  ond  Win- 
kdn  eines  sphSriacbeD  Dreieeka  gefunden: 

aln6alnc-|-co86coecco8il  =  sln^ain  C«—  cosBcoaCconii. 

Wie  lässt  sich  dieselbe  beweisen?  (Ich  nehme  dieso  fSotiz  aus 
eioem  Anfeatze  tou  Airy  io  dem  Philo^ophical  Magaziue.) 

r  -  ,  .       .  ^ 

Zwei  Lehrsätze.     -  vj 

Tta  Herrn  Dr*  H«  Siebeelc»  Director  der  Pmhiilal-Geweffbeiclinle 

'  so  Liegnits. 

Leiirsätze.  I.  Bewegt  sich  ein  Punkt  £  (TaC  IL  Fig.  14.)  se 
auf  einem  Kreiae»  deeaen  .  Radina  =1  iat»  dass  seine  Cieacfafpin* 
digkel^  stets  gleich  adner  Entfernung  yop,  einem  beliebigen  festen 
Punkte  A  der  Ebene  ist,  der  sieb  In  der  Entfernung  U  vom  Mit* 
telpunkte  befindet,  und  Ist  u  der 'Winkel,  welcben  der  der  Bewe- 
gung folgende  Radius  Tseter  AE  mit  idM  RMoa  OA  WUet,  so 
indet  folgende  Gleichung  statt: 


*)  Aufgaben  der  vorstehenden  Art  srheinnn  mir  aelir  geeignet  für 
Schüler  und  verdienen  daher  vermelirt  zu  werden,  llerra  Lindman 
dtnke  ich  recht  sehr  für  lierea  Mittheilung.  .  G. 
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wenn  I  die  Zeil  let»  wilireDd  weldier  der  Bei^ev  B£  mrlekge- 
legl  wli4. 

IT.  Zieht  man  einen  zweiten  Kreis  von  der  Beschaffen heit, 
dass  die  Polaren  vmi  A  in  Bezug  auf  beide  Kreiee  ideetiech  sind, 
und  eiod  L ,  G,  M,  u.  e.  w.  Punkte  des  siieisf  gegebenen  Krei- 
eee  vea  eelcher  Lage»  daas  die  Terbindnagalielen  LF,  FG,  GB, 
V.  a,  w.  den  zweiten  Kteia  berShren»  ae  werden  anter  Feathaltoag 
der  eben  rflcl^alchtUcb  der  Bewegung  gemaditen  Vemoaaetsvag 
die  Bogen  LF,  FGt  GB  ete.  b  gleichen  Zeiten  anrllekgelegt. 


Bfiscelleo. 


Sdifelbea  dw  Herrn  Deeter  Zinlreii«  gea.  Sommer«  M  Breea- 

schweig  an  den  Herausgeber. 

In  Band31.Hefl4.  Selte470.  Ihree  geaebütaten  Arebivea  finde 
leb  dne  neue  Cenatraetlen  der,  mittleren  Piepertienale  ven  Geasy 
ana  den  Neayellea  Annalea  de  Mathdmatiqnea  Ton  Ter- 
quem,  Hlr  welebe  Sie  ancb  aoglelcb  einen  Beweia  mitfbeilea. 

Ein  solcher  dürfte  eich  Tieileicht  noch  anschattlicher  mit  Hülfe 
der  Bemerkung  liefern  lassen»  dass  die  dort  in  Frage  kommeo- 
den  Dreiecke  AEB  und  CEA  einander  ähnlich  sind,  indem  sie 
gleichschenklig  sind  und  einen  gemeinsamen,  je  an  der  Basis 
liegenden  Winkel  bei  A  haben.  Aua  dieser  Aebnlicbkeit  folgt 
dano  aegleicb: 

CAxAE-AEiAB. 
q»  d« 


Drnelcf ebler  Tbell  TSXm.  Heft  1. 

9«  m«  S.  iS«  italt  $49  eetee  man 

„  \^fK  „  5«  «•  2«  T»  n,  elati  ^  elelle  man  9. 

„  len.     t%T«o*  anitatt  |a  Stella  maa  |A. 


A  k 
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m  e  e  h  a  u  i  k« 

Einleitung  in  die  Mechanik.  .  ^uai 'Selbstunterricht 
mit  Rücksicht  auf  die  Zwecke  des  praktischen  Lebens 
von  U.  6«  Lübsen.  I.  Theih  Gleichgewicht  (Statik) 
feater  Kjirper..JI»U'89  J^lgwirfr  im.  TMt..^  II.,  UL  'Hk^li. 
Gleichgewicht  der  tropfhi^r  flOsnigeo  :«||d  laftfGrmi« 
gen  Körper.  Mit  22  Figureiym  Text  IV.  Theil:  Bewe- 
gung fester  Körper.  Mft  Ü  Figuren  im^  Text. "  Ham- 
borg. O.  Meissner.   1^58.  -  .       .  f 

Dieses  Büchlein  enthält  nach  unserer  Meinung,  eine  re^ht  gute  / 
ovd  sehr  deutliche  Dsrateüiq|g  der  Gnindlehreik  iet  Stntilc  und 
Mechanil^  fester  und  lICissiger  Kur  per»  mit  IJUigruadelegjiii^,  liless 
derjenigen  mathematischen  Vorkenntnisse,  weiche,  jetzt  in  jeder 
guten  Schule  gelehrt  werden,  also  gans  ohne  Voraussetzung  der 
sogenannten  hliheren  Analysis,  selbst  nur  mit  Anwendung  einiger 
ganz  einfachen  trigonometrischen  Formeln  in  der  eigentlicbeo  Be- 
wei^Tingslehre  bei  der  Lehre  von  der  Wurfbewegung,  wo  dieselben 
oatürlich  gar  nicht  zu  entbehren  waren,  überall  mit  besonderer 
Rücksiebt  auf  die  Zwecke  des  praktischen  Lebens.  In  der  Statik 
nimmt  der  Herr  V  erlasser  seinen  Auslauf  von  dem  Paratielogramm 
der  Kräfte,  welches  er,  ganz  zweckmässig  in  einem  solchen  Buche, 
in  bekannter  Weise  auf  Principien  zurückführt,  die  nicht  rein 
statisch  sind,  sondern  schon  den  Begriff  der  Bewegung  und  Ge- 
schwindigkelt  In  Anspruch  nehmen;  er  giebt  aber  späterhin  auch 
noch  einen  rein  statischen  Beweis,  ungeiabr  so  wie  Poinsot,  im 
■sMenten'finche  unter  den  Ergänzungen  zum  ersten  Buche.  Dejc 
Lehre  vom  Schwerpunkte,  von  der  Stabilität,  der  Reibung  nnd  den 

TM.  XXXIII.  Uft.  1.  1 
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einfachen  und  zuKammengesetzten  Maschinen  ist  die  geböhreode 
Beräcksicbtigung,  so  weit  alle  diese  Dinge  in  ein  solches  Buch 
gehören,  zu  Theil  geworden,  und  eine  Reihe  von  Cebim^saufeaben 
ist  der  Statik  beigegeben.    In  der  Hydrostatik  sind  die  sännmH 
eheo  Graodgesetxe,  auch  das  Gesetz  des  Drucks  auf  die  Seiten- 
wftnde,  was  sonst  oU  in  fibnlichen  Buchern  fehlt,  in  einfacher  Weise 
geborig  matbematiscb  begrfiDdet  worden,  was  io  gleicher  Welse 
•  von  der  Aerostatik  gilt,  wo  aucb  die  ▼ersehiedeneo,  im  geroeiaeD 
Leben  am  häufigsten  vorkommenden,  auf  dem  Lnftdraeke  beraben- 
de^Mascbinen  deutlich  erklSrt  nnd  die  wesentlichen  Umstände, 
auf  die  es  bei  deren  cweckmSssIger  Anlegung  io  der  Praxis  aa- 
kommt,  erörteit  worden  sin  d.    Zweckmilssig  gew&blte  Au%abeD 
sind  auch  hier  h  bei  all  einijereihet  worden.    Den  ▼erscbledeoen 
iMethoden,  das  speciüs^chc  Gewicht  zu  hestininien,  mit  Rücksicht 
aut  die  verschiedenen  dabei  in  Betracht  kommenden  Correctioneo» 
hätten  w  ir  eine  etwas  einjrehomii  re  Krörterunü  ^e*viinscht,  wenn 
auch  dieser  Gegenstand  mehr  den»  G<  hi*  to  der  Physik  als  der 
eigentlichen  Mechanik  anheimfällt.  Dio  eigentliche  Be^vegunt^^iehre 
fiSr  feste  Körper  cnthSlt  ebenfalls  die  gewöhnlichen  Lehren  in 
sehr  fasslicber  Darstellung  mit  steter  Rucksicht  auf  praktische 
Anwendung.   Ob  noch  ein  der  Hydraulik  gewidmeter  Theil  fot^^en 
wird  9  ist  aus  den  bis  jetzt  vorliegenden  Tbeileo  nicht  ersicbtJicii; 
wir  wfinschen  es  aber. 

Besonders  erkennen  wir  bei  diesem  BOcblein  an,  dass  nur  so 
viel  in  demselben  gegeben  worden  ist,  als  sich  mit  den  voraosge- 

.  setzten  geringen  mathematischen  Hulfsmittehi  mit  vollständiger  Detrt* 
lichkeit  begründen  und  zum  Verständniss  hriiigt-n  liess.  Oft  ist 
uns  bei  Büchern  diesrr  Art,  namentlich  auch  solciieii,  die  einem 
praktischen  Bedürinisse  in  der  iMaschinenlehre  in  eleraentaier 
Weise  entsprechen  sollen,  das  Be6tr<^l>eii  entgegcnizotreten,  aul 
allgemeinere  mechanische  Gesetze  von  einer  höheren  iSatur  zu- 
rückzugehen und  deren  Anwendung  io  der  Maschinenlehre  za 
zeigen.  Ein  solches  Bestreben  halten  wir  für  verfehlt.  Ueai 
einmal  zeigen  die  Verfasser  solcher  Bücher  oft  nur  zu  deutlicb, 
dass  ihnen  selbst  kein  ganz  vollständiges  Verständniss  dieser 
Gesetze  zur  Seite  steht,  und  auderntbeils  gehen  dieselben  niti< 
stens  fiber  den  Geslebtskreis  des  Publikums,  welches  solche  BJ- 
eher  im  Auge  babeti,  hinaus  und  föhren  daher  nur  zu  leicht  Min» 
Verständnisse  berbei«  Dies  hat  der  Herr  Verfasser  des  vorliegeodca 
Büchleins,  wie  sehen  gesagt,  mit  sehr  riehttgem  Takte  dadordi 
vermieden,  dass  er  nicht  weiter  zu  gehen  gestrebt  hat,  als  die 
voraiisgcisetzten  mathematischen  Grundlehren  nur  eben  gestatteten. 
Dies  loiten  wir  neben  seinen  übrigen  oben  schon  hervorgehobeneo 
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Vorzögen  noch  hesonders  an  diesem  Elementarbucbe  und  empfeh« 
len  es  auch  deshalb  vor  viele»  anderen  Büchern  einer  ähnlicben 
Tendenz  allen  denen  recht  sehr,  die  sich  ffir  die  gewübnlichen 
Geschäfte  des  praktischen  Lebens,  welche  von  den  bevregenden 
NaturlirSften  G(>l)rauch  machen,  eine  hinreichende  Kenntnis«  der 
Gnindlebren  der  Mechaniie  verschaffen  wollen.  In  keiner  anderen  ' 
malbematiseben  Wissenschaft  sind  durch  nniclare«  der  gehOrigeii 
BegrSndang  entbehrende  Vorstellungen  herbelgeftührte  Missver-* 
stSndnisse  leichter  niüglicli  wie  in  der  Mechanik,  nirgends  DBhren 
dieselben  leichter  an  falschen  und  verfehlten  Anwendungen.  Das' 
▼orliegende  BOchlein  wird  daxn  wenigstens  keine  Veranlassung 
geben,  was  wir  nochmals  als  einen  besonderen  Vorzug  desselben 
erkennen.    Wer  weiter  in  der  Mechanik  gehen  will,  niuss  sich 
vorerst  weiter  in  der  soi^enannten  reinen  Matheniatik  umsehen, 
wozu  es  Hnlfsnnttcl  genug  giebt;  das  ist  uuu  einmal  bei  einem* 
solchen  Bestreben  unerlässlich* 


Astronomie. 

Physische  Zusammenkunft  der  Planeten  1  bis  42*) 
während  der  nächsten  Jahre.  Von  Karl  v.  Littrow, 
wirklichem  Mitgliede  der  kaiserl.  Akademie  der  Wis- 
senschaften. Mit  zwei  Tafeln.  (Ans  dem  XVI.  Bande 
der  Denkschriften  der  mathematisch  •  naturwissen* 
schftftlichen  Klasse  der  katserUchen  Akademie  der 
Wissenschaften  besonders  abgedruckt).  Wien.  18S9.  4. 

Eine  vorläufige  kurze  Anzeige  dieser  wichtigen  Arbeit  ist 
schon  im  Archiv.  Thi.  XXXII.  Heft  a.  8.  357.  aus  den  Sitzungs- 
berichten der  Wiener  Akademie  von  uns  geliefert  worden,  und 
wir  freuen  uns  sehr»  jetat  das  Erscheinen  der  wirklichen  Abhand- 
lung anxelgen  au  können.  Worauf  es  bei  der  betreffenden  Auf- 
gabe ankommt  und  was  dieselbe  erstrebt»  kann  im  Allgemeinen 
aU  hinreichend  bekannt  angenommen  werden«  Eben  so  ist  die 
Methode,  deren  sich  Herr  Littrow  bei  den  hier  zur  Sprache 
kommenden  Ermittelungen  bedient  hat,  aus  seinen  fVflheren  hiei* 
her  gehörenden  verdienstlichen  Arbeiten  bekannt.  Dieselbe  ver- 
bindet in  sehr  zweckmässiger  Weise  Zeichnung  ufui  Rechnung 
mit  einander«  und  ist  in  der  vorliegenden  AbhandiuDg  von  Neuem 


*)  Diese  Zahlen  «ind.ia  Kreise  eiozuschlietten.  . 
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iu  Kürze  wieder  aus  einander  gesetzt  worden.  Welchen  Auf. 
wand  von  Zeit  und  Muhe  aber  bei  aller  Zweckmässigkeit  der 
Methode  üoteräucbupgeu  dieser  Art  erfordern,  und  wie  sehr  die 
Wisseoschaft  Herrn  Littrow  zu  Dank  verpilichtet  ist,  das» 
er  sich  derselben  unterzogen  bat,  kann  nur  der  richtig  beurthel* 

*  wer  sich  selbst  schon  mit  solchen  Arbeiten  beschäftigtt. 
AIIm  M  in  der  Abhandlung  mitgetbeilt  wordee,  was  in  tbeoien 
tiseher  and  ftralttischer  Rfieksicbt  nutb^  ist»  un^  au  ejoer  ▼oli' 
«f&ndig  deatlicben  Einsiebt  lo  die  ganae  laubevelle  Arbelt  tu  ge^ 
langen«  so  daas  in  dieaer  Beaiebaag  gar  nichts  so  wfinachep  tibrig 
geblieben  ist«.  Ebenae  sind  die  gewoanenen  Resnltaie  mit  der 
grSssten  niebto  m  wQnaeben  übrig  lassenden  Vollständigkeit  vad 
Genauigkeit  mit«;etheilt  worden.  Es  fanden  sich  zwischen  de» 
luetrachteten  42  Asteroiden  549  ßahnnähen  unter  0,1  (/1er  halben 
grossen  Erdbahnaxe)  gegenseit!?;er  Eutlt minig,  und  darunter  157 

•  von  besonderer  Enge.  Die  grosse  Anzahl  von  Bahnnahen  über- 
haupt, etwa  zwei  Drittheile  der  861  Paare,  welche  im  Ganzen 
(Turchzusehen  waren»  darf  bei  dem  weiten  Sinne,  der  dem  Worte 
MBahnnähen*'  hier  gegeben  wurde»  nicht  überraschen.  Mit  dem 
vorliegenden  Material  üess  sich  eine  weitere  Frage  von  Interesse^ 
n&mlich  ob  irgend  besondere  Anhäufungen  von  Bahnnühen  an  gc^ 
wissen  Punkten  des  Weltsystems  sattfinden,  leicht  beantworten* 
Dm  in  dieaer  Beziehung  einen  CJeberblick  zu  gewinnen»  winden 
a&mmtRche  Bahnnäben  nach  ihren  Längen»  projictrten  Radien* 
Vectoren  nnd  Iiethen  auf  ein  Blatt  gezeichnet»  wie  ans  Taf.  It. 
ersichtlich  Ist  Der  Ueberbliclt  dieser  Zusammenstellung  lehrte, 
dass  keine  besondere  Anordnung  sich  geltend  macht,  man  imGe- 
gentheile  zu  der  Annahme  berechtigt  ist,  dass  bei  zunehmen- 
der Zahl  von  Asteroiden  die  jetzt  schon  nahezu  vorliafulene  Gleich- 
förmigkeit der  VertheiliiDö^  sich  immer  nu  hr  einstellen  werde. 
Für  Ls58  bis  1867  bat  Aierr  v.  Littrow  folgende  Zusammen- 
künCte  geiund^n: 

Enterpe- Lutetia ....  l&»  Alltte  October» 

Beliona- Melis     ....  1858  November. 

Polyhymnia- Vesta     .   .  1858    „  „ 

Massalia-«  Psyche  .  •  •  1859  ßade  Octeb^r« 

£anomia*Metla  •  •  •  .  1860    »»  Jänneir^ 

Eunomia  -  Irene  ....  1860  Anfangs  IVIärz. 

Irene -Metis   1860  Mitte  März. 

fiebe*Partbenope  .  .  •  1860  fitode  Ifo?ember.  ' 

Fides  •Vesta     ....  1861  Anfangs  Märs. 

Metis -Polyliysiiua    .  .  18^  Ende.  Apiui. 
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Euterp^-Pelybymoia    *   1864  Mitte  in ni. 
Hebe-Parthenope  .   .   .    1804    „  September. 
Meipofflene-Paitfaeiiope    1864  Ende  November« 
Iris- Pomona    .  .  •  «  1865  Mitte  October* 
Fideü- Fortuna  ....    1800  Ende  Jänner. 
Calliope  -  Egeria  •   .   .   1800  Mitte  Octoliev,^ 
Fiora-Melpomiie    »     ^1667  Febraar. 
Eoterpe-ProserpiDa  •   •  1867  Ende  April.  j 
Pomona -Vesta    •    .    .  J867     „  November. 

♦ 

Herr  t.  Littrovr'luitte  seine  Arbeit «  bei  welcher  die  Herren 
Holnstein  und  Oeltsen  die  erspriesslicbste  Hälfe  tetsteten,  gans 
lieend|gt  mid  war  elieii  mji  der  Za8aiunen8tellufi£^  der  Resultate 
beschäftigt,  als  er  von  einer  ähnlichen  Arbeit  des  Herrn  Karl 
Linser  in  Sonneberg  bei  Coburg  iNachiit  Ii  t  erhielt.  Dieven  dem- 
seiben  angewandte  Methode,  die  mir  auf  luu  Imting  beruhet,  wird 
nebst  den  erhaltenen  Resultaten  Wvun  v.  Littrow  niitge- 
thetlt  und  die  befriedigende  T^cborcinsCuiniyiinfr  Iteidcr  Arbeiten 
nachgewiesen.  Dadurch  wird  die  vorliegende  interessante  und 
wichtige  Abhandlung  zugleich  zvl  einem  Repertorium  altes  dessen, 
was  bis  jetzt  namentlich  io  praktischer  Rucksiebt  mit  Erfolg  auf 
diesem  Felde  gearbeitet  worden  Ist. 

Wir  müssen  uns  leider  begnügen,  durch  die  vorhorgehende 
kurze  Anzeige  auf  die  in  wissenschaltliclier  Rücksicht  grosse 
Wichtigkeit  der  vorliegenden  Abhandlung,  die  jedenfalls  zu  den 
bedeutendsten  neueren  Erscheine nL^en  auf  astronomischem  Gebiete 
cehört,  und  das  gross«  Interesse,  welches  dieselbe  in  so  vielen 
Beziehungen  darbietet,  im  Allgemeinen  hingewiesen  und  unseren 
Lesern  9ur  sorgfältigsten  Beachtung  empfohlen  zubatienit  und  ken- 
nen zum  Scbluss  dem  geehrten  Herrn  Verfasser  so  deren  Vollen« 
dnng  nur  noch  aufrichtig  CSIfick  wünschen; 


In  dem  Jahr  gange  1859  des  immer  viel  Lehrreiches  enthaU 
tenden  Kalenders  für  alle  Stände,  welchen  Herr  ¥0i^  Lit- 
trow herausgiebt»  befindet  sich: 

1.,  Eine  ungemein  vollständige,  auf  die  neuesten  Bestimmun- 
gen gegründete  Uebersicht  des  Soii  n  tMi  Sy  stems,  in 
welcher  auch  das  Historische  in  sehr  lehrreicher  Weise 
ausführlich  mitgetheilt  ist, 

2.   Ein  Aufsatz^  über  den  Eioduss  des  Vorrückens  der 

P^htigle^cb^^n  s^qf  d,i<e  $teUun,g  der  Uesütne«. 
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welchen  wir  namentlich  auch  uej»en  der  ihm  angehäogtea 
eilf  Tafeln  Liebhabern  diT  Astronomio  recht  sehr  empfehlen. 
Taf.  1.  bis  Taf.  X.  enthalten  den  Hundertjährigen  Be- 
trag des  Vorrückens  der  ]Nachtgl(?ichen  in  gera- 
der Aufsteigung;  und  Taf.  XI.  giebt  den  Hundertjäh- 
rigen Betrag  des  Vorrfickena  der  Nacbtgleicheo 
in  Abweichung. 

3.  Die  Fortütetznng  der  im  Jahrgange  1858.  H,  III.  angefange- 
nen .Oesolli cht e  der  beobachtenden  Astronomie, 

▼orzüglich  betreffend  die  Erfindung  des  Mikrometers,  die 

VerbuHlung  des  Fernrohrs  mit  wiiikelijiessenden  Instrunien- 
ten  und  die  grossen  Verdienste,  welche  der  berühmte  dä- 
nische Astronom  Olaus  Kumer,  ausser  auf  anderen  astro- 
nomischen (»ebieten,  sich  hauptsHchüch  durch  (]ic  Einführung 
des  i^issagen -lostruments  in  die  beobachtende  Astronomie 
«rworben  baL 

Wir  wünschen  sehr,  dass  Herr  Ton  Littrow  diese  nicht 
bloss  fär  Laien  lehrreiche  Geschichte  der  beobachtenden  Astro- 
iioraie  in  den  folgenden  Jahrg<Hngen  seines  Kalenders  weiter  fiSbren 
möge,  und  sind  im  Allgemeinen  fiberzeugt,  dass  dieser  Kalender  io 

sehr  erspriesslicher  Weise  zur  Verbreitung  astronomischer  Kennt« 
nisse  unter  einem  grösseren  Publikum  mitzuwirken  geeignet  ist* 

Andere«  von  der  Wiener  Sternwarfe  aasgegangene  verdienst- 
liche neuere  Arbeiten  sind  die  folgenden  Bahnberechnungen  einigor 

Planeten  und  Cometen: 

üeber  die  Bahn  der  Eugenia.   Von  AiL  LOwy,  WIeo. 

im.  8* 

Ueher  die  Bahn  des  Cometen  V  1858.  Ton  Demsel- 

•  ben.   Wien.    1858.  8. 

Elemente  der  Bahn  des  von  Bruhns  am  21.  Mai  1868 
lin  Berlin  entdeclcten  Cometen.  Von  Demselben. 

Ueber  die  Bahn  des  Cometen  Donati.    Von  Demsel-* 
ben.  Wien.   1859.  8. 

Natfirllcb  müssen  wir  uns  hier  mit  der  blossen  TItel-Anseige 

•  solcher  Toraugswelse  nur  calculatoriscben  Arbeiten  begnügen«  wo- 
dofch  aber  deren  Verdienstlichkeit  durchaus  kein  Eintrag  getban 
werden  kann  und  soll« 

Vergleichung  des  „Catalogus  generalis  pro  1830"  in 
Strave's  Steliarum  fixarum  imprimis  dupiiciam  et  mal* 
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tipliclBiB  positiooes  medlae.   Petropoli  1852."  mit  den  ' 
beiden  Katalogen  aus  BeaaePa  Zonen-Beobacbtungen. 
Von  Dr.  llax«  Welaae»  Ilirector  der  Sternwarte  zu  Kra- 
kau. Wien  1858.  8. 

Herr  Director  Weisse,  der  sich  durch  die  Bearbeitung  der 
beiden  aus  Besse  Ts  Zoneobeobacbtungen  abgeleiteten  Sternca* 
taloge,  von  denen  auch  der  »weite»  an  welchem  rascb  gedruckt 
wird». bald' in  den  Händen  der  Astronomen  sein  wird,  so  grosse 
Verdienste  erworben  bat,  liefert  in  dieser  aus  den  Sitzungsbe» 
richten  der  Wiener  Akademie  der  Wissenschaften» 
Band  XXXII.  Jahrgang  1858.  besonders  abgedruckten  Ab* 
liandinng  eine  Vergleichung  von  Struve*s  Position  es  me- 
dia e  "  mit  seinen  beiden  Catalogen,  tür  welche  ihm  die  Astrono- 
men gleichfalls  zu  besonderem  Danke  verpflichtet  sein  werden. 


Nautik. 

lieber  die  Berechnung  des  Widerstandes  der  Dampf- ' 
schiffe.  Von  Dr.  Bckhardt»  Grossberaoglicbem  Ge- 
heimerath in  Darmstadt  (Aus  dem  englischen  Journal 
^ArtlMii«  Mfirz  und  Aprii  1858»  in's  Deutsche  Uber* 
tragen  und  mitgetheilt  von  dem  Verfasser).  Extra- 
Abdruck aus  der  Zeitschrift  des  Architekten-  und  In* 
genieur-\  ereins  für  das  Königreich  Hannover.  4^. 

Wir  glauben  auf  diese  Abhandlung  aufmerksam  machen  an 
^mflsseo.  Der  Herr  Verfasser  unterscheidet  in  -derselben  den  mitt* 
leren  Scbiffstheii»  das  Vordertheil  und  das  Hiittertheil»  und  he* 
rechnet,  immer  ein  an  seinen  Enden  mit  zwei  Prismen  versehenes 

Parallelepiped  betrachtend,  gestützt  auf  die  im  Archiv.  Tbl. 
XXV.  kS.  HO.  entwickelte,  an  die  Versuche  der  frauziisischen  Ma- 
thematiker angeschlossene  Form'el,  auf  S.S.  seiner  Abhandlung 
eine  Tafel  für  den  Widerstand  des  Wassers  aia  Vor- 
schiff und  A  chtersrh  i  ff,  \^eK  he  als  das  Han|>t -  Resultat  die* 
eer  Abhandlung  zu  betrachten  ist,  indem  er  zugleich  die  Anwen- 
dung derselben  durch  ein  interessantes  Beispiel  erläutert,  welchem 
die  Dimensionen  des  Great  Eastern  oder  Leviathan  zu 
Grunde  gelegt  worden  sind.  Für  dieses  Beispiel  ist  der  Wider- 
stand des  Vordertheils  943,353  Pfund  und  der  Küclcstoss  dea 
Hlntertheils  390.598  Pfund;  also  der  verminderte  Widerstand  des 
gansQD  Schills  5$%tt5tt  Pfund.   In  lehrreicher  Weise  be8chftfli||l 
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ilef  (ferfr  Verfasser  sich  aneb  nofk.mte  der  iM&n^  det  Alifgäi^: 
„Wehn  swei  Prismen  Ton  gleicher  Basis  tesaminengerugt  iprerdee» 
deren  LSngen  veränderlich  sind,  aber,  susammen  addirt,  eine  eon- 
Staate  Summe  geben,  dasjenige  VerbSltnlss  der  Litngen  zu  finden, 
lÄr  welches  die  Widerstandsvermlndening,  welche  durch  das  ver- 
eiüigte  Vorder  -  und  Hiwtertheil  hervorijebracht  wird,  ein  Maximum 
oder  der  Widerstand  selbst  ein  Miiiiniiim  wird"  und  scbliesst  mit 
einiget!  besonderen  Betrachtungen  ülier  die  Dampfschiffe.  Wir 
glauben,  dasiä  diese  vverni^^en  Beiiiei  kiini^cn ,  mit  denen  wir  uns 
an  diesem  Orte  hegrni<«;en  müssen,  hinreichend  sein  werden,  um 
aul'  die  Wichtigkeit  der  vorliegenden  Abhandlung  für  die  weitere 
Entwickelung  def  in  ihr  behandelten  Gegenstandes  aufinerksam 
zu  machen«  6, 


Vermischte  Schriften. 

Jahresbericht  fürdieMitglieder  der  hamburglscheji 
Gesellschaft  zur  Verbreitung  mathematischer  Kennt- 
'  niese,  Fastnacht  1859.  4, 

'  Wir  haben  schon  mehrmals  die  Freude  gehabt»  In  UDScreH 
literarischen  Berichten  auf  das  so  seht  Terdlenstllche  Wirken  der 

genannten,  im  Jahre  1690  von  zvrei  achtungswerthen  Männern  und 
Lehrern  in  Hamburg,  deren  Aamen  noch  jetzt  io  dankbarer  Er- 
innerung fortleben ; 

Heinrich  Meissner,  Director  der  St  Jacobi  -  Schule  (gest 
1716)  und 

Valentin  Heins»  Direeto?  der  Schule  so  St  MiebaeHa  ^est 
1704) 

Ursprung licli  unter  dem  Namen  der 

Die  Kunst-Rechnung  lieb«  und  übenden  Soeietftt 

gestifteten  Gesellschaft,  welcher  auch  der  Herausgeber  des  Archivs 

als  Ehrenmitglied  anzugehören  sich  zur  ganz  besonderen  Ehre 
rechnet,  hinzuweisen,  und  sehen  aus  diesem  neuen  Jahresberichte! 
dessen  Inhalt  wir  im  Folgenden  angeben  werden,  dass  das  Wirken 
der  Gesellschaft  im  lüysteii  Jahre  ihres  Bestehens  an  Ausbrei- 
tttiig  und  Bedeutung  nur  gewonnen  hat. 

Seit  1853,  wo  der  letzte  Jahresbericht  erstattet  wurde,  bat 
die  Gesellschaft  sehn  Mitglieder  durch  den  Tod  verloren»  Vod 
denen  wir  neben  anderen  verdienten  Namen  nur  Gauss»  CVellei 
G*  Petersen  nennen  woUett;  viersehn  neue  Mitglieder»  IM 
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nar  einfteimische  oder  In  den  benachbarten  SStSdfen  Altona,  Lfl- 
beek^  Cuxhaven  ansSssige,  sind  in  dem  Zeiträume  von  18Ij3 — 1859 
aii%enonimen  w<»rden.  Werthvolle  Geschenke  mwi  der  Gesell* 
»chaft  von  mehrereii  Setteo  zugegangen. 

Der  vorliegende  Jahresbericht  Enthält  mehrere  scbätamsmrtko 

AofinStze^  die  wir  im  Folgenden  nanihalt  machen.  , 

•»     •    .       .  -     ,       '        '  *      -  •  * 

» 

-1.  Versneh»  angestellt -sttr  B««timmiiiig  4««  A«ä-' 
da«« •€*«ffl Dienten  fir  neben  einander  liegende  Sebit«* 
nenSffnnngen  und  Aneflnnn  nhter  Wanne?«  Vo».0ervi 
Ing^nlenr  F«  H.  Saite  in  Hamburg. 

2.  Auijgabet  Ein  Faden  ist  mit  einem  Ende,  be- 
festigt, das  andere  Ende  int  iiber  eine  lose  und  darauf 
Aber  eine  feste  Rolle  gefilbrt;  welche  Curve  wird  bei*m 
Aufziehen  des  Fadens  fiber  die  feste  Rolle  die  mit  elf 
uem Gewichte  betastete  I  ose  Rolle  beschreiben?  Von 
Herrn  Wasserbau-Inspector  JT,  HalvMii  in  Hamburg, 
jetsigem  J'attrverwalter. 

3.  Aaljgalites  Es  sind  ein  Seil,  dessen  L&nge  l  ist» 
und  swei  in  einer  horizontalen  Linie  liegende  Punkte 
gegeben.  An  dem  einen  Punkte  A  wird  das  Seil  fest 
gedacht,  läuft  von  A  Qber  eine  mit  dem  Gewichte  Pbe* 
tastete  Rolle  C%  geht  von  C  Aber  B  und  kehrt  von  B 
zur  losen  Rolle  C  zurück,  wo  es  befestigt  wird;  es  soll 
der  Punkt  gefunden  werticn,  au  welchem  die  Rolle  im 
Falle  des  Gleichgewichts  ^i^h  befindet  Von  üem- 
nelben« 

4.  Jedermann  kennt  die  einfache  geometrische  LOsung  der 
Aufgabe:    Wenn  eine  gerade  Linie  und  zwei  Punkte  gegolten 

sind,  in  dieser  p;eraden  Linie  einen 'Punkt  so  zu  bestimmen,  dass 
die  Summe  seiner  Cntfernuiigen  von  den  beiden  gegebenen  Punkten 
ein  Minimum  werde.  Herr  C.W.  Plath  beschäfi  igt  sich  nun  mit 
der  Losung  der  folgenden  Aufgabe: 

Wenn  eine  Gerade  und  drei  Punkte  gegeben  sind: 
in  der  Geraden  einen  Punkt  so  zu  bestimmen,  dass  die 

»Summe  meiner  Entfernungen   von  den  drei  gegebenen 
Punkten  ein  Minimum  werd^. 

Legt  man  den  Anfang  der  rechtwinkligen  Coordinaten  in  die 
gegebene  Gerade  als  Aze  der  as  dahin,  wo  dieselbe  von  der 
anf  sie  von  dem  einen  der  drei  gegebenen  Punkte  geflllten  Senk- 
rechten getroffen  wird,  und  bezeichnet  demzufolge  die  Coordinaten 
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dm^  gtmt^tm-  Punkte«,  ^ofcb  ^;  90i  di«.  |)ifw)aiitWrick' 

welche  Herr  Plath  rational  gemacbi  bat,  troilurch  er'zo  einer- 
a«iiv  .'«rekli«fi^  GMcbiMg^  de«  zurSlfite»  4inde«»i  deieirGhtwIcke»  i 
laliK;ibm -gemaei  '«lebt  geitni^Q  Mllhtt  |9lflnaebffc'b«t>"gelaagl  iii  ; 
A««b  AaA'er  aicli>4la  Mabe  niobt  vei^driMbeil  tanseii,  diesig  €!leU  ! 
cbongaaf  ein  DÜTneriaebe«  BebfiW  anauweitdtn«  *Iiaifeo-wir>diiie  i 
Ent^vickeluqg  scbon  an  sieb  fQr  verdienstlich^),  so  glauben  wir  ' 
yom  Standpunkte  unseres  Journals  aus  alle  Herausgeber  von  Samm* 
luugen   allgebraischer  Aufgaben  auf  diesen  Anfsafz  des  ilerra  | 
Plath  schon  deshalb  aurnieiksani  machen  zu  imissen,  weil  die- 
s^elben  wohl  schwerlich  anderwHrts  ein  be  sseres  voiis tändig  aus- 
gerechnetes [jei^piel  für  das  liatioiialiiiachen  der  Gleichtingen 
finden  dürften,  welches  zugleich  geeigneter  wäre,  die  grosse  VVeit- 
UUifigkeit»  in  wekbe  diese  Operation  meistens  fährt,  nachaoweisto. 

Möge  die  Uanihurgische  Gesellschaft  zur  Verbreitung  mathe- 
matischer Kenntnisse  die  Wissenschaft  noch  oft  mit  !?leich  ver- 
dienstlichen Mittheilungeii  erfreuen,  und,  was  wir  be.sondcrs  wün- 
schen, die  vorwiegend  praktische  Tendenz  ihres  Wirkens,  wie 
bisher,  auch  fernerhin  stets  festhalten,  was  am  besten  geeignet 
sein  wirä,  der  ungemein  grossen  Wichtigkeit  strenger  mathema- 
tischer Theorien,  neben  ihrem  grossen  intellectuetlen  Werthe  ao 
efcb,  fttr  alle  Gebiete  praktischer  Anwendung  im  weitesten  Sinoe  ' 
immer  mehr  Geltung  und  Auerkennang  na  verscbaffen* 


•  •  ♦ 

Die  rein  geomelrlnb«  LSannff  dar  bettellMdea  Aofgnbe  wM» 
•loei  Versnebt  nicht  onwerlb  sebi. 
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Durch  Mittlieiluii^  eines  Netroiogs  des  zum  c^ros^en  Scliaden 
der  VVi8se|)8chaft  derselben  so  l'rüli  entrissenen  Professors 

LmtiM-DlrloliM 

in  €uttiT)&;en  würde  mich  der  Einsender  zu  ganz  besonderem  Danke 
mpAicbten.  G  r  u  n  e  r  t. 


Geschichte  der  Mathematik  and  Physik.  ' 

■ 

Eine  Arabeske  aua  dem  Jagendlehen  berObroter 
Natur  forscher.   Von  Profe.<3sor  Doctor  H.  Emsmann  in 

Stettin.  (Pädagogisches  Archiv  1859.  Band  I.  Nr.  7. 
S.  545  —  570.) 

Wir  halten  es  filr  unsere  Pflicht,  unsere  Leser  auf  diesen  m 
mebrracher  Rücksicht  interessanten  An  fsatz  aufmerksam  so  macheiiy 
der  iha«n  jedenfalls  eine  angenehme  Lect&re  gewfthren  wird»  wo- 
bei wir  noch  besonders  bemerken»  dasa  hauptsSchltcb  die  maibe* 
matiachen  Naturforscher:  Gauas.  Ampere»  Thomaa  Young, 
Clairaut,  Sauveur,  Preenel,  Carnot,  Monge,  Huygbens. 
OasKendi,  Fourier,  Pascal,  vor  Allem  Newton,  Kepler 
nnd  viele  andere;  auch  die  niathen)ati.schen  Frauen:  Hypatia, 
M.iria  <iätana  Airnesi,*  Laura  Maria  Catharina  Kassi, 
Madame  Lepaute  (die  Gehülfin  Laiande*s),  Hevel'f;  Gattin, 
Herschers  Schwester,  Mademoiselle  Sophie  Germain  und 
andere  Beachtung  gefunden  haben.  Mr»ge  Herr  Emsmann  wei- 
tere Fruchte  auf  diesem  Gebiete  der  Geschichte  der  Mathematik 
and  Physik  sammeln  und  sie  dem  Publikum  mittheilen ! 

Tbl.  XXXni.  Hft.2.  2 
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Erklärung. 

Nachdem  ich  vom  Herrn  Regierungsratb  von  Ettingshaa* 
•en  III  Wien  benachrichtigl  bin»  dass  Herr  Profeisor  Spitser 
daselbst  s|ch  darüber  beachwere,  daaa  ieb  in  meiner  ¥or  Knnem 
evscbiei^eiien  Sftbfttlt  dber  dt»  AMkmag  itf  CMetumgeo  eeiner 
froheren  Arbeiten  fiber  diesen  Gegenstand,  welche  In  einigen;  der 
k.  lt.  Akademie  .der  Wissensehaft»  fiberrelcfaten  AbhandluDgen, 
insbesondere  aber  In  der  Schrift  über  die  allgemeine  Auflö- 
sung der  Zahlengleichungen  vom  Jahre  1851  niedergelegt 
seien,  nicht  erwähne,  obgleich  ihm  doch  für  gcui&äe  Operationen 
das  PrioritSts^ecbt  der  Erüudung  gebfihre;  so  beeile  ich  mich, 
hierauf  folgende  ^Idflntng  abzugeben. 

Die  fraglichen  Arbeiten  des  flenm  Professors  Spitser  wareo 

mir  nicht  bloss  ihrem  Inhalte  nach  völlig  unbekannt;  ich  hatte 

auch  nicht  einmal  Kenntniss  von  ihrer  Existenz  Oberhaupt.  Ob 
diess  mehr  durch  eine  unvollkommene  buchhändlerische  Verbrei- 
tung jener  Schriften  oder  durch  eine  ephemere  Besprechung  in 
den  Journalen  oder  durch  die  alli^omeine  Ablenkung  der  Aufmerk- 
samkeit in  jenen  politisch  bewegten  Zeiten  veranlasst  ist,  mos» 
leb  dahin  gestellt  sein  lassen ,  und  kann  nur  bedauern«  dass  es 
unter  solchen  Umständen  für  mich  eine  Unmöglichkeit  war»  die 
Verdieosle  des  Berrn  Professors  Spitser  hervoraaheben. 

Was  die  Sache  selbst  betrifft,  so  uberzeuge  ich  mich  durch 
die  mir  jetzt  vorlieL^eiide  oben  erwähnte  Schrift,  dass  in  Bezieh- 
ung auf  die  Verallgemeinerung  der  H  o rn  er' srhen  Methode  bebofii 
Berecbixung  der  komplexen  Wurzeln  einer  GleicbuDg  mit  einer 
Uebekannten  und  der  Wurzeln  eines  Systems  von  Gleichungen 
mit  mehreren  Unbekannten  dem  Herrn  Professor  Spitzer  die 
Priqutftt  gf^ührt  Ob  oqu  die  Unbekanntschaft  mit  den  Unter- 
«licbipngeii       ged^hten  Herrn  biojiiehtlicb.  derjenigen  Partie« 
mjBjiiaer  l^brlft,,  velcbe  mit  jentn  Untersuchungen  in  den  Gmnd- 
\  gedanVen  kengmlzeii»  .  Qr  die  Wissensehaft,  insofern  ?Qn  Nutaes 
gewey^n  sei»  als  awei  ffelbsUitKndi^  Fprsohnqgen  auf  demseibee 
'Gebii^le  eigenfthlbihehe  Details  der  fintwickelung  darbieten»  ub«^ 
liV^^e  ich,  ^er  kritischen  Vergleicbung  der  Saichkeaue^ 

BmunschWeig,  den  9.  Joni  1899. 

Dr.  H.  Seheffler. 
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Herr  Professort 

Erlaui»en  Sie  mir,  Ihre  Aaftnerkflambeit  auf  eine  efvraa  groMar 
Arbeit  zu  richten,  welebe  vor  einigen  Jcbfen  befenegdconitten 
let,  die  aber  der  Bestrafting  der  deotsehen  Kritiker  entgangen  «a 
•ein  scheint,  Tieileicbt  deeehalb,  well  man  In  Deatschland  die 
englieclie  wissenschaftliche  Utteratnr  wenig  stodirl^  Es*  ist  eine 
Abhandlung  Über  die  AnflSsnn^  der  algebraischen 
Gleich un<»en  der  hüheron  Ordnungen  von  Dr.  Scbnuse. 
Diese  Arbeit  ist  gar  nichts  anderes  als  eine  Uebersetzung  von 
„Theory  and  Solution  of  Algebraical  Equation«  of  tbe 
higher  Orders.  By  S.  R.  Tonnsr",  welche  Herr  Schnuse 
übersetzt  und  als  seine  eigene  Arbeit  ausgegeben  bat. 

Mit  ausgezeichneter  Hochachtung 

evigeheeet 
4*ilDI,  Waekefbftrth*. 

Für  den  Terstehenden,  mm  Abdmefc  im  Archiv  mir  mltgethelit 
ten  Brief      Her»  A.     Ui  W«eherba,rt|i  an  d«r  Sternwarte 

In  Upsala  danke  iob  dem  Herrn  Einsender  recht  vielnuils,  weil 
man  dadurch  das  schon  oft  gerügte  literarische  Treiben  des  Herrn 
Dr.  Sobnuse  immer  mehr  und  mehr  und  immer  bess^  kennen 
lernt.  Traurig  ist  es  nur,  dass  durch  solches  Treiben  die  Acb- 
tung  vor  der  deutschten  mathematischen  Literatur  ini  Auslande 
pur  sinken  kann,  namentlich  in  einem  Lande  wie  in  Schwe- 
den, wo  60  viele  treffliche,  wenn  auch  tbeUweise  we^ig^r  durqb 
Schriften  bekannte  MatbematU^  leben «  In  deren  Augen  wahr- 
hafte Gründlichkeit  die  erete  Bedingung  einer  guten  »atheraeti* 
sehen  Schrift,  ist»  und  die  von  solcher  S  c  h  n  n  s  e '  sehen ,  auf  blossen 
Gelderwerb  «pecnlprenden  FebrM^arbelt;  nainentlieb  wenn  la  derselben 
von  ihnen  ein  Ptof^t  eikaiint  wird^  wei|lgsteps  in  Ihrem  Lande 
k^na  Ahenng  und  keine  Voretellung  haben«  wenn  ihnen  dieselbe 
sieht  so  enmittelbar  wie  Im  vorliegenden  Falle  entgegentritt»  wo- 
bei übrigens  bemerkt  wird,  dass  uns  selbst  eine  nXhere  Kennt* 
niss  der  in  Rede  stehenden  Schnuse' sehen  Schrift  ahgeht,  und 
wir  den  obigen  Brief  nur  so  mittheiien,  wie  er  uns  zugesandt 
worden  ist.  Grouert. 

Geometrie. 

Beriehtigung. 

Mein  in  Tbl.  XXXII.  Nr.  II.  S.  68—82.  al»gedruckter  Auftats: 
ffUeber  die   ^tlation    ^wischen    d^r   Entfernung  der 
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Mittelpuukte  and  den  Ualbintssern  zweier  KreUe,  von 
'denen  der  eine  um  und  der  asfd^Fe  in  dasselbe  Viel- 
eck b.e»cbri6ben  i$t*S.der  übrigens«  was  ich  ausdrucklich' 
bemerke,  ffeiin  die«  auch  «choii  seioie  gaqxe  Form  deutlich  erken* 
iieo  lüss^  auD&ckst  utul  hauptsächlich  nur  den  Zweck  hatte,  xu 
e.inec  weitereo  Beschäftigung  mit  dein  frafclt^hen  Ge- 
genstande ansuregen,  keineswegs  denselben  zu  erschöpfen, 
'bedarf  in  doppelter  Weise  einer  Berichtigung,  die  ich»  schon  ?or 
geraumerer  Zeit  auf  dieselbe  aufmerksam  geworden,  in  diesem 
literarischen  Uericlite  <j,ebe,  um  «ie  nicht  bia  zur  Ausgal»e  des 
vierten  liettes  tlieisejs  Theils,  an  welchem  jetzt  schon  gedruckt 
wird,  aufschieben  z»  nnissen,  nenn  ich  auch  t^ehr  wohl  einsehe, 
dass  ^ie  niehr  in  cias  Archiv  seihöt»  al^  in,  die  Uterarischeu  be- 
richte gehört  hätte. 

Erstens  ist  es  nicht  allgemein  richtig,  wehn  es  auf  S.  75. 
beis^t:  „Zuerst  erhellet  nun  aul  der  Stelle,  dass  im  vorliegeu- 
den  Falle,  wo  das  7«eck  um  den  einen,  in  den  anderen  Kreis 
bcÄichriebeo  i*5t,  der  im  Obii^en  hervorgehcdiene  Umstand,  das« 
die  Mittelpunkte  der  beiden  Kreise  auf  verschiedenen  Seite» 
einer  der  n,  das  Vieleck  einschliessenden  Seiten  läge,  gai 
nicht  vorkommen  kann,  indem  vielmehr  die  Mittelpunkte  der 
beiden  Kreise  auf  einer  Seite  jeder  der  »»  das  Vieleck  ein« 
schKessenden  Seiten  liegen  mfissen ,  u.  s.  w. "  Hierbei  Ut 
aber  zu  bemerken ,  dass,  wenn  die  Mittelpunkte  beider  Knies 
auf  rerschledenen  Seiten  einer  Seite  des  Vielecks  Ücgcn  selltea» 
ffir   diese   Seite    unter  den  positiven  Winkeln  \(<i»^^mi^ 

4(fi>2~<"i)>  U^^a  — 1^2)' betreffende  Winkel  xwiscben  90" 
und  180^  liegen,  sein  €osinus  also  negativ  sein  würde,  man  sleo 

nach  den  auf  «S.  73.  (unten)  gegebenen  Regeln  in  der  betreffeu- 
den  Gleichung  wieder  das  obere,  nämlicli  da«»  positive  Zeichen 
nehmen  müsste.  Mit  Bezua^  auf  diese  Bemerkung  wird  der  fol- 
gende Inhalt  des  Aufsatzes  keiner  weiteren  Berichtigung  bedürfeu. 

Zweitens  beruhet  das  llaisonnement  auf  S.  74.»  durch  wel- 
ches nachgewiesen  werden  soll,  dass  man  immer  eine  Ecke  de« 
Vielecks  in  die  durch  die  Mittelpunkte  heider  Kreise  gehende 
Oerade  legen  könne,  ohne  der  Allgemeinheit  der  Betrachtung  zu 
schaden,  aut"  einer  unrichtigen  Anschauungsweise  von  meiner 
Seite  und  kann  nicht  als  stichhaltig  angesehen  werden.  Daher 
wird  mal),  um  die  in  liede  stehende  Behauptung  zu  techtfertigeo, 
immer  etwa  auf  den  von  Poncelet  im  Traitö  des  propriet^s 
projectives  des  figures  pg.  361.  bewiesenen  Satz  zurdck- 
geben  mfissen,  den  er  auf  folgende  Art  ausdrficktt  »iQnMd  «a 
polygdne  quelconque  est  ä  la  Ibis  ins^  ä  Ime'  sectton  eoniiine 
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et  circoMcHt  ^  uiie  autre  il  en  exlste  itne  intiiiit^  de  semblabUi» 
qtti  j«ui«8«i|t' la  mtoe  ptopri^tö  ä  T^gard  de«  denx  coirfbe»; 
Ott  plntdt  tous  C6UX  qii*on  e^saierait  dad^crire,  ivolotit^,  d*aprAiü 
cea  cooditlona»  ae  ferniaraient  d'eax  mdmea  aur  eaa  courbaa." 

„Et  reciproqtienient,  sii  arrive  qu'en  ess^ayant  d'iriscrira  a 
volonte,  k  une  aectioo  coiiiqae»  on.  polygotie  dont  les  cotes  en 
toocbent  uae  autre»  ce  polygoae  ne  ae  ferme  paa  de  luimeme,  i[ 
na  aaorait  ndceaaairement  y  eii  avoir  d'autrea  qui  jouiaaeot  de 
cette  propri^td."  '  , 

So  schön  aber  dieser  Satz  auch  ist,  so  moss  man  doch  im 
Interesse  der  Elemente  wünschen,  noch  eine  näher  liegende  Pe- 
grOndung  der  in  Rede  stehenden  Behauptung  sunächat  und  ape* 
clell  iSr  den  Kreia  au  besitzen,  und  es  wäre,  da  mein  eigenea 
erwähntes  Raiaonnement  nicht  genügt,  zu  wSnachen,  das«  eine 
aolche  elementare  Daratellung  gegeben  «rfirde,  die  gern  int  Archiv 
Aufnahme  finden  würde. 

Alle  tlbrigen  Eutwickelungen  in  meinem  Aufsätze  sind,  Inso- 
föra  sie  nur  den  Fall  betreffen,  wenn  eine  Ecke  des  Vielecks  In 
der  durch  die  Mittelpunkte  beider  Kreise  gehenden  Geraden  liegt* 
richtig«  und  werden  aur  Erfüllung  ihrea  Zwecka,  eine  weitere 
BeachSftigang  mit  dieaem  nicht  anintereaaantea  Ge«'  - 
genatande  In  elementarer  Riickalcht  anzuregen,  geeignet 
aeln,  aa  wie  überhaupt  die  voratehenden  nur  kurzen  Bemerkangen 
zur  Veratättdigung  über  dleaen  Gegenataad  hiuralchen  werden. 

Grunert. 


Physik. 

Lehrbuch  der  Physik  und  Mechanik  für  gewerlj- 
liche  Fortbildungsschulen  von  Ludwig  Blum,  Ober- 
reallebrer  in  «Stuttgart.  Leipzig  und  Meidelberg.  Win* 
ter.  1869. 

# 

Die  wiirtteiiiher^ische  Regierung  hat  in  dem  letzten  Jahrzehnte 
eine  Reihe  von  Instituten  in  s  Leben  gerufen,  welche  die  thätige 
Fürsorge  derselhen  für  die  Hebung  des  Gewerbewesen??  bt-knn- 
den.  Eine  hervorrasrendn  Stelle  unter  diesen  Anstalten  nimmt 
die  gewerbliche  Fortbildungsschule  in  Stuttgart  ein,  welche  sich 
einer  namhaften  Frequenz  von  Seiten  der  Angehörigen  der  Ge- 
werbe erfreut,  wie  sich  auch  das  allgemeine  Interesse  für  Real» 
blidang  darin  aaaapricbt,  dass  die  dortige  Realachule  den  beden* 
teiidalea  derartigen  Anataitan  in  Deotachland  gleich  geateilt  werden 
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darf.  Der  Veriasser,  d€88en  l^ehrtbiitigkeit  ?ine  iefpr  ^psgedebnt« 
ist,  wurde  von  der  K.  Commissioii  für  FortbildungiSi^chulen  beauA 
tragt^  8cine  Vorträge  im  Uruck  sa  verMfi^entlicben,  und  dieseai 
Umstände  verdankt  da«  obige  Werk  seine  Entstehung»  wel^W 
die  nichtigsten  Lehren  der  Physik  und  Mechanik  in  populärer 
Darstellung  enthält ;  der  Stoff  ist  in  42  Vorlesungen  abgetheill; 
wovon  jede  etvra  die  Dauer  von  2  Stunden  in  Anaprodi  neluiieB 
warde.  Bei  oberflfteblicbeni  Durchblättem  -des  Buche  fiillt  zonichat 
die  grosse  Reichhaltigkeit  der  Figuren  aogenebin  in*s  Auge»  welche 
bei  eiDem  Werbe  von  yerbSltnissmässig  so  geringem  örnfaDge 
eelten  an«»treffeii  seiu  wird,  woniQter  Refereot  nameiitiicb  auf- 
merfcsam  macht  auf  diejenigen ,  welche  sich  auf  die  Construction 
der  Uhren  heziolien,  der  Wasserräder,  der  Daropfmd:schii)en  und 
der  Telegraphen.  Die  Auj^luhrung  ciieser  in  den  Text  eingedruck- 
ten Figuren,  deren  Zahl  sich  auf  365  beiauit,  ist  fast  ohne  Auf- 
nahme imistf  rhaft  zu  uenoeu.  VN  enn  e^u  tiolche^  W^erk,  welches 
för  einen  bestimmten  Leserkreis  berechnet  ist,  als  Handbuch  för 
die  Lehrer  an  gewerblichen  Fortbildungsschulen  zunächst  um  eine 
prafctiseiie  und  fibersicbtliche  Eintheilung  des  vorliegenden  Stoffs 
so  geilen,  die  eine  abgerundete  und  TOÜständige  Darstellung  io 
einem  Cursas  von  vorgeivchriebener  Dauer  ermöglicht,  aaf  wmtere 
Verbreltong  and  epezieiles  Interesse  Anspruch  machen  seil,  so 
wird  man  eine  Berffcksfcbtigong  der  Forschungen  auf  dem  6e» 
biete  der  Physik  auch  bis  in '  die  neueste  Zeit  herein  erwarten 
dürfen.  In  dieser  Besiebung  sind  insbesondere  ansullBliren  die 
Darstelhmg  der  Bewegungen  in  der  Atmosphlre  und  im  Wasser 
in  Folge  der  ungleichen  Vertheilung  der  Wärme,  nach  Maury, 
die  umfassenden  und  detaillirten  Angaben  über  Dampfiiiaischinen 
mit  Zugrundelegung  der  vom  Verfasser  ^vahrend  seines  Aufent- 
harts  in  Paris  und  London  lur  Zeit  der  dortig«  ii  Weltausstellun- 
gen gesammelten  Notizen  über  die  neuesten  \  f^rhosspninsren  und 
die  sehr  tn^s  Einzelne  gehende  Darstellung  der  Tdegrapbie. 
Selbst  die  neueren  Forschungen  von  Fiseau»  die  Ge.^chwindig- 
keit  des  Lichts  auf  direkte  Weise  au  messen»  sind  berfickslcb* 
tigt  worden. 

Weniger  euivmtMidnn  kann  «ich  Referent  mit  4eo  V^rfi» 
ser  erklären  hinsichtlieh  der  Behandlung  von  gewinnen  thtorefr 
i^cheu  Fragen.  Pas  bekannte  Beispiel  mit  dm  Schilfe»  weichet 

quor  üher  einen  Fluss  fahren  soll  und  durch  die  Bewegung  de« 
Wassers  eine  schräge  Ilichtuni^  erhalt,  genügt  dem  Verfa.^ser,  un 
hierauf  unmittelbar  den  v^atis  vom  Paralltiograpiw  der  Kräfte 
be^^ründen;   nach  der  ganzen  Anlage  dea  Buchs  sollte  raan  eine 
meiur  detaiilirtC  Berücksichtigung  der  verschiedeneo,  noch  in  neue- 

ftfi  ;si;eit  gfmaehten  V«|PM«h#  eiivi^Ttefi»  d^^c  .ii€)br#.  ^UfiDg.wl«: 


Digitized  by  Google 


UferarUeker  BeriM  CXXX.  7 

Mn4cli4fUi«h  oad  tuglelcli  vmtl«4Heh '  fttr  eio  sotcW»  Ptlllifkdfii 
m  b«grffiid6ii,  bei  dem  meAemadicbe  Vorhedntnieee  rilelit  wnr^ 
ausznset%eii  sind«  Pofnsot  bat  dareb  «die  BiafÜbning  dee  Be* 
grlffs  der  Gcgenpaar^  in  der  Mecbantfc  ein  wesentRdiee und  neues 
Element  geschaffen ;  die  ganze  Theorie  der  Drehung  der  Korper 
gewinnt  dadurch  ungemein  an  Klarheit  uYid  Uebersichtlichkeit ; 
der  Verfasser  hat  nun  allerdings  diesen  Begriff  erwähnt  und  erklärt, 
ohne  jedoch  spezicllf;  Bei!<p5eJe  anzuführen,  welche  die  fruchtbare 
und  nützliche  Anwendung  desselben  ze\^en.  Doch  ist  natürlicher- 
weise die  Auffassung  der  Bedeutung  des  Worts  „populäre  Dar- 
gtellung*'  subjektiv,  und  wenn  auch  die  nächste  Veranlassung  tur 
Ausarbeitung  des  Buchs  die  war,  den  Lehrern  an  gewerblichen 
Fortbildungsschulen  eine  ubersicbtliche  Darstellung  an  die  Hand 
sa  geben«  so  dfirfte  dasselbe  den  Schillern  an  solchen  Anstalten 
otebt  mhfder  zn  empfeblen  sein.  l>r.  fiOklen. 

Dio  Potentialfuncti on  und  d as  Potential.  Ein  Bei- 
lrag stti  vatbematiscbnn  Physik  von  Ur«  R«  Clausin«« 
Frofessor  der  Physik  an  der  UniversUXC  ond  an  eid- 
genOsaiacben  Polyteebnikumza  Zfirieb.  Leipaig.  Bartb. 

Ks  war  jedenfalls  ein  Bedörfniss,  einen  kurzen,  aber  doch 
möglichst  vollständigen  Lehrbegriff  der  Fotetitialtheorie  zu  besitzen, 
da  dieselbe  in  neuerer  Zeit  immer  mehr  an  Wichtigkeit  gewinnt, 
je  mehr  es  gelingt,  die  physikalischen  Frscbeinungen  aus  den 
Wirkungen  von  Elementarkräften  au  erklären  und  sie  dadurch 
auf  einfache  mechanische  Principien  zurückznitibren«  Herr  Pro- 
fessor Gl  au  eins  bat  sieb  daher  düreh  Heransgabe' der  vorlie- 
genden Schfift  jedenfalls  ein  «ehr  danfcenswerChes  Verdienst  er- 
worben^ was  uni  so  mehr  Anerkennung  verdient,  je  aiebr  man 
bis  jetat  genStbigl  war,  bel'n  Studium  der  In  Rede  stehenden' 
wichtigen  Theorie  auf  eine  nicht  geringe  Anaabi  einzelner  Ab- 
hanilhiMüen  und  Aufsätze  zurückzugehen.  Der  Herr  Verfasser 
hat  ha»i»tsächlich  die  Arbeiten  von  Green  und  Gauss  benutzt, 
ist  aber  bei  der  Beweis^lüfirung  in  verdienstlicher  Weise  hänfig 
seinen  eit^eneii  Weg  gegangen,  und  hat  dadurch  seiner  Arbeit 
auch  ein  eigenthümliches  Verdienst  gesichert.  Dabei  hat  er  der 
Grösse  der  mechanischen  Arbeit,  welche  man  aus  der  Ursprung* 
lieh  in  der  Potetitlattboorle  betrachteten  Function  dorcb  Integra^ 
tion  erhält,  die  bei  Green  gar  nicht,  bei  Gan^s  nur  gelegent- 
llcb  berücksichtigt  wird,  besondere  Aufmerksamkeit  gewidmet,  niA 
btit  desbalb  awiscben  Potentlaffanctloo  und  Potential, 
eo  ifHi  femet  awlsdiea  Potential  einer  Hitteire  auf  ein^ 
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«nderO'  und  Potential  einer  Masse  auf  sich  sellistfi/i- 
tffrschieden,  nresbalb  audi  die  Solirift  aa«  den  beiden  !•  Die 
PoteDtialfanctioD.  II.  Das  Potential  öberaciiilebenen Haqt' 
übacbmtten  beetebt.  AurAnirendiiagen,  oa^ientiieb  ui  der  Leki 
von  der  Electrieitftt  und  Maf^tlsnuiej  iet  der  Herr  Verfasser  v 
dieser  Scbrift  nicbt  efngeeangen ;  jedenfalls  ist  aber  an  winscbflii, 
dass  er  der  voriiep^nden  verdienstlichen  Arbeit,  welche,  wie  ge* 
($agt,  die  allgemeine  Potentialtheorie  enthält,  iiald  eine  den  ge- 
nannten Anwendungen  gei^idmete  Schrift  folgen  lasse.  Indem  wir 
mit  diesem  Wunsche  \oij  dem  Herrn  Verfasser  8C!heiden,  empfeh- 
len wir  die  verdienstliche  k:>chrUt  der  lieachtuug  unserer  Leser  in 
jeder  beziebung  recht  sehr. 


Preisauf gAbe  der  Akademie  der  WissenseliafteB 

Paris. 

Les  gdom^tres  connaissent  actuellement  des  ni^thodes  gene* 
rales  qui  pemiettent  de  d<§cider  si  deux  surfaces  donndes  soot 
applicables  Tone  sur  l'autre  sans  ddebirore  iii  daplicature,  od,  ea 
d*antres  termes»  sll  est  possible  de  faire  correspoadre  les  points 
de  la  prenii^re  k  ceox  de  la  seconde  solmit  une  lol  teile«  qne  la 
longueur  d'un  arc  de  courbe  qaelconqne  tracd  sur  la  premtdre, 
seit  egale  ä  Celle  de  Tarc  formd  par  les  points  corresposdasti  de 
Tautre^  Les  questions  qui  se  rattachent  ä  ce  beau  probUme  soot 
bien  loin  cependant  d'avoir  ^te  traitees  d'une  maniere  complete, 
et  la  recherche  des  suriaces  applicables  sur  une  sndace  donnee 
n'a  ete  et)treprise  que  dans  de  eas  tres -particuliers.  L'Acad^roie 
pro))ose  ce  probleme  {)our  sujet  du  grand  prix  de  IMathematiqaes 
eu  lb6ü,  et  met  au  coucours  la  question  suivante: 

99  Former  PefnaUmt  im  le»  equaUons  differeuiielleB  d» 
nufaees  appHeahUs  sur  une  surfaec  dpnn^,  iraiier  U 
prohihme  dans  tjuelques  eas  partienfiers ,  soH  en  eker- 

chant  toutes  les  surfuces  applicables  sur  une  surface 
donnee^  soit  en  trouvant  seulement  Celles  qui  rempUs' 
seilt,  en  eutve,  une  seconde  condilion  ehoisie  de  ms* 
mh*e  ä  »implifier  la  soluHon. 

L'Acaddmle  verrait  avec  intäret  rapplicatton  des  fomiules  gdo^ 
rales  ä  la  ddtermination  des  surfaces  applicables  sur  une  surface 

du  üecoud  degre,  et  sans  en  faire,  pour  les  coijcurrents ,  une  con- 
dition  obligatoire«  eile  les  invite  particulierement  ä  traiter  cette 
question. 

(Le  {)rix  consistera  dans  une  medaille  d'or  de  la  valeur  de 
trois  mille  trancs.  Les  Memoires  devront  etre  remis  avant  le 
1^  JSovembre  1800.)  Comptes  Rendtu  —  14  Mars  —  1859. 
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Literarischer  Bericl^t 

CXXXI. 


Der  Begründer  der  iraiizüsischen ,  ja  man  kann  f^apen,  der 
ganzen  neueren  mathematischen  Journaliittik,  der  hochverdiente 

Joseph  Diez  Oergoniie, 

ist  in  dem  hohen  Alter  von  88  Jahren  zu  Montpellier  gestor- 
ben. Er  war  am  19.  Juni  1771  zu  ZSaucy  «geboren  und  starb  am 
4.  April  1859.  Die  von  ihm  begründeten  Ariiiales  de  IVIathe- 
niatiques  pures  et  appliquees  und  viele  überaus  werthvolie 
eigene  Arbeiten,  sichern  seinem  Namen  ein  unvergängliches  An- 
denken in  den  Annalen  der  Wissenschaft.  Das  Arcliiv  wird  sich 
bemuhen,  seinen  Lesern  bald  einen  ausfuhrrichen  Nekrolog  des 
trefflichen  Mannes  aus  kundiger  Feder  vorlegen  zn  kennen. 


Systeme y  Lehr-  und  Wörterbücher. 

Elementarny  wyklad  matematyki  von  J.  K.  Stecs- 
kowskl,  Professor  an  der  Jagiellonlseben  Universität 
an  Krakau»  ThL  HL  Geometrie. 

Im  vorigen  Jaiire  ist  in  Krakan  der  III.  Tbl.  des  im  Jabro 
1S61^)  begonnenen  Werkes  der  elementaren  Mathematik,  von  Herrn 


*)  Uie  Anseige  der  beides  erales  ariihnetitchen  Theile 'dieiM  der 
.potniaehen  matlienatisclieo  Literatur  jedenlalU  sn  -  betoaderer  Zierde 
gereichenden  Lehrbuchs  a.  id.  im  LiterSr.  Ber.  Nr«XC,S,4*  Mdgt 
der  geelirke  Herr  Verfuster  Zeit  findeu,  uns  liald  mil  weiteren  ForUetsun- 
gen  «eine«  seböoen  Vfeirkes  so  erfreuen.  Grunert. 

Thl.  XXXill.  Hft.  3.  3 

♦  < 

* 
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Hrdfeisdr  Stecskowskl  liearbeil«t»  mcMenen,  4le  swei  etalti 
YMI«  der  Geometrie  s  ille  PlantMlrie  viMi'  Stereometrie  e# 

haltend. 

Wenn  wfr  oinereeits  der  euf  dieeee  Werk  gewandten  Sotf^ 
hH  nnd  Korrektheit  aueere  Anerkeneeeg  sollen  mfleoen»  mo  miM  ' 
wir  andererseife  von  ider  khtrea  end  aneehaulicheo  Oarelellttog, 
eli|er  Aufgehe»  die  wohl  för  den  Zweck«  welchen  der  Verfasser 

verfolgte,  nicht  leicht  zu  erreichen  sein  dürfte,  i^ans  hesonders 
angenehm  Uerührt  wortlen,  und  mit  Freuden  geben  wir  zu,  dass 
das  Buch  »ich  ^aii/  Nornämlich  al«i  l^eitfaden  lür  den  Unterricht 
im  Gymnasium  eignen  würden 

Eine  vieljährige  Praxis ,  während  deren  der  Verfasser  die 
allerdings  gegrOndete  Erfahrung  gemacht  hat,  dass  die  Jagend 
'  nach  Beendigung  des  Gymnasiums  die  Universitit  besieht,  ohne 
.  sich  klare  Begriffe  von  der  mathematischen  Wissenschaft  angeeig* 
net  zu  hahen,  das»  vielmehr  ihr  gesajnnites  Wisisen  ein  mecha- 
nischen sei,  welche«  nicht  nach  dem  Grunde,  dem  verständigen 
Beweise  trägt,  vvill  ihm  die  Anregung  zu  einem  Handbuche,  «las 
dem  jettigen  Standpunkte  der  Wissen sfhaft  entt^präcbe»  gewesen 
eein»  und  wir  freuen  uas  des  gidckliohen  Uesnltsts. 

Man  kann  sich  nämlich  aiis  diesem  Werke  mit  allen  nutbifren 
L«brsät7en  der  Planimetrie  und  Stereometrie  vertraut  machen, 
snd  den  Zv%eck  derselben  bei  verschiedenen  Aufgaben  und  Aunen- 
diwgeo  gründlich  und  klar  kennen  lernen. 

Oer  Verfasser  hemüht,  sich  dem  Anfanger  darsethon»  das« 

man  die  mathematischen  Wahrheiten  auf  mannigfache  Art  dar> 
stellen  und  beweisen  kann.  Diese  verschiedenen  Arten  von  Be- 
weisen haben  einen  doppelten  Zweck;  während  sie  einmal  dem 
Anfönger  die  IJeberzeuj^uwg  ahgevvinnen,  düss  dasjenige,  was  sich 
so  mannigfach  beweisen  lässt,  durchaus  eifie  absolute  Wahrheit 
sein  muss,  geben  sie  ausserdem  noch  Anregung  zu  eigenem  INach- 
denken  und  Versuchen,  die  schon  bekannten  und  ausgemachten 
Thatsaeheo  zu  begründen,  wodurch  sich  der  Anfänger  nicht  ftngst- 
lieh  an  sein  Buch  gebunden  ^ieht,  vielmehr  den  Antaes  erhält, 
jdeo 'gedacfileo  WahriieUea  selhstetäiidig  naehaeforeelieii»  vm  auf 
ehtioai  ihm  eigeathfialiehee  Wege  sem  BeweNe  m  nekMfmt. 

Des  Verfassers  Streben  ist  ferner  darauf  gerichtet,  den  Le- 
ser mit  der  synthetischen,  so  wie  mit  der  analytischen  Beweisart 
bekannt  zu  machen,  und  zeigt  zugleich«  .wie  die  Arithmetilc  auf 
die  Geonietrie  anwendbar  ist 

Die  Beweise  sind  thettiveiie  vee  fiaküdee.  ifceileeiee  te^ 
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•ade»  li«rftaleD«H«lbM«tlke»ii  ii«««r«r  MI«,  «i»'  TIiaü  lAil» 
•och  dkm  ¥«fteM  «ig««|M«iiill,       deMn  Mgß  Am  fapw» 
.  «oseret  ArcMra  «cdkon  bekannt  slod,  w  .  i 

Die  Anwendung^  und  Beispieie  glücklich  gct^ählt  und 
eigsen  niob  TonBOgUcb»  den  AnÖiiiger  911  bilden»  «n4  ibo  ecb^ft 
hier  10  npftteten  eigeoeO'  DnteiiBiiebQiigeo  vorsubf  reiten. 

Am  ausföhrlichsten  behandelt  der  V^erfasser  die  Itreisichre, 
die  Lehre  van  den  dreisettigen  Ecken»  vom  «phAriecben  Ureteek 
nttd  ton  der  Kt^el. 

Bei  der  Kreis  lehre  gieht  Herr  Professor  St  ecE  kons  ki  mehre 
praktische  Metliudeii  zum  Einschreiben  regulärer  Figuren  in 
aen  Kreis  an ,  ohne  rlerisellien  Beweise  beizufügen.  Die  praktische 
Methode,  ein  reguläres  Fiinteck  in  den  Kreis  einzuschreiben,  hat 
der  Verl'aseer  dem  A.lmagest  von  Ptolemaeas  (Zwrati^  ubiyaXn) 
entnomnten* 

Die  anderen  Methoden,  reguläre  Vielecke  in  den  Kreis  ein«q- 
«chreiben,  sind  aus  einem  in  Metall  gestochenen  Werke:  „An- 
weisung zum  Zirkei'  und  Lineaigehraueh,  sowobl  für  die  Jugend 
aU  Prefessiooisten  und  Handwerker.  Verlegt  in  Augsburg  von 
Jobann  Hertel.*'  Der  Verfasser  luacb.t  aber  gleich  darauf  auf* 
merksara,  dass  diese  Methoden  nur  Näherungsmethoden  sind,  die 
bk\t  den  bis  jetat  erlangten  Kenntniaaön  noeb  nlebt  bewiesen  frei^« 
den  können. 

Jedenfalls  verdient  dieses  treflfliche  Buch  alle  Empfehlung, 
auch  rücksichtlich  der  Deutlichkeit  und  Bestimmtheit  der  sprach- 
licben  Darstellung,  und  ist  eine  Zierde  der  potnischeo  matbema- 
iSscben  Literatur.  '  '   '  " 

_   .  ■  ^ 

Arithmetik. 

Logaritbmisch  -  trigonometrisches  Häudboch.  Her* 
itisgr^gebeti -von  Dr.  Heinrleh  doillleb  K^ler.  Sechste 
Stereoty^attS)?«^^  L«!ps(s.'*  Verlag  vm  Bernbatd 
Taaebnitz.  1859. 

Von  diesen  in  vielen  Beziehungen  ausgezeichneten,  äusserst 
eorrecten  und  auch  Sussetricb,  vrie  alle  l^roducftoneii  der  berfibm- 
ten  Yetlagabnndlttng*  In  der  trefflichsten  Weise  ausgestatteten 
Tafeln  Mise  eben  die  secbete  Stei^M>Cy|mi»gab6.ers(Bl|ieD9P.  J^a^^ir« 
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liok  ist  die»  der  beÄ»te  Beweis  iüc  die  weite  Verbreitung  des 
i^iicbs,  wenigstens  in  Deut^bland ,  rund  einer  Anzeige  bedarf  es 
dali«r  eigestlich  im  Archiv  nicht  mehr.  Um  aber  dem  trefflichen 
Baebe  auch  im  Auslande  <  itie  immer  noch  ijrössere  Verbreitonsj 
und  Rekanntwerduni;  zu  sichern  uf)d  zu  verschaffen,  scheint  der 
berühmten  Veriagshandlung  und  den  Opfern,  welche  dieselbe  fort* 
%vHHrend  der  8chunen  und  im  höchsten  Grade  xweckentsprecben- 
deti  Ansstattuiig -.des  vorliegenden  Werkes  bringt,  unsere  Zeitschrift 
es  scbiildig  zu,  sein,  ihie  eigene  grosee  Verbreitung  in  den  LSn- 
dQFn.  jeder  Zaego  linslit  unhenntit  bu  bsse»».  iiiiir4ni^'  efm»  km» 
Anzeige  der  so  eben  erachiencnen  sechsten  Stereotypausgabe  das 
Ihrige  sa  deren  Empfehlung  im  weitesten  Kreise  beizutra^n,  wo- 
bei  ims  lMli«fK'*haiiptsSdineh  auf '  die  'Angabe  des  rebheo 
Inlialts  werden  beschrSnIcen  müssen. 

'  ^  Die  ädss^re'  Ausstattmig  »ist>  .wie  schott  gesagt»  in  allen  Be* 
siehoDgen  so  vorziiglich  und  swecfemSs^ig,  daas  sich  das  Werk 
in  dieser  Beziebang  den  besten  englischen  und  franzSsischen 
Wericen  fthnlieher  Art  nicht  nnr  unbedingt  an  die  Seite  stellen 
lonml  «MÜdem  dieselben  noeh 'vielfach  übertriifft;-' und  dabei 
ist  der  Preis  foh  27  8gr.  jedenfalls  ein  beispiellos  billiger,  weK 
eher  reibst  dem  ärmsten  Schuler  die  Anschaffung  gestattet.  Der 
Inhalt  nach  seinen  Hauptrubriken  ist  aber  folgender: 

Nach  der  gewöhsllc^en  Ejinleitung  tther  den  Gebrauch  der 
Tafeln  folgt: 

Tafel  der  geraeinen  oder  briggischen  Ijogarithnien  aller  na- 
turliebeya  Zahlen  bis  J08000.  Mit  einefii  Zusätze  vermehrt,  wo- 
durch die  Logarithmen  der  Sinus,  Tangenten  u.  s.  w..  für  die  drei 
ersten  und  letzten  Grade  des  Quadranten  bis  auf  Brucbtbeile  der 
Secunde,niit  Leichtigkeit  , gefunden  werden.  (Die  Logipfitbmen 
sind,  wie  mit  wenigen  Ausnahmen  immer  in  dbseu  .Tafeln,  sle- 
tbenstellige). 

Tafel  der  Ganssischen  f^ogarithnier» ,  um  aus  den  Logarith- 
men /u  eier  Zahlen  den  Logarithmus  ihrer  Summen  oder  Uifferen 
2en  zu  iiaden. 

'  ^  ■  '\ 

Briggische  Lognrtthmeti  aller*  Primzahlen  von  2  bis  1811»  am 

die-  Logarithmen  alffsf  aus  diesen  zusammengesetzten  Zahlen  zu 

finden.   (Die  Logarithmen  sind  eilfj>teUige). 

'  Eln%e  bestftndige  Logarithmen,  um  die  gebräucbllclisten  Län- 
gen-, Quadrat-  und  Cubik  •  Maasse  in  einander  zu  verwandeln. 

(Heide  vorhergehende  Tateln^  ^ind  sehr  vollständig  und  sehr 
zweckmässig  für  den  praktischen  Gebrauch.) 
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Tafel  der  gemeinen  Logarithmen  der  ^nus,  C«Mmh»  TM* 

^enteil  und  Cotangenteri ,  für  die  fie«in  ersten  und  n«»im  letsrteh 
Grade  des  Quadranten  von  zehn  zu  zehn  Sekunden,  für  deik  üUii- 
gen  Theil  des^telben  aber  von  Minute  %u  Minute,  nebat  den  Üiffe« 
renzao  für  eine  Sekunde. 

Goniometriaciie  und  trigoBometriache  Formeln.  (Eine  a«lic 
TollatSndige  Sammlung  auf  21  Seiten »  vellatändiger  ala  spnat  ge- 

wübnlich),  : 

.     TaM  «ler  «AlMicheir  Logaiftlmiaii.    (V«ii  6-  W«  909,  adit- 

'Tafel  derjoatfiriicben  LogaritbineD  »Uer  PrimMlil^n  von  lOOU  an» 

(Die  beiden  vorher*)reheüden  Tafeln  leisten  in  Verhinduns^  mif 

einander  auf  gerinuem  Räume  voi  treffliebe  Dienste  bei  dem  iie- 

braueh  der  natürlicben  Logaritbuien). 

•  .  » 

Tafel  der  Potenzen  von  2,  3  und  5. 

Talei  der  PAteiiseii  ?oii  der  .6«ai«  «  der  Batflrliebea  hnpi^ 
littmeiu  *  t 

Tafei  der  Putenzen  aller  natürlichen  Zahlen  von  1^  bi^  iÜCi 
(Der  Grad  der  Potenzen  steigt  von  1  bis  9). 

Tafel  der  Quadratzablen  von  1  bis  10001 

Tefel  der  Cebikcaiilen  von  1  bie  lOOa.  . 

Quadrat-  and  Cubikwaraelo  aller  Zahlen  von  t  lÜe  1009. 

Tafel  aller  einfachen  Factoren  bis  21524.    . .      r  . 

Tafel  s  om  die  Mlnotefi  und  Sekanden  In  Deeimaltbeile  «les 
Grades  oder  der  Stunde,  wie  auch  Fusee«  Zolle«  Linien  und  Punkt^j 
In  Decimaltheile  der  Klafter  oder  des  Fusses  zu  verwandeln. 

Coeflicienten  der  1.«  2.1.3^»  4.  und  5.  Differenz  beim  Eiuechal* 
ten  ftach  dem  Decimafsystem. 

Tafel  zur  Entwickeiung  der  Coefliciefitea  von  einigen  iieeud- 
llehen  Reihen»  weiche  In  höheren  Becbnpngen.  9flers  vorkonunenu  < 

Man  wird  aus  dieser  fnhaltsani^abe  sehen,  wie  viel  des  Nütz* 
lieben  zu  äusserst  geringem  Preise  hier  in  der  vortrefflichsten 
äusseren  Ausstattung  geboten  wird» 
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iistrooamie  und  verwandi^e  WMeoschafteiL 

Zeitschrift Tflr  populäre  Mlttbeiriingeii  aue  dem 
biete  der  Aetronomie  und  verwandter  Wieeenec haften. 
Heraaegecfeben  vom  *Praf Meer  Dir.      A>.  R  Pela.ra«  Di- 
ra^toT  dar  Stacuwarfta  in  Altona.  Band  ,L.  Haft  iL  AI« 
tona.  1869. 

Das  erste  Heil  dieser  verdlenatUehaa  Zeitschrift  lat  in  literar. 
Ber..Nr.  CXXV.  S.  1.  angezeigt  worden.  Das  vorliegende  aweila 
Hell  enthält  die  drei  folgenden  Aufsätze:  Zur  Kometankuode. 
Von  JT.  nr.  MMler.  S.09-<8.87.  —  Oeber  die  Elgenbe- 
wegnng  dar  Fixsterne,  mitBesng  aof  Herrn  Staafarttli 
Mddlers  Hypothese  der  Bewegung  der  Sterne  um  Ai- 
cyone  als  C  en  tralsüiuie.  \' on»  llerauageUer.  S.  88.  — S.  i;>0. 
—  ßeiuerkiingen  über  einige  Veränderliche  vöo  Dr. 
Hencke  in  Driesen. 

Der  Inhalt  des  aratan  dlaaar  drei  AaMCte  Ist  aua  «einer 
Ueberachrillt  hinreiehend  ersichtlich  und  betrifft  hanplsfichlieb  die 

neuesten  in  der  Komeienluinde  gewacjilten  EntdecicungeD  oi^i  an- 
gestellteu  Rechnungen. 

Ffir  den  zweiten  Itfieraua  lebrreicihaii  An&ata  dea  Hann  Her« 
ansgebara  sind  wir  deniselben  zu  ganz  besonderem  Danke  ver* 
pflichtet,  .  Denn  nirgepds  haben  wir  ia  mOgllebat  aMgemsip  ver^ 
ständticher  Weise  so  dentUch  wie  in  diesem  Aufsätze  nachgewiesen 

gefunden,  dass  es  mit  Herrn  Mädler's  Centralsonne  gar  nichts, 
oder  Uas8  dieselbe  vielmehr  ein  blosases  Truggebilde  ist,  welches 
hrichiätens  in  dem  Kopfe  seines  Urhebers  in  ganz  verworrener 
Weise  existirt.  Wir  stimmen  dem  Herrn  Herausgeber  vollkommen 
bei,  wenn  derselbe  gegen  das  Ende  seines  Aufsatzes  auf  S.  127, 
sagt:  „Bio  solches  Gewebe  voii  willköhrlichen  Annahmen  und 
WidersprOeheo  bildet  Mädler's  Theorie  der  Bewegaagan  der 
Fixsterne  um  Alcyone  als  Centraisonne!  Man  konnte  sagen»  wen* 
halb  Ich  in  solcher  Aostöhrlichkeit  tiber  die  Unhaltbarkelt  einer 
Hypotbeaa  tnlcb  auagelasaen'  habe»  die  In  allen  ihr  zur  8tfltza 
dienenden  Argumenten  die  TQIcbtlgkelt  schon  in  aidi  aelber  trägt 
Wf  erschien  aa  jedoch  schon  durch  den  Umstand  geraehtftrtigt, 
well  jeaa  Irrthfimar»  da  Ihr  .Urheber  steh  als  populärer  Schrill 
steiler  einen  *)  Ruf  erworben  bat»  eine  walte  Verbreitui^^  gefuudes 


•)  (gewiMon). 
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hftb^h.  Attch  hielt  ieb  es  der  Wurde  der  Wissenschaft  an(^eme8- 
seil,  über  die  itnH-lssen^haitlicbe  Ars^umentatfoiiS^vetse,  die  H^rr 
iStaatsrath  Mädler  sich  in  dieser  Sache  erlaubt  hat,  indem  er 
statt  mathematisch  begründottir  UeHekse*),  unbegründete  Kedeoa- 
ftctea  vortrug».  uieLoe .  Mcdnung .  unuiii«!' ^iuszuspreclieii.". 

r 

Und  dafür  danken  wir  dem  Herrn  Herauss^eber  beson* 
ders.  Denn  es  ist  in  der  That  wahrhalt  betrübend,  wenn  man 
sieht,  wie  in  populären  astrononnsclien  Schriften,  »elbst  in  den 
neueren  und  besseren**),  das  Mädler  6cbe  Truggebilde  einer 
Centralsonne  fast  als  ein  EvaiigeUuni  .vorgetrageo  und  damit  daf 
PubUkum geradezu  bintergaogen  wird,  so  dass  es  in  der  That  sehr 
wOnschenswerth  war,  dass  den  Verfassern  solcher Üucher  endr^ch 
einmal  eine  etwas  naelidrfickliche  Aufktärang  Ober  diesen  G^eo; 
stand  xa  Tbeil  %rurde»  wodurch  der  Herr  Herausgeber  sich  jji^ 
denfalls  sehr  verdient  gemacht  bat  \ 

Der  letzte  gas«  kurze  Aufsatz  ebthait  nur  einige  «reuige  No» 
tisMi  iber  einige  TerlinderUebe  Sterne.  "  'f^ 

Muge  der  verdiente  Herr  Herausgeber  uns  noch  oft  mit  so 
lehrreichen  Aufsätzen  wie  der  vorher  nSher  besprochene  erfreuen, 
und  seine  verdienstiiche  Zeitschrift  immer  den  erfreulichsten  Port^ 
gang  haben. 

IMe  merkwürdigen  »rith  luetischen  C  igen  seh  a  ft^Ä 
der  wichtigsten  Na  ber  ufig»«reihe  für  die  Sonnef^at)» 
stände  der  Phiiieten  und  die  ihnen  entsjirechenden 
astronomischen  Entdeckungen  mit  Rücksicht  auf  die 
Geschichte  dieser  R eihe  und  der  auf  sie  gegrffndetO^ 
Folgerungen.  Von  Professor  Dr.  J.RC  Hessel  in  Mar- 
b«r|;.  BiWert'ecbe  Bechhandlung.   1859.  A^. 

Am  17.  April  J859  feierte  ein  würdiger  Lehrer  der  Mathema- 
tik, Herr  Carl-Reinhard  MuH  er,  ausserardentlicher  Professor 
der  Mathematik  an  dev  Universität  zu  Marburg,  nach  neun  und 
fönütigjabrigem  aegenareicbea  Wirken  als  Lehrer  am  pädftgogiu^i 


♦)  Dif»  überbciiipt  nii  lit  Herrn  Aladler'«  starke  Seite  ku  «ein  sriieinen. 

**)  M.  H.'L.  W,  iliH  neueste  Btich  dieser  Art:  H  0  n  H 1)  fi  c  h  der 
m  a  t  Ii  e  ni  a  t  i  H  0  h  c  n  Erdkunde,  ein  T{  ii  r  h  für  S  c  Ii  n  1  e  und  M  fi  n 
Ton  Eduard  Sander,  G  r  n  s  k  b  e  r  z  o  1  i  c  h  H  e  k  s  i  s  e  Ii  e  in  Reiil- 
«  r  h  ul  -  Di  r  cc  to  r.  Wien.  1859,,  worin  das  Mädle  r  s 'srJic  rrnj^ge-» 
hHdi;  einer  CentraiHniinB  Huf  S.  48.  U.  s.w.  fa«t  als  unamstötciiche  Wab^<« 
beil  dSfi^gesteUl  wird»  '  ^ 

s 

Digrtized  by  Google 


B  Uterarhcher  Beruht  CXXXI, 

whI  il#r  UniversitSt  dort^elbst,  sein  funfzig^jähriges  Doctörjiilitttiiiii, 
-»reicher  crfreolichen  Feier  die  vorliegende  Begluckwünsichun«8- 
Hchrift  zunächst  ihre  Entstehung  verdankt.  Es  Ist  bekarint.  dass 
von  mehreren  AKtronomen,  z.B.  von  Titins,  liode,  Wurrn  u.  A. 
die  Abstände  der  Planeten  von  der  JSonne  durch  fiach  einem  ge- 
wissen Gesetze  regelmässig  fortschreitende  Zahlenreihen  darza- 
«telten  versucht  viorden  sind.  Wurm  z.  ß.  drückte  den  Sonneo* 
ab«taod  des  nten  Planeten  durch  die  Formel 

wo»  und  snchte^dann  die  Constanfen  mo  zu  bestimmen,  dassdarcb 
obige  Formel  die  Sonnenahstände  der  Planeten  so  genau  als 

niuglich  numerisch  dargestellt  wurden.    Er  iiiidet^  den  mittkrai 
Werth  des  Sonnenabstandes  der  Erde  als  Einheit  angen«mri..ii, 
dass   «=0,4   und  ^  =  0,3    brauchbare   NähernngsvN  f  rthe  geb««, 
hält  aber        0,^387  ntid  6  =  0,21)3  för  zweckmaöi^iger ,  und  sagt, 
dass  „die  i^e«j^ebene  Formel  aHein  für  Mercur  nicht  anwendbar 
sei.''    Ueiier  diese  und  andere  Reiben  bat  nun  Uerr  Profestfor 
Bossel  in  der  vorliegenden  Schrift  eine  anch  in  allgemeiner 
arithmetischer  Rücksicht  sefir  sorgfältige  und  lehrreiche  (Tnter- 
nucbung  angestellt,  und  lugleicb  alles  Historische  so  auslubrliefa 
berficksicbtigt,  endlich  auch  die  vielen  neueren  astronomiscbeu 
Beobacbtoogeo  mit  so  viel  Keiiotuiss  und  Einsicht  in  den  Kreis 
seiner  Betracbtutigen  gezogen,  dass  wir  diese  Schrift  unseren 
iMfffn  ans  üeberaeugung  zur  Beachtung  nur  recht  sebr-empfeh^ 
len  biunfii* 


Maasse,  Münzen  und  Gewichte. 

On  tbe  construction  of  tbe  new  Imperial  Standard 
Pounds;  00  tbe  compartson  of  tbe  n6w  Standards  trith 
tbe  Kilogramme  des  Arcbives;  and  tbe  constructiop 
of  secondary  Standard  Pounds»  a  Tea^Pounds  vreigbt» 
a  Kilogramme  ad  a  Series  of  troy  onoce  weigbts.  By 

H.  Miller,  Professor  of  Mineralogy  in  tbe  Dniver* 
sity  of  Cambridge.   London.  1847.  4^. 

Biese,  194  Seiton  in  gross  Quart  umfassende,  aus  den  Pili« 
losophical  Trans  actione.  Part  DI.  for  1886  als  besonderes 
iVerk  abgedruckte  Abhandlung  Ist  leider  erst  jetzt  so  .  unserer 
Kennlnlss  gekommen«  -  Dessenungeachtet  halten  wir  uns  fOr  «er* 
pflichtet,  noch  jetst  auf  dieselbe  aofmerksam  zu  machen,  nicht 
bloss  ivegen  der  grossen  praktischen  Wichtigkeit  der  darin  ent« 
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dM9  dme  ntl  dem  graofftiyi^Flel^fl  iiii4»d#r  grusptiiikrl^^)^ 
gearMlete;/ibliailkd!ung  für  (^Ite  d«riirtigQ  JUntoM^^  1^ 
wahres  Mmter  betrac^htet  wjerden  miisSf^  Aiifi  des  Ififialt' seibtitK 
können  wir  bei  einem  solchen  Werke  hier  natürlich  nicht  näher 
einffeher»,  sdinieru  iikiissen  uns  begnügen,  iinseio  Leser  aui  das 
Werk  st'Ihst  zu  verweisen,  danken  aber  dem  tianientlich  auch 
Krystallograph  berühmten  Herrn  Vertasser  recht  sehr  für  das  der 
Wissenschaft  mit  diesem  wichtigen  Werke  geroachte  höchst  werth- 
4*olle  Ge^henk. 

.   .  .  , '  .      •*  .  «  .  s 

'  '      r      '         ■     -  ...  ♦ 

Vermischte  Schriften.  . 

Annali  di  Mateniatica  pura  ed  ap^tlicäta  pubhiicati 
da  Barnaba  Tortolini  e  compilati  da  t).  Betti  a  l^i^ay 
F.  Brioschi  a  Pavia.  A.  Genoerhi  a  Töriiio,  B.  Tortolini 
A  Roma.    40.    (8.  Literar.  Ber.  Nr.  CXJIVitt.  S.  a) 

m  2.  (Marxi>  e  Aprite  1869.)  tnt)»i1io  atfe  ^pmd^  mU 
<&ecoifda  daase  lAscriffe  in  Ana  «f^a^k  i^üp^l^e  siTilnf^j^atfiU  deA^ 
quarta  cfafsa«.  KotA  del  Prdll  Lüigt*  Cr«mötf«.  p.  ^.  -^^  tiiT, 
Teortca  d«i  covat^aiitVe  d'egif  intarUM  detle  fn^e  fiAiarf«  V'^^ 
flrinclpali  appUeaalonf.  Mönografill  det^  l^i^f.  tfMt^H^&'ä'tU'i 
seht.  p.  82.  —  G^odralisation  de  la  t%^?>rf«  llinVbIfitidti':  ä^plf^' 
d  ations  geometriques.  Par  E.  de  Jonquiere«.  p.  — *•  Sur  la 
courbure  d  une  s^le  de  siirfaees  et  de  lignes.  Par  T.  :A.  IHrs^f/ 
p.  95.  —  Memoire  sar  ta  figure  de  la  terre,  considc/ree'  cbitlitie  peu 
differente  d^'une  spher^.  Par  Mr.  OfiSi an*  B onnet.  (Cofifmtiazibtie.) 
p.  tl3.  —  Extraifc  d'ui^e  lettre  de  JÜ.  lkronep^l^^^a|^.  Brie- 
öchi.  p.  131. 

lasione:  articolo  dd  P^of.  F*  Brloaclil.  p.  139;*^  Salle  IMrf 
dl  Gurvatnra  della  anperfide  delle  oade.  Artleolo  dal  Prof.  F»  'Brf*' 
oacbi.  p.  fd5.  — '  Sloggetto  per  pretnilo  pro^ifo  dalP  aeadiemla' 
delle  sdenae.   p.  136,  —  Pabblieatlonl  M^nli.  p.  09. 

N^.  3.    (IVlaggio  e  Giugno  1859.)   Salla  j)artizione  dei  nameri, 
e  sul  numero  degli  lovarianti.    Nota  del  Prof.  Giusto  Bellavi- 
tis.    p.  137.  —  Sur  la  courbure  d'une  serie  de  surfeces  ef  de 
ligoea.   Par  T.  A.  Hirst.    (Continuaziooe  e  fioe.)  p.  148.  —  Sur 
la  aurface  qui  eat  lienvclopj^  jdes  .plMi^rOQpduUa'  flttJea  pfiate^ 
d'un  ellipsoide  perpendiculairement  aux  rayons  menäs  parie,<^D^p^ 
P«f.  VL  Ä..  Cayljf  y.  ^IjSS*:—  MdOM^i;?  »«f  I^I.Ägttw  de  U  fei;re, 
conaldeide  cornm«  peu  differente  d'upe  apbere.  Par  Mr»  Oaalan' 
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Bodo  et.«  (Continuaikme  efine.)  p.  180.  ^  Noovelle  mMoile  pour 
la  d^terminatloD  du  reste  de  la,  formiile  de  Taylor.  Par  le  Dr. 
Ant.  Wio ekler,  p.  185.  ^  Sülle  figore  Inverse.  Nota  de)  Prof. 
Bar nalia  Tort olini.  p.  189.  —  G.  Lejeune  Dirichlet.  Articolo 
del  Prof.  Barnaba  Tortolini.    p.  196. 

Rfvist»  Mblioi^raphica.  Theorie  generale  de  l  elimination. 
Par  Le  Frankels  Fali  de  Bruno.  Articolo  di  F.  G.  p.  197.  — 
Pul^blicaaioDi  receotl.  p*  200. 

The  Atlantis:  a  Register  ofLiterature  and  Science. 
Condiicted  by  Membres  of  the  rat b olic  Univers i ty  of 
Ireland.   No.  III.   January  1859.   London.  1859.  8. 

Die  beiden  ersten  Nommem  dieses  neoen  empfehlenswertfaen 
Jonmats  sind  Im  LIterar.  Ber.  Nr.  CXXVI.  S.  8.  angezeigt.  Die 
Torliegende  No.  III.  entbSU  die  folgenden  in  den  Kreis  de^  Archivs 
gebührenden  AufsStse: 

Art.  VI.  Note  on  the  Laws  whioh  regulate  the  Distribotion 
of  Isotherm al  Lines.  By  Henry  Hennessy,  F.  K.  8.  p.  201. 
(Dieser  ganz  mathematisch  gehaltene  x\ufsatz  über  den  fragliches 
Gegenstand  verdient  schon  deshalb  besondere  Beachtung.)  — 
Art.  VII.  On  Terrestrial  Cliroate  as  influenced  by  the  Distribution 
of  Land  and  Water  during  different  geological  epochs.  ,By  Henry 
Hennessy,  F.  R.  S.  p.  208.  . 

« 

Mittheilungen  der  naturforschenden  Gesellschaft 
in  Bern  au8  dem  Jahre  1858.  Nr.  408-423.  Mit  2  Tafeln. 
Bern.  1858.   (Vorgl.  Literar.  Ber.  Nr.  CXX.  S.  7.) 

Aueb  dieses  neueste  Heft  der  Terdienstiichen  Mittbeiinngen 
der  natnrforscbenden  Gesellscbaft  in  Bern  enthSit  wieder  mehrere 
sebr  lesenswerthe  AnfsStse  mafbematlscben  nnd  physikallsehen 
Inhalts,  nSmIicbi 

Chr.  Mfiiler:  Ü eher  die aräometriscbe  Milchprufung.  Nr,  408 
und  409. 

C.  Branner:  Noch  ein  Wort  über  Milchprflfang.    Nr.  410. 
H  e  r  m  a  n  n  K  i  n  k  e  1  i  n :  Ueber  Convergens  unendlicher  Reihen. 
Nr.  415. 

Br&ndli:  Ersengang  der  Cardiolde  ans  sivel  ungleichen 
Kreisen.  Nr.  415. 

Hermann  Kinfcelia:  Ueber euiigennendiiclie Reiben.  Nr«41# 
nnd  420. 

Heteorologische  Beobachtungen.  Juni  1867  bis  November  1857. 
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äm  fk  Ftitouii  'I8S9  iforb  sa  Upml»  dn  Proletsmr  euer» 

Job.  BredmaB« 

fröfeer  Docent,  dann  Adjunct  bei  der  dortigen  philosophischen  Fa- 
euHät,  1811 — 41  ordentlicher  Professor  der  Astrononiie  und  Di- 
rector  der  Sternwarte,  im  SSsten  Lebensjahre.  Er  ist  z.  ß.  Ver- 
faCKser  des  geschätzteo  Werkes  :  Theoretiska  Astronomiens 
Oma  der.  Einen  Nekrolog  il«s  v«rdl«oteii  lUiioM  wünton  wir 
gm-  Ib's  Archiv  MftiftliaieD.  €r. 


Geschichte  der  Maük&natik  und  Physik« 

Amtlicher  Bericht  über  die  zwei  und  dreissigste 
VersaromluDg  deutscher  Naturforscher  «od  Acrste  %u 
V^ien  im  September  1856.  Herausgegehen  von  den  Ge- 
schäftsführern derselben  Hyrtl  und  SchrStter.  Mit 
32  Tafeln.  Wien.  Hof-  und  Staatsdrucker ei*  (Karl 
Gerold).  185&  4«. 

Die  beiden  verdienten  Ge.schäft8führer  der  32sten  Versamm- 
lang  deutscher  Naturforscher  und  Aerxte,  welche  im  Jahre  1850 
zu  Wien  tagte,  haben  jetzt  den  interessanten  sehr  ausfuhrlichen 
Bericht  über  diese  denlni^firdige  Versammlong,.  welciier  280  und 
XSSSW  Seiten  mafi^t»  ▼erCffentiidit,  and  werden  sich  dadurdi 
gtwiae  dm.  grtüeten  Daak-  nicht  aar  aHer  derer»-  welche  jfoer 
adiSneB  VeraammblBg  lieiwehatent  und  aicii  gern  Ten  Neoeai  in 
die  bei  dateeiliaB  empfangenen  Eiadrüelie  «ardekvenetten,  aon« 
dem  flberiianpt  aHer  Natnrforschcr  und  Aer^te  erwerben.  DIct 
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Artkalfl  dls^' MUglieder  betrug  88»,"^i^erAittAill*^€»^Hliilwnli■^i>f 
708,  im*  GÄftxen  alto  1683.  Wmi  iMtn  dl»  '^^ifiMil  4er  IHigttadtor 

und  Theilnehtucr  bei  der  im  Jahre  1832  in  Wien  stattgefundeneo 
Versamminng  418  betrui;,  so  bereditt^»t  die  Verg^eicbwiig  dieser 
Zahlen  wohl  zu  dem  buchst  errreultchen  Schlüsse;  daas  in  den 
24  Jahren,  welche  zwischen  den  beiden  Wiener  V  ersammlungen 
liegen,  das  Interesse  an  den  Naturiv'issenschaften  in  bedeutendem 
Maassc  gestiegen  ist.    Allen,  welche  wie  der  Ünteicxeicboete  das 
Gifick  hatten,  der  328ten  Versamaiiang  beiEuwobnen,  wird  di^elbe 
immerdar  UDm^esf^ich  bleiben,  oad  Jedev- wird  sich  auch  stets 
dankbar  der  grossartigeD  Munificenz  erinnern,  mit  welclm  von 
der  kais^rlichea  Regiertmg  und  der  fitadt  WIeii  Alle*  ««%vbofM 
worden  war,  um  dieser  VersaiainluDg .  «Aneo  mOgllehst  gna«^ 
Glanz  za  verkilieD,  uml  die  derselben  BeiwiihiieBdeu  in  wflpfl^- 
ster  Weise  zu  empfangen.    Eiaen  GlaMpnlLt''ailler<*SitBongeD 
bildete  der  feleiilcbe  Blenieiiti'  wo  tm.  nt^'^^pteaber^  in  der 
ersten  allgemeinen  Sitzung,  die  wie  alle  diese  Sitzungen  in  dem 
von  unzähligen  Lichtern  erleuchteten  prachtvollen  grossen  Re* 
doutens.uile  der  k.  k.  Holburg  gehalten  wurde,  der  zw^te  Ge- 
Hchältsliihrer,  Professor  Schriitter,  der  VerttamoiiuDg^  verkun* 
dete,  ,,dass  Se.  k  k.  apostolische  Majestät  zur  Dnrehfiihruttg  der 
Versammlung  durch  Anweisung  so  reichlicher  Mittel  gesargt  bitten» 
dass  der  ^anze  Betrag  der  Einlagegelder,  der  sich  gegeowirtig 
—  (nämlich  bis  zum  17.  September)  —  auf  ungettbr  800Üfl.  be< 
lanfe,  der  Ver.^amnilnng  zur  freien  Disposition  gestellt  wenlen 
ttOnntelkr"   Ueber  alle  diese  Ereignisse»  welche  als  weeeetliche 
Momente  in  cfer  Geschichte  der  Natnrwissensehafteii  tÜr  aHe  Zel- 
ten zii'^bcfira'cbten  sind»  wesbslb  :aach  die  voHlegende  Anzeige 
von  tins  itbsicbtllch  nnter  die  Rubrik:     G es cb lebte  der  Ma- 
t'hematlic  und  Physik''  gestellt  worden  ist,  enMH  der  yor* 
liegende    Amtliche  Bericht'*  die  interessantesten  und  merk- 
würtlig^tcii  Mittheilungen,  weshalb  wir  denselben  allen  unseren 
Lesern  chlitgend  zur  Beachtung  empfehlen.   liier  müssen  wir  uns 
mit  einer  kurzen  Inhaltsanzeige  desselben  begnügen,  in  so  weit 
die  betrefloDcleii  Gegenstände'  entweder  unmittelbar  in  den  Kreis 
des  Archivs  gehören  oder  von  so  allgemeinem  Interesse  sind y  dass 

eine  Erwähnung  derseiben  an  diesem  gevecliifeHlgteMsbeaet 

*.  ■     •  ■  '.kl  *  •  i  '•.  •  • 

« 

Die  sebOne  ErOfftinngsredteT  des  ersten  Gesefalftsfiibrers,  Fie* 
fessors  Hyrtl»  überscbnebea:  MEinst  Md  J^Btst'der  Mkte#^ 
wiasensbbaft  in  De  St  err  eleb^' •  gtebreiiieeeii^  itItdressiMili 
Darstellung  der  wsbrbaft  grossartigen  Oiiferstfibn»g'^tilldf*FM«^ 
ruug,  welche  iii  dem  zwlMien  den  beWeirWIepgf ^Voieeiieifdtigen 
liegenden  Zeiträume  von  .24  Jahren  den  NatarwissenscbaftesNh 

V 
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.  fcaitwücircn  AMcmle  ^sr  IWiafttiMMliaftc«  ilas  grumte  ^  Gewldit 
m  die  Wagschale  legt,  und  in  nächster  Linie  die  Gründung  der 
Centraianstalt  für  iMeteor()log;ie  und  Erdniagnetifünus,  des  geolo- 
gischen Reichs- IiKstitats  u.  8.  h.  zu  erwähnen  sind.  Auf  die  Er- 
richtung der  CentrabnstaU  iiir  Meteorologie  und  Erdmagoetismus 
trug  zuerst  der  Vice  •  Präsident  der  Akademie,  der  treffliche  Baum- 
firartner,  an,  und  zwar  in  einer  Weise,  tvelche  gei>tattete,  ohne 
Vermag  an  die  Ausführung  selbst  zu  gehen«  indem  er  der  Anstalt 
sein  ganaes  Gebalt  zur  Verfügung?  stellte,  eine  Uneigenndtzigkeit 
und  eia  warmer  EXkst  für  das  Gedeihen  dar  Wissenschaft,  denbn 

*  sieb  mU  nur  wenige  iibnUche  Beispiele  an  die  Seite  stellen 
Inenen.  —  Der  Bede  des  «weiten  Gecfcblftaßibrers,  Professora 
Seh  rotter»  ia^aohan  oben  gcidacbt  worden.  — *  Auaaer  diesen 
Reden  beben  wir:  awa  noch  die  folgenden  Anfaätse  nacb  den  bei» 
den' ebenMangegeheneb  Kategorien  bervor:  Geber  den  Aefna.  und 
aeine  Anabrfiehe.  ^Von  Prof  Sartoriua  von  Walterabanaen 
aus  Göttingen»  —  Mtttheiluiigen  fiher  die  rothen,  schwarzen 
und  weissen  Bevülkerer  Kord-  und  Mittel- Amerikas.  Von  Dr.  ^ 
Kari  Scherz.er  aus  Wien.  —  Am  meisten  sind  Geologie  und 
Geognosie  vertreten,  wohin  z^  B*  die  ausführlichen  Ahbaodlunc^en : 
Zur  Geologie  der  i^ombardci.  Von  Theodor  Zollikofer  und; 
Ueber  die  geognostischen  Verhältnisse  des  westlichen  Columbien. 
Von  Dr.  Hermann  Karaten  aus  Berlin  gehören.  —  Ueber  die 
Anwendung  des  £lektromagnetes  hei  eieictro- dynamischen  Rota* 
tionea.  Von  Prof,  l>r.  A  n  i  a  n  J  e  d  I  i  k  aus  P  e  s  t  h.  —  Modifica- 
fion  ddr  GrovVncben  nnd  Bunaen*aeben  Batterie.  Von  Demae)r 
ben.  .  Nener  Licbteinlasa* Apparat  Von  Dr.  $cli.<9^fl(a  aua 
Ret  eben  an  in  Bßbmen.  —  Ueber  die  Veränderungen«,  .welche  der 
Capülavatand  des  Quecksilbern  durch  die  Temperatur  ,er||9idet 
Ten  Prof«  Franken  beim  ans  Breslau*  lieber  die  Wflrme- 
Leituug  de«  Qneekallbera  und :  Ueber  die  Verbindung  heteroge- 
ner Krystalle.  Von  Demselben.  —  Ueber  Zodiakailichter,  Nord- 
lichter und  Sternschnup[)en.  Von  Prof.  Heis  aus  Münster.  -7 
Ueber  die  Bestimmung  von  Tangenten  und  Krfimmungshalbmessern 
auf  elementarem  Wege.  Von  Professor  Gugler  aus  Stuttgart. 
—  Skizze  för  Meteorologie  und  Erdkunde.  Vorschlag  zu  einer 
verbesserten  Art  von  Psychrometer  •  Beobachtungen.  Vorschlag 
mm  Entwürfe 'von  natürlichen  Karten.  Von  Dr.  Fried  mann 
aus  München. '  Ueber  die  mittlere  VVindrichtnng  über  den 
mittel«  und  nordeuropäischon  Undern  und  Meeren ,  so  wie  über 
die  gfi^piapbiaehe;  Daratallung  der  mittleren  Windrichtung,  Von 
n»..  PKejMt^l  an^-iEnt^A^n«'^  .Heber  ebdge  noch  nicbt  gana  all« 
#Hat4iMi. nm^relagia^»  fieobanbtungen.  Von  Georg  Binder, 
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X  f/irrarfti^tr  ileriiM'IiItiiii 

'  •  ''  Wir  n  Hn sehen  selir,  dass  die  beiden  verdienten  CfeschfiiU- 
Mirer  W.  Eieenlohr  und  Voiz  deir  roijlihngeD  gleich  wicbti^ 
lind  ecliOReti»  unter  4em  unmittelbaren  hohen  Protectorat  and  fort- 
mVhtetitr  pereOnlielicft  neiliiabme  Sr.  KSni^«'Ildfieit  des  Gross- 
fcMogs  von  Baden;  gehaltenen  CartsruhiBr  VefMunmlnog  uns  bald 
nhlt  einem  ihnUchen^  gtei6h  ausfthrllcheiA  Berichte  erflreit^n  niOgeo, 
der  ilch  an  hohem  Interesse  dem  voTliegenden»  fifr  welShenN^r  cfen 
Herren  Hyrtl  und  Sehr  Ott  er  nochmals  unsern  itltninsten  Dank 
aussprechen,  gewiss  in  wGrdigöter  VYeiäe  wird  an  die  Seite  ölel- 
len  kSnncn. 


. ,  Arithmetik,  '.'^   

,    •      1'  .■  n'.f  't  - 

Exercices  d'Analyse  nume r i q ae."  Extraits»  Coni- 
mentaires  et  Reeherches  relatifs  a  i  Analyse  lod^ter- 
minee  et  h  la  Theorie  des  Nombres.  Par  V.  A.  Le  Bes- 
gue,  Protesseur  honorairo  de  la  Faculte  des  sciences 
de  Bordeaux,  Menth re  correspondAQt  de  i'institul* 
Paris,  iieit^r.et  FAsa^guet.  im  b<». 

•  Der  Zweck  des  Herrn  Verfassers,  welcher  sich  bekanntUcti 
auf  dem  Gebiete  der  höheren  Zahlenlehre  namhafte  Verdienste 
erworben  hat,  bei  der  Herausgabe  dieser  „Exercices"  ist,  in 
deren  verschiedenen  Abtheilungen,  so  wie  dieselben  nach  und 
nach  erscheinen  werden,  einen  ,,Traite  eMmentaire  de  la 
Ihf-oriedes  nombres*'  nach  dem  neuesten  Zustande  dieser  Wis- 
seoschaftzu  liefern.  Die  vorliegende  erste  Abtheilung  enthält,  wie 
4^  Herr  Verfasser  in  der  Vorrede  sagt:  I'analyse  ind^terminäe 
du  preroier  degrö  et  des  appllcations  de  natura  ä  laire  voir  en 
quol  cpnsiste  la  tbdorie  des  nombres»  et  k  donner  mie  Idi^  des 
mdthodes  qu'elle  emploie«  Die  aweite  Abtheilung  wird  enthalten: 
In  thdorle  des  congraenees  bindmea  et  en  particulier  de  la  coa* 
gruence  compIMe  da  eticft^d  degr^,  qui  s'y  ram^ne  Imroddiate- 
nient.  Lea  applieatlons  seront  la  rdsolution  de  rdquatlon  blndnie 
et  rexposition  de  quelques  th^or^mes  qui  s*y  rattachent 

Wir  gestehen»  dass  uns  die  vorliegende  erste  Afatheilao^ 
mehrfach  angeaprochen  hat,  ungeachtet  der  viel^ob*  uuP  aphtiif 
stischen  Haltung  und  der  Kürze  der  DaneleUuag,  ireid|e  äb^gMi 
^I^Blfach  zu  eigenem  lüaebdenken  anregt,  mA  ^imtLmm  .«MUgfe 
sich  die  Beweiae  nach  kfirieron  Andeutuugea  MlbettuMi^liMP» 
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was  übrigens  A  lies  dul^  den  Titel:   ,,Exercice8*'  lollstähdij^ 
gerechtfertigt  erscheint.   Wir  emp^hlen  das  Büchlein  unsern  Le- 
sern, ohne  auf  eine  in's  Einzelne  gehende  Kritik  uns  etnUssen 
zu  icünnen,  die  überbi^iipt  im  Aiigeateinen  aicht  in  dem  Zwecke 
unserer  literarischen  Berichte  liegt,   und  begnSgen  uns  im  Uebri- 
gen  mit  der  folgenden  Angabe  des  Uauptinbalt^  :  Obsecvatians 
pre liminaires.  (p|i  ii€|jmbre.  Objet  de  la  tMorie  des  nombree. 
ClMslfication  des  nombres«   De  la  congruence;  sa  Dotation.  Modle 
de  r^actlen»  ^De  quelques  identtt^.  Fpnctionf  entiiiea ;  fenelMiii» 
hoiiiogtoee  en  forme«.   Pernmtatioii«.  .Pabswiee  d«  ft\ym^am» 
da  biediiie.  Comblnaieoii«,  lYombree  fi|Kiirä«*  Kombre«  poly^t* 
nee)     —  Prdmiire  Partie.  Anal3^e  Inddlerroinde  da  premier 
4egrd;  propri^tds  des  noinlires  qei  en  rdsidtent  Systtee  d'ihiaa- 
Üens  homogenes  doet  la  sohitKm  iie  fenferne  qu'une  seole  inddr 
terminiSe.    Diviseur  commun  niaximum.    Propri^t<$8  du  commuo 
difiseur  maximum  de  deux  nombres.   De»  noaibres  premiers  entre 
eux.    Resolution  de  i  equation  ax  —  by=sc,    Systeme  d'equatione 
dont  les  inconnue»  s  expriment  au  moyen  d*uiie  seule  ind^termini^e. 
Räsointion  d'une  equation  qoelconque  du  premler  dep:rö.  Il^80> 
lution  dun  systdme  qeelconque  d'ik(uation8  du  premier  degr^. 
PatÜtie»  des  nombres.  ^  Appliealions.  Notions  sur  les  coo- 
ptrueneee.    Cons^qoeoees  'da'tlltetee  de  «Fermat  (sehr  reic)h 
hakig).  De  la  ddcompesitfofli  des  nemhres  en  earrds  et  en  bicar^ 
rd«,  Qaestiens  di versa«       Im  iiqnil|KCiii«prfiiie^  ß^t  i'fttploi 
des  imavnaires,  des  qiuiiitltds,lmi|lqiiineq  M  4m  sdrifis«'  Sur 
reroplol  des  sdries  divergentes. 

Man  sieht  hieraus,  dass  auf  dem  geringen  Raeme  von  191 
Seiten  hier  ein  grosser  Retchthum  von  Material  geboten  wird. 
Für  den  strengen  theoretischen  Unterricht  in  der  Arithmetik  cnt- 
hält  das  Büchlein  manches  Brauchbare,  and  an  manchen,  dem 
verdienten  Herrn  Verfasser  eigenthfimlichen  Darstelluni^en  febft 
es  gleichfalls  nicht.  Wir  i^ünschen,  bald  difli  in  Aiissiobt  gestel^  > 
tsQ  Fortaet|uiBgeii  an^eigeu  kunufa. 

»  (  I  «   

Astronomie. 

Astronomical  ObserYatioaa  made  darlag  tfce  Tear 
1848»  at  the  U.  S.  N.  Obser?atory»  Wasblngten»  ander 

I  It   tlH'   ■■   II     •  I 

^  Den  Inhalt  der  Obtervatfons  pr^li niinair et  haben  wir  im 
"BNwetnea  angegeben,  um  sa  «eigen,  wie  elementar  der  Herr  Verfas^icr 
ierfifthrt.  9&it  wSlttoe  HihaU  kann  nur  seinen  Haoptrubriken  nach  ange- 
gebes  wetdsn. 
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Ni^v^r,  SüpeHntendent:  Coinirfo<1f»rff''I«.*WliMiÄ|r#««, 

CfileTof  Bureau  of  Ordtiance  an<l  Hyd  ro^raphy.  Vol.W. 
Pubiisherl  by  Anthonty  of  the  Hon.  J.  C.  JlobblBt 
Secretaire  of  tbe  Nary.  Wasbingt^ni.   1(550.  4^- 

.  Astronottical  OliMrvatioii«  naile  dnring  the  Fear« 
1849  and  1860,  at  the  U.  S.  Naval  Observiktory,  Was^ 
hiDgtoD,  approved  by  Captain  D.  TIT.  ln|f ralism,  Chief 

of  the  Bnreau  of  Ürdiiance  and  Hvdrography,  and  pu- 
blished  by  Autburity  of  tbe  Honorahte  Isääc  Touccy, 
Secretary  of  theNavy.  ByM. F.  Manry,  LL.  Ü.,  U.  S. "N. 
Superintendent  of  the  D.S.  Observatnry  and  Hydro* 
grapbical  Office^  WashingtoD.  VoL  V.  Waabingtoil» 
1859.  40. 

Die  beiden  neuesten  prachtvoll  ausgestatteten  Bände  der  ße- 
ohaehtungen  des  National -Observatoriums  zu  Was<«bingtoii  liegen 
nns  vor,  welche  die  Beobachtungen  der  Jahre  1848,  1849,  1850 
umfassen,  und  von  Neuem  Zeugniss  ablegen,  in  wie  grossartigem 
Maaaaatabe  alle  solche  Arbeiten  in  Amerika  betrtebeo  werden,  ivle 
schon  ann  der  grossen  Anzahl  der  hei  deniielhen  beacbaAigten 
ii^dramien  erhellt  £8  wird  gewins  i^r  nnaeie  Leaer  intereftsaol 
aiHPy  weoA  wir  ihnen  nagen,  dann  ananer  dem  beridiBitea  Diree* 
tqr  dM  Naünnnl^Obnfirfaforionia»  Herrn  Manry»  unter  dcanen 
Mhbhni-ninniclit^lfr  Leitung  bei  demnelben  noch  beachiftligit'  nbd 
die  folgenden  Herren: 

1,  Die  Chronometer  und  anderen  nautischen  Instrumente  stehen 
mitßr  denbeaender^n Leitung  des  Herrn  Lieutenimt  Julian  Myern, 

3.  BePm  Cbnrlen-ilepaftenient  sind  aogestettt  die  Herren  Lien-^ 
tenants  E.  C.  Stout  und  8.  Magaw.  >m  -  • 

3.  Die  Constniction  der  Wind  and  Curreiit  Charts  ist  beson- 
dere tibertragen  den  Herren  Lieutenants  E«  G.  Per  rot,  J.  J.  Gu- 
thrie» Henry  S.  Newconb,  T.  T.  Houston,  Rob.  L.  May. 

4.  In  dem  eigentlichen  astronomischen  Departement  sind  be- 
schäftii^t  die  FJerren  Professoren  James  Ferguson  (Assistant 
Astronontcr) ,  A.  G.  Pendieton,  M.  Yarnai,  Jamea  Mi^jar# 
Jofepb  S»  Uttbbardf  A^  W«  l^iiiwrnnce. 

Auaeer  dleeeni'Bnaiiiten'<'PnrMnal  vnn  fnnfaehn  yeraonen  ünden 
wir  aber  bei  den'Beebaebtnngen  und  Reelinnngen  In  de«' JnhrM 

1849  und  1850  noch  beschäftigt  die  Herren  Professoren  Beecher, 
Reith,  \V inlock,  Ooffin,  Benedict,  die  Herren  LieutenanU 
Steedman,  Worden  u.  A.  i  -^.«m- 
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:     NaelltfrfMr  r  au^CnMi^^i^  über  die  In^ti^iifieH^.: 

diese  letstereo  js^lbsl,  >>W^«Vtl«fi  Oj^m^g  ^le  vorbfi^  4^49^ 
strumente  aufgezählt  worden  sind.  Dann  folgen,  in  den  beiden 
voi liegenden  Bänden:  Mean  places  of'Stai^nbserved,  Meaalüght 

Ascentsions,  Declinat'tons  and  Semi-diameter^  of  the  Son,  Moon 
and  Planets,  Results  of  Ohservations  wilb  the  äquatorial,  Cata- 
iogae  of  Ä>tars  observed  in  1648,  ]ö49,  1850. 

,  Map  wird,  .wie  acben  eben  geeagt^i  hieraus  von  Neuem  di^ 
€lroiw|tftigkeit  erkennen,  mit  welcber  alfo  aotche  Afbeiten  in  Arne? 
rika  beltriebeii  werben , '  worauf  biusuweisen  der  liauptaficblichate 
ZWeck'voirBegender  Anzeige  an  dienern  Orte  war.  nnd  nur  sein, 
konnte.  Die  Mr^ichtigkeili  der  Beobachtungen  selbst  Ahr  den  eigent- 
lichen Astronomen  vefsiebt  sieb  «en  selbst  '  ^^'i 

■   *       ^  .      ....  . 

Das  Wetter  und  die  Wefterprop^hexelttii^;"  fiftt  t)y^ 
kill 8  meteorologischer  Vorträge  ffir  Gebihdeie-von  Jld* 
seph  Helmest  Oberlefater  der  Matb'ematik  und 
am  dymnäsium  au  Ceile.  Hannöver.  Hk'hh;  WSS, 

Wir  haben  diese  Schrift  mit  Interesse  und  Belehrung  gelesen. 
Wenn  auch  ihrem  Zwecke  nach  populär  gehaltew.'iind' ^fär  ein 
grösseres  Publikum  bestimmt,  *  steht  sie  doch  i^t  '^t  triss^Stt^ 
schaftliobem  Standpunkte  und  lieracksicfatigt  £herall'«»i9ftl^g  die 
neuesten  Forschungen,  terrfith  ilbecliaupt,.  wie  sebf  der  Herr  »IKeifr 
fasser  StUf  dem  meteorologischen  Gebiete  bekannt  nnfl  bewandert 
ist  und  auch  selbstthätig  viel  in  diesem  ^ache  gearbeitet  hat. 
Die  auch  in  einer  recht  ansprechenden  Sprache  verfasste  Schrift 
ist  jedenfalls  sehr  geeignet,  richtige  BegriÖe  uiul  Aiift,l€hteii  über 
Wetter  und  Wetterprophezeiung  immer  mehr  und  mehr  zu  ver- 
breiten, und  kann  daher  jedem  Gebildeten,  wer  sich  über  diese 
Dinge  wahrhaft  belehren  will,  empfohlen  werden.  Der  Inhalt  nach 
seinen  Uauptrubriken  ist  folgender:  Einleitung,  das  Wetter  eine 
Naturerscheinung  im  Grossen,.  Die  W&rmeverhältnisse  der  £rde. 
Die  Winde.  Die  Hydrometeore.  Das  Gewitter.  Das  Barometer 
und.  seine  Scthwankuugen.  Der  Mond  und  djke  endtnen  .bimpili- 
selM»i.£orpei;  in  ibreia  Einfliisae  auf  dae  Wetter,  -  Di»  VoraiMell^ 
eines  aukfinftigen  Wetters.  ^>   ,         '  s  y  i  ,  v 
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Das  RcmMit  aller  Mhtr  DrtitihNigi»  ipiMC  Herr 
•VorfMser  «n  Bad»  aaf  &  i4&  nril  folgente  Waata  «aa: 

„Und  80  geben  wir  denn  die  HoffhiiDg  liberall  auf,  daes  die 
genannten  oder  noch  andere  Mittel  uns  je  befähigen  sollten,  ein 
Wetter  im  Voraus  zu  bestimmen,  welches  über  den  mntbmass^ 
liehen  Ablauf  einea  augenblicklidi  atattfiadaadepi  Wettera  Jiimuw- 
liegt. 

Wir  atfnmiefi  dleaeni  Reaoltala  aalMleh  ana  gnaar  Staia  M 
aad  habea  achan  ttngat  dia  in  demaalbeB  aoageaptachaae  Analdit 
gahalift;  aber  fralliab  wird  m  inmr  ladi  Bba^a.  gd^ai^  dla  deo 
Wetteiaattel  auf  ibrani  nlaatablaa  Baroaialer  and  Aa  Aigskben 
daa  liandarljlllirlgaaKalaadaffa  ilBr  Orakeiaprficlie  haltea»  aikl  da* 
her  bei  dem  obigen  Raanltat,  za  welchem  sie  die  vorliegende 
lehrreiche  Schrift  OSbrt«  bedenklich  den  Kopf  scbiUtelo  werden. 


Anzeige. 

Durch  die  nicht  dankbar  genn^  antnertrennende ,  nach  allen  Seiten 
•ich  hinrichtende  Färaorge  de«  koliea  kiwigUchen  Vaterricbtamiaitte^ 
Haine  iet  bei  der  UnlTaraitit  GreifawaU  aeiC  noa  Hut  swel  Jahre« 
durch  die  AnttellaDg  einet  eigenen  UniTereiliti-Mechanikus  in  der  Per* 
ton  dea  Herrn  Frauenstein  einem  längst  gefühlten  Bedfirfniaae  in 
höchat  zveckmuMsii^cr  Weiae  abgeholfen  worden.  Während  aeinea  Hier-  . 
•elna  hat  Herr  Frauenateiii  für  d[p  verachiedenen  Institote  der  Uni- 
feraititi  niaillflli  4m$  vnttr  mainer  Diroctioa  alehendo  attroaomfadi« 
■Mthematiache  Inatftat,  für  daa  phjaikaliadbe  Inatitut,  überhaupt  die 
Tarachiedenen  naturwiaiaenschaftlichen  und  namentlich  auch  medicinischen 
Inatitat«;  ferner  für  die  verschiedenen  Inatitute  der  Konig-fichen  ataata- 
nad  landwirfhachaftlichen  Akademie  zu  Eldena  eine  groase  Anzahl  der 
TOTMlitedanartlgitmi  Inatmmaate  in  efgeaer  nenar  Attifflhreng  gelleftri 
mni  Be|MWalaraa  aad  Aiiinderun^en  aller  Art  an  sehen  Torhandeaaa  la- 
aaronenten  -vorgenommen.  Alle  dieae  Arbeiten  sind  von  Herrn  Frauen- 
atein  xur  gröaaten  Zufriedenheit  der  betreffenden  Institnta-Vorateher 
anageführt  wordea,  und  deraelbe  ist  jetst  mit  der  fünrIcNBim  einer 
gröaaelpaa  Wetkalitto  hier  am  ClMa  bewbMIIgt»  Ani  -  .TiiSsMr  Vlabane»* 
gung  kann  ioh  Herrn  Frauanatein  allen  wlaaenachaftlichen  Inatitnten 
und  Lehranstalten  jeder  Art,  namentlich  auch  den  Gymnasien,  .  Real- 
achulen,  SchifffahrtsRchulen  n.  a.  w. ,  ao  -wie  den  Herren  Feldnneaaern 
ala  einen  aebr  kenntniasreichen  und  gaachiokteo.  Mann  empfahlen ,  dar 
mit  aroaaar  Genaalgiwit  and  Sanberhail  tetnar  Arbeiten  mdgllehste 
Wohlfeilhait  dar  Prdae  Terblailat  und  durch  Vielaeitigkelt  aich  auszeich- 
net, indem  er  beaonders  anch  daa  optfsche  Fach  mit  Glück  in  den  Kreis 
aeiner  Arbeiten  sieht.  Ich  benutze  daa  weit  Terbrcitete  ArchiT  um  ao 
lieber,  Alle,  welche  mechaniache  Arbeiten  aoaführen  so  laasen  in  den 
Fall  kommen,  gaos  beaenderr  ^  fletni  Franenitatn  anftnefflrtani  stt 
naefaBB-,  weil  ich  oilbataahr  wanaelia,  data  ea  diesem  geaGhickteallMma 
recht  bald  gelingen  möge,  ein  grösseres  mechanisches  Institut  am 
hieslfren  Orte  in'a  Leben  zu  rufen,  was  natürlich  mit  Erfolg  nur  mög- 
lich iat,  wenn  aeine  Leiatungen  anch  auaaerhalb  in  einem  möglichat  groa- 
aaa  Ktalir  ÜrAamfceaaaag  iadam»  tfe  alatejadirBaaieh— g.imd&iiai  . 

Grelfawald,  dea l.SepCembar  1889«  .ffraapart..  c 
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